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Vorwort 


Indem  wir  den  ersten  Band  des  neugestalteten  Arctivs  der 
Idathematik  und  Physik  hiermit  der  Öffentlichkc^it  übergeben,  können 
wir  nicht  umhin,  unseren  Mitarbeitern  dt^n  Ausdruck  unseres  Dankes 
zu  übermittebi.  Hervorragende  Mathematiker  der  Gegenwart  haben 
uns  die  Früchte  ihrer  Untersuchungen  zum  Abdruck  gesandt;  neben 
ord-  und  Siiddeutschland  baben  sich  England,  Fi-ankreich,  Japan  und 
irreich  beteiligt,  fast  sämtliche  Gebiete  der  Mathematik  sind  ver- 
treten: Algebra,  Arithmetik  und  Analysis,  analytische,  darstellende 
und  synthetische  Geometrie,  Kinematik,  Dynamik  und  matjiematische 
Physik.  Mit  Genugthuung  verzeichnen  wir  die  Tliatsaehe,  dafs 
Charles  Hermite  unserer  Zeitschrift  ein  besonderes  Interesse  ent- 
gegengebracht hat:  seine  letzte  Arbeit  ziert  den  vorliegenden  Band. 

Wir  ergreifen  diese  Gelegenheit,  um  auch  an  dieser  Stelle  auf 
einige  Ergänzungen  hinzuweisen,  die  unser  Programm  inzwischen  er- 
fahren hat. 

Eine  derselben  liegt  nach  der  pktßikaiisrhen  Seite  hin.  AuXser 
mathematisch-physikalischen  Untersuchungen,  die  auch  schon  früher  in 
leser  Zeitschrift  vertreten  waren,  sind  wir  gern  bereit,  solche  Arbeiten 
aufzunehmen,  welche  im  Vordergrund  stehende  Fragen  der  experimen- 
tellen Physik  voü  neuen  Gesichtspunkten  aus  beleuchten.  Von  dieser 
Art  bietet  der  vorliegende  Band  zwei  Äbhandhmgen.  Für  die  nächsten 
Hefte  sind  wir  in  der  Lage,  unseren  Lesern  weitere  Beiti'tige  aus  der 
Ftjder  bekannter  Physiker  in  Aussicht  zu  stellen. 

Andere  Ergän/imgen  beziehen  sich  auf  die  Rubrik  „Vermischte 
Mitteilungen*^  Hier  haben  wir,  vielfach  geäufserten  Wünschen  ent- 
jprechend,  einen  ,,Spfrchs(uil  für  die  EmißdnpiUlU'  der  ntafkctnaiisdien 
Wi&srtiJichafieti"  eingerichtet,  wo  die  aus  dem  Leserkreis  einlaufenden 
Berichtigungen  und  Ergänzungen  zu  den  erschienenen  Heften  der 
tyklopädie  Platz  huden  sollen. 

Selbstverstündlicb  werden  wir  geni  bereit  sein,  diesen  Sprechsaal 
auch  auf  andere  Erscheinungen  der  mathematischen  und  physikalischen 


'\ 
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IV  Vorwort. 

Litteratur  auszudehnen,  falls  uns  diesbezügliche  Wünsche  geäuijsert 
werden  sollten. 

In  der  Rubrik  „Aufgaben  und  Lehrsatze''  wollen  wir  nicht  blofs 
Aufgaben  und  Lehrsätze  geben ,  deren  Lösungen  im  Archiv  zum  Ab- 
druck gelangen,  auch  Probleme  mit  näherer  Angabe  der  Behandlung 
(sujets  d'^tude)  sollen  gestellt  werden  als  Gegenstand  längerer,  selb- 
ständiger Arbeiten.  Ein  Beispiel  dieser  Art  findet  sich  unter  den  Auf- 
gaben dieses  Bandes.  Ebenso  sollen  in  Zukunft  die  Preisfragen  von 
Akademieen  und  gelehrten  Gesellschaften  an  dieser  Stelle  mitgeteilt 
werden. 

Alle  diese  Veränderungen  wären  nicht  möglich  gewesen  ohne  die 
weite  Umsicht  und  das  thatkrilftige  Interesse,  welches  die  Yerlagsfirma 
B.  G.  Teubner  dem  Archiy  entgegengebracht  hat. 

E.  Lampe.    W.  F.  Meyer.    E.  Jahnke. 
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Berichtigungen. 

S.    71   ist  in  der  Definitionsgleichung  für  Pg»,»«  ^^  Potena  ar™"*"*  durch  a^y" 

zu  ersetzen. 
73   ist  in  61.  (8)  der  Buchstabe  Q  durch  B  zu  ersetzen. 
121    ist  in  Gl.  (10)  der  Nenner  durch  (R(x))'^*  zu  ersetzen. 
171   letzte  Zeile  ist  t^  durch  t^  zu  ersetzen. 
173,  Anm.  1)  sind  in  der  vierten  Zeile  Q{"  durch  ^,,  G^"  durch  G^^  Ty    durch 

Tj  zu  ersetzen. 
176   ist  die  Gleichung  JF\  +  JF,  =  1\  durch  JP,  +  JP,  +  F,  =  0  zu  ersetzen. 
180  sind  in  der  ersten  Gl.  (18)  a:,,  y,  durch  x^  bzw.  y,,  in  der  zweiten  a^,  y, 

durch  a^  bzw.  y,  zu  ersetzen. 
181,  Zeile  1  ist  lY  durch  VI  zu  ersetzen. 
184,  Zeile  9  ist  26.  XU.  durch  24.  Xu.  zu  ersetzen. 
186,  Zeile  8  ist  Exponentialfunktion  durch  „Zahl  e*'  zu  ersetzen. 
207   in  Aufgabe  7,  7*  ist  anstelle  von  6«  zu  lesen  6». 
207   sind  in  Aufgabe  10  die  Nenner  2^^  der  Argumente  durch  8'  zu  ersetzen. 


Zur  EinfülirTmg. 

Das  Archiv  der  Matliematik  und  Physik  ist  1841  von  J.  A.  Grunert, 
der  vor  seiner  Bemfang  auf  den  Lehrstuhl  der  Universität  zu  Oreifs- 
wald  zwölf  Jahre  lang  Gymnasiallehrer  gewesen  war,  mit  besonderer 
Rücksicht  auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  der  höheren  Unterrichts- 
tofitalten  ins  Leben  gerufen  worden,  nachdem  in  Frankreich  die  An- 
nales  de  mathematiques  pures  et  appliquees  von  Gergonne  in  ähnlicher 
Torbildlicher  Weise  seit  1810  anregend  imd  befruchtend  gewirkt  hatten. 
Nach  Grunerts  Tode  (1872)  wurde  die  Leitung  des  Archivs  dem  als 
Mathematiker  wie  jJs  Philosoph  gleich  verdienten  Professor  R.  Hoppe 
zu  Berlin  anvertraut;  derselbe  hat  sich  bis  zu  seinem  im  Juni  dieses 
Jahres  erfolgten  Tode  bemüht,  im  Archiv  diejenige  Kiehtung  inne  zu 
halten,  welche  durch  die  53  unter  Grunert  erschienenen  Bände  ge- 
geben und  durch  den  Titel  vorgezeichnet  war. 

Indem  wir  drei  Unterzeichnete  uns  zur  gemeinsamen  Herausgabe 
dea  ArchiTB  vereinigt  haben,  wollen  wir  seinen  historisch  entstandenen 
Charakter  nicht  ändern,  sondern  vielmehr  versuchen^  ihn  schärfer  aus- 
zuprägen 

Nachdem  die  Zeitschrift  filr  Mathematik  und  Physik  (Schlomüch) 
den  bisherigen  Charakter  geändert  imd  die  Pflege  der  angewandten 
Mathematik  in  den  Vordergrund  gerückt  hat,  bleibt  das  Archiv  das 
einzige  Organ  in  Deutschland,  welches  sich  nicht  blofs  die  Erweiterung 
6eT  mathematischen  Erkenntnis,  sondern  auch  die  Verbreitung  der 
Besoltaie  mathematischer  Forschung  als  Ziel  steckt. 

Schon  unter  Grunert  und  Hoppe  wurde  so  manche  wichtige 
wiisenschaftliche  Entdeckung  durch  das  Archiv  zur  aOgemeinen  Kennt- 
nis gebracht;  —  wir  erinnern  nur  au  die  grundlegenden  Seydewitz- 
fohen  Untersuchungen  aus  der  synthetischen  Geometrie  und  an  die 
bedeutenden  Arbeiten  von  Imschenetzky  über  die  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  Auch  wir  werden  uns 
freuen,  wenn  die  jetzigen  Mathematiker  dem  Archiv  die  Früchte  ihrer 
Forschung  zur  Veröffentlichung  übergeben  wollen. 

AfetUT  dar  MstheoutUc  und  Jfhytik.    m.  BeLbe.   I.  1 
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Zur  Fesselung  eines  gröfseren  LeserkreiBes  sollen  aber  aucli  solche 
Aufsätze  eingerückt  werden,  welche  die  Kenntnisnahme  und  das  Ver- 
ständnis der  neueren  mathematischen  Anschauiuigeu  und  Entdeckungen 
yenuitteln.  ■ 

Da  femer  der  mathematische  Unterricht  an  den  Hochschulen 
(Universitäten,  töchnisehen  Hochschulen  u.  s.  w.)  und  an  den  Mittel- 
schulen (Gymnasien,  Realgymnasien,  Oberrealschulen  u.  s.  w.)  von  den  Er- 
gebnissen der  Forschung  beeinflulst  wird,  so  werden  wir  gern  Artikel 
bringen,  welche  bezügliche  Fragen  in  wissenschaftlicher  Weise  beleuch- 
ten. Doch  wollen  wir  hierbei  sogleich  bemerken,  dafs  lediglich  päda- 
gogische, den  Mittelschulunterricht  betreflfende  Gegenstände  ausge- 
schlossen bleiben,  weil  für  diese  in  den  Zeitschriften  für  Unterricht 
besondere  Organe  bestehen. 

Die  Erweiterung  des  Programms  auf  die  Berücksichtigung  der 
Bedüjrfnisse  des  Hochschulunterrichts  ist  durch  die  Erwägung  veranlafst 
worden,  dafa  die  ähnliche  Ziele  verfolgenden  Nouvelles  Annales  in 
Frankreich  und  das  Giomale  di  Mateniatiche  in  Italien  ihre  Blüte 
gerade  dem  Umstände  2u  verdanken  haben,  dafs  sie  die  studierende 
Jugend  zu  ihren  eifrigst^in  Lesern  zählen  und  sehr  früh  zur  Mitarbeit 
zulassen. 

Auch  wir  erachten  es  für  die  Erziehung  eines  fröhlich  schaffenden 
mathematischen  Nachwuchses  für  erspriefslich,  wenn  dem  auf  der 
Hochschule  sich  ausbildenden  Jünglinge  Anregung  und  Gelegenheit 
gegeben  wird,  eine  Zeitschrift  seiner  Wissenschaft  mit  Interesse  zu 
lesen  und  in  ihr  mit  eigenen  Arbeiten  vor  die  Öffentlichkeit  zu  treten« ■ 

Um  zu  selbständigen  Arbeiten  anzuregen,  werden  wir  Aufgaben 
zu  stellen  versuchen,  die  dem  Stoffe  des  Hochschulunterrichts  ent- 
nommen sind,  und  bitten  die  Herren  Kollegen  om  reichliche  Mitteilung 
solcher  Aufgaben,  von  denen  ja  jeder  Lehrer  eine  gewisse  Anzahl  für 
seine  besonderen  Zwecke  auszubilden  pÜegt.  Die  Namen  der  Einsender 
richtiger  Lösungen  sollen  in  den  nächsten  Heften  veröffentlicht  werden. 
Bearbeitungen,  welche  sich  durch  Originalität  und  Eleganz  der  Dar- 
stellung auszeichnen,  sollen,  soweit  der  Platz  verfügbar  ist,  zum  Ab- 
druck gelangen.  Auch  für  die  Beantwortung  von  Anfragen  werden 
wir  versuchsweise  eine  Rubrik  einrichten.  ■ 

Einen  wesentlichen  Bestandteil  des  Aixhivs  hat  immer  der  litte- 
rarische Bericht  gebildet,  bestehend  in  Rezensionen  neuerschienener 
Schriften.  Derselbe  wird  in  etwas  abgeänderter  Form  beibehalten 
werden,  und  wir  werden  danach  streben,  durch  Heranziehung  geeig- 
neter Kräfte,  welche  das  zur  Besprechung  kommende  Gebiet  behen-schen, 
eine   möglichst   sachgemäfse   Beurteilung    in    kurz    gefafsten    Artikeln 
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herbeizuführen.  Da  die  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  (Schlö- 
inilch)  von  jetzt  an  auch  in  ihrer  historisch -litterarischen  Abteilung 
sich  auf  die  augewandte  Mathematik  einschränkt,  wird  dieser  Teil  des 
ArchiTB  für  die  mathematische  Lesewelt  eine  erhöhte  Wichtigkeit 
erhalten. 

Wenn  wir  so  dem  unserer  Leitung  iihergebenen  Archiv  neues 
Leben  einznflöfsen  beabsichtigen,  so  verhehlen  wir  uns  bei  der  Über- 
nahme unserer  neuen  Pflichten  nicht,  dafs  viele  Schwierigkeiten  zu 
ttberwinden  sind;  wir  hoffen  indessen,  dafs  uns  die  Mathematiker  der 
Tcrschiedensten  Riehtungen,  mögen  sie  mehr  produktiv  oder  mehr 
f>tiv  wirken,  nach  Kräften  unterstützen  werden.  Indem  wir  durch 
fdie  Mannigfaltigkeit  der  Graben  den  verschiedenen  GeschmacksTichtungen 
gerecht  zu  werden  versuchen,  wollen  wir  vor  allem  die  Langweilig- 
keit und  die  Kleinigkeitskrämerei  aus  dem  Archiv  verbannen,  weü  sie 
das  Interesse  töten. 

In  dem  Bewufstsein,  dals  ein  einzelner  Herausgeber  nicht  imstande 
istf  alle  in  Betracht  zu  ziehenden  Gesichtspimkte  zu  übersehen,  sind 
wir  drei,  die  wir  einzeln  der  Lehrerschaffc  einer  Universität,  einer  tech- 
nischen Hochschule  und  einer  Oherrealschule  angehören,  zusammen- 
getreten, um  aus  den  besonderen  Erfahrungen  heraus  alles  beizutragen, 
dlfl  Archiv  aus  seiner  im  neunzehnten  Jahrhundert  ausgebildeten  Ge- 
stalt in  diejenige  umzuwandeln,  welche  das  zwanzigste  mit  seinen  neuen 
Aufgaben  fordert,  und  deren  Lebensfähigkeit  in  dem  Kampfe  um  das 
DiBetn  zu  erproben  ist. 

Den  uns  erwachsenden  Aufgaben  sehen  wir  um  so  hofi&iungs- 
freudiger  entgegen,  als  wir  überzeugt  sind,  dals  die  Verlagsfirma 
B.  G.  Teubner,  in  deren  Besitz  das  Archiv  übergegangen  ist,  sowohl 
den  Willen  als  auch  die  Kraft  hat,  alle  zweckdienlichen  Einrichtungen 
infs  beste  zu  treffen. 

Als  geschäftsföhreuder  Redakteur  wird  der  mitimterzeichnete 
Dr.  Jahnke  wirken;  an  ihn  oder  an  die  Verlagshandlimg  bitten  wir 
besonders  die  zu  besprechenden  Druckschriften  einzusenden. 

Dezember  1900. 
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Nachruf  für  Reinliold  Hoppe. 

Von  E.  Lampe  in  Berlin. 

Aus  den  Verhandlungen  der  Deutsclien  PhyBikalisclien  Geacllscbaft  JI,  p.  183—201." 
Mit  einem  Bildnia  E.  Hoppes  in  Lichtdruck. 

Ernst  Reinhold  (Reginhald)  Eduurd  Hoppe  wurde  zu 
Naumburg  an  der  Saale  am  18.  November  1816  geboren  als  Sohn 
des  Dompredigers  Ernst  August  Dankegott  Hoppe  und  seiner 
Ehefrau  Friederike  Wilhelmine,  geb.  Nitzsch,  der  Schwester  des 
Theologen  Karl  Immanuel  Nitzsch;  er  gehörte  also  von  väterlicher 
und  von  mütterlicher  Seite  her  bekajinten  mid  hochgeachteten  Ge- 
lehrtenfamilien an.  Unter  den  eil'  grofs  gezogenen  Kindern  des  Pfarr- 
hauses war  er  das  sechste,  von  den  vier  Brüdern  der  dritte.  Sein  um 
vier  Jahre  älterer  Bruder  Karl  war  der  Gründer  der  bekannten 
Maschinenbauanstalt  und  Eisengielserei  zu  Berlin;  der  um  zwei  Jahre 
ältere  Bruder  Ernst  war  Oberförster,  und  der  um  nenn  Jahre  jüngere 
Bruder  Felix  Hoppe-Seyler  Chemiker  und  Physiologe,  Professor  ander 
Universität  Stralsburg.  Zweimal  wechselte  die  Familie  noch  ihren  Wohn- 
sitz; bald  nach  der  Geburt  des  kleinen  Reinhold  zum  Superintendenten 
in  Freiburg  an  der  Unstrut  befördert,  siedelte  der  Vater  nach  dieser 
Stadt  über,  später,  am  Anfange  der  dreifsiger  Jahre,  in  gleicher  Stellung 
nach  Eisleben.  Dort  starb  jedoch  bald  nach  dem  Einzüge  in  die  neue 
Stadt  die  Mutter  (10.  Febr.  1832),  einige  Jahre  darauf  der  Vater 
(10.  Okt.  1835);  mit  neunzehn  Jahren  war  Reinhold  also  des  Vaters 
und  der  Mutter  beraubt.  Zuerst  auf  dem  Gymnasium  in  Eisleben  vor- 
gebildet, genofs  er  später  der  Wolüthat  des  Unterrichtes  auf  der 
Landesschule  Pfurta,  und  zuletzt  besuchte  er  das  Gymnasium  in  Greifa- 
wald,  wo  seine  an  den  dortigen  Superintendenten  und  Prof  Karl 
Vogt  vermählte  Schwester  Laura  lebte.  Mit  dem  Zeugnis  der  Reife 
des  Greifswalder  Gymnasiums  vom  30.  August  1838  versehen,  bezog 
der  zweiundzwanzigjährige  Abiturient  zunächst  die  Universität  Kiel  auf 
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rwei  Semester;  die  beiden  folgenden  Semester  studierte  er  in  Greifswald, 
die  letzten  drei  in  Berlin,  wo  er  am  24.  März  1842  sein  Äbgai^s- 
zeugnis  nahm.  Die  Neigung  zur  Beschäftigung  mit  der  Mathematik 
soll  bei  ihm  früh  durch  seinen  älteren  Bruder  Karl  geweckt  sein,  der 
ihn  schon  in  seinem  zehnten  Lebensjahre  in  die  Geheimnisse  der 
Irat-  und  Kubikwurzelausziehung  einweihte. 

Nach    der    Beendigung    der   Studienzeit    wandte    sich    Rein  hold 
Hoppe   der  Lehrthätigkeit  zu.     Das  Probejahr  erledigte   er  am  Gym- 
sinm  zu  Greifs wald  von  Michaelis  1842  bis  1H43.    Von  Ostern  1846 
bis  Michaelis  1849  nahm  er  eine  Stelle  als  Lehrer  an  der  Erziehungs- 
anstalt  zu  Keilhau  an,    in   welcher  die   Fr oebel sehen  Grundsütze  der 
Erziehung  zur  Anwendung  gebracht  wurden.    Von  Michaelis  1849  bis 
1853  versuchte  er  sich  als  Lehrer  am  KöUnischen  Realgymnasium  zu 
iBerlin,  das  zu  jener  Zeit  unter  dem  Direktor  August  in  hoher  Blüte 
ritand.     Währentl   dieser  Zeit  erwarb  er  sich  an  der  Universität  Halle 
den    Doktorhut    am  25.  November  1850.     Da  seiner  Unterrichtsarbeit 
der  wünsciienswerte  Erfolg  nicht  entsprach,  aufserdem  seine  Forscher- 
natur  nach  einer  freieren  Thätigkeit  drängte,  habilitierte  er  sich  1853 
Privatdozent    für  Matliematik    an  der  Berliner  Universität,     Noch 
EtBinmal   vertauschte   er   den  Hörsaal    der  Universität    mit  den  Klassen 
Gymnasiums,   als  er  von  Ostern   1858  bis  1859  eine  Lehrstelle 
Gymnasium  zu  Glogau   übernahm.     Aber  auch  dieses  Mal  versagte 
seine  Natur  gegenüber  den  Ansprüchen  der  Schule,  und  so  kehrte  er 
|denn    1859  an   die  Berliner  Universität   zurück    und   gehörte   ihr  von 
'da   an    ohne  Unterbrechung  als   Privatdozent  bis   zu  seinem  Tode  im 
Sommer  19^^10  an.    Schon  bei  seiner  Habilitation  im  Jahre  1853  hatte 
er  sich   um  die  Lehrbefiignis  für  Philosophie  beworben,   ohne  sie  aber 
erlangen.    Ein  zweites  Gesuch  vom  Jahre  1870  hatte  keinen  besseren 
folg;   seinem    im   Jahre  1871    erneuten  Antrage  ^vurde  dann  endlich 
auf  energische  Befürwortung  von  Trend elenburg  Folge  gegeben.    Den 
.Charakter  als  Professor  erhielt  er  1870.  —  Nach  dem  Tode  Grunerts 
1872    wurde    ihm    die    Redaktion    des    Archivs    der   Mathematik    und 
Physik  anvertraut,  eine  Thätigkeit,  die  ihm  hohe  Befriedigimg  gewährte, 
weil   dadurch   seine   Existenz   in  mehr  als   einer  Beziehung  einen  Halt 
r gewann,    und    weil    er   damit   die   Gelegenheit  erhielt,    in   einer  seiner 
F  Katar    zusagenden    Art    durch    Ofl'nung    des    reichen    Schatzes    seines 
Wissens    nach   aufsen  zu  wirken.     Die  Pflichten  dieser  Schriftleitung 
hat  er  bis  zu  seinem  Tode  am  7.  Juni  1900  im  Alter  von  83%  Jahren 
,  treu  erfüllt.     Der  Königlichen  Gesellschaft   der  Wissenschaften   in  Up- 
gehörte  er  als  ordentliches  Mitglied  an.     Dies  sind  die  Daten  für 
tdan  Qsng  seines  Lebens. 


E.  La 


Die  wissenschaftliche  Produktion  des  Verschiedenen,  die  sich  über 
einen  Zeitraum  von  55  Jahren  erstreckt,  ist  eine  überaus  reiche  und 
vielseitige  gewesen.  Er  war  eben  nicht  ein  einseitiger  Mathematiker, 
Bondem  sein  Geist  uraapaunte  neben  allen  Gebieten  der  Mathematik  die 
Physik,  die  Philosophie,  die  Sprachlbrschung  imd  suchte  Erholung  in 
der  Ausübung  der  Musik;  endheh  versenkte  er  sich  als  echter  Sohn 
eines  evangelischen  Pfarrhauses  philosophisch  in  die  letzten  Fragen 
der  Beziehungen  des  Menschen  zu  Gott.  Was  alle  seine  Schriften 
kennzeichnet,  ist  die  Selbständigkeit  und  Ehrlichkeit  seines  Denkens; 
überall  leuchtet  ein  abgeschlossenes,  fertiges  Wesen  hervor,  das  in  sich 
Genüge  gefimden  hat.  Mag  der  Leser  sich  auch  nicht  mit  ihm  in 
Übereinstimmung  befinden,  so  nötigt  der  tiefe  Ernst,  mit  dem  alle 
Fragen  behandelt  sind,  Ächtung  vor  einem  Geiste  ab,  der  nach  langer 
und  unablässiger  Gedankenarbeit  eine  in  sich  ruhige  und  befriedigte 
Klarheit  errungen  hat  und  im  Besitze  einer  nicht  mehr  zu  erschüttfflCj^^ 
den  Überzeugung  eine  oft  schneidende  Kritik  übt.  4^1 

Gehen  wir  zunächst  auf  die  mathematischen  Schriften  ein,   so  er- 
regt die  blofse  Anzahl  derselben  Bewunderung.     Im  Archiv  der  Mathe- 
matik  hat  Hoppe  rund  200  Originalartikel   veröfifentheht;  dazu  treten 
etwa   50  mathematische  Aufsätze   in  anderen  Zeitschriftesn,  femer  vier 
selbständig  erschienene  Arbeiten.     W^enn  man  auch  aus  den  Veröffent- 
lichungen   im    Archiv   viele    kleinere    Notizen    aussondert,    die   augen- 
scheinlich  häufig  zur  Füllung  eines   Heftes   geschrieben   sind   und  den 
Vorlesungsheften  entnommen  sein  mögen,  so  bleiben  immer  noch  genug 
übrig,  deren  Inhalt  in  der  einen  oder  anderen  Hinsicht  beachtungswert, 
ja   bedeutend    ist,   und    auch   jene    kleineren   Artikel    tragen  in   vielen 
Wendungen  das  Gepräge  eines  ursprünglich  schaffenden  Geistes.    Aller- 
dings   ist,    besonders    in   der   späteren    Zeit,    nicht  immer   hinreichend 
darauf  Rücksicht  genommen,  ob  die  nämlichen  Gedanken  nicht  auch 
schon    von    anderen   Forschem    oder    gar    vom    Schreiber   selbst   aus^fl 
gesprochen  waren.    Bei  den   Arbeiten,  die  dem  höheren  Alter  Hoppes 
angehören,   liegt  es  nahe,   eine  Entschuldigung  für  ein  derartiges  Ver- _ 
fahren  in  zunehmender  Gedächtnisschwäche  zu  suchen;  doch  dürfte  der^ 
tiefere  Grund  anderswo  liegen.     Nachdem  er  bis  gegen  sein  vierzigste« 
Lebensjahr  hin  gearbeitet  hatte,  um  einen  festen  Standpunkt  in  seinen 
wissenschaftlichen  Anschauungen  zu  gewinnen,  beschränkte  er  sich  von 
dieser  Zeit  an  im  wesentlichen  darauf,  seine  eigenen  Forschungen  an- 
zustellen,   und    er    berücksichtigte  dabei   kaum   noch   die  grofsen   Ent- 
deckungen,   die    in   der  zweiten  Hälfte  des  Jahrhunderts   von   anderen  — 
Forschern    gemacht    wurden.      Hauptsächlich    durch    das    Studium   deffl 
Arbeiten   Jacohis    herangebildet,   blieb    er   auf  diesem   Boden  stehen, 
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und  sogar  der  ihm  sehr  wohl  gesinnte  Dirichlet  machte  ihm  bezüg- 
lich einer  seiner  Arbeiten  über  Hjdi'odvnamik  schon  1853  den  Vor- 
f,  der  Verfasser  besitze  keine  vollständige  Kenntnis  von  den  zahl- 
eichen in  der  letzten  Zeit  über  die  Integration  der  Laplac eschen 
Differentialgleichung  unternommenen  Arbeiten.  Indem  er  sich  so  früh 
schon  in  seine  Gedanken  einspann,  bewahrheitete  er  den  vom  alten 
Goethe  zur  Abwehr  geschriebenen  Ausspruch:  „Eilt  aber  die  Raupe 
sich  einzuspinnen,  nicht  kami  sie  mehr  Blättern  Geschmack  abgewinnen." 
Als  Einsiedler  der  Wissenschaft  lebend,  kümmerte  er  sich  um  die  Yor- 

L^nge  auf  dem  Gebiete  seiner  Haupt  Wissenschaft  zuletzt  so  wenig,  dafs 

[ihm  die  Namen  mancher  der  berühmtesten  zeitgenössischen  Mathematiker 

|gMiz  fremd  blieben. 

Die  ersten  Untersuchungen  Hoppes  beziehen  sich  auf  die  Theorie 

'der  independenten  Darstellung  der  höheren  Differentialquotienten  und 
§ind  unter  diesem  Titel  in  einem  Buche  1845  von  dem  damals  neun- 
undzwanzigjährigen   jungen    Mathematiker   veröffentlicht    worden.      So- 

rwohl  im  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik  als  auch  in 

|iden  Mathematischen  Annalen  hat  er  unter  demselben  Titel  zur  Er- 
znng  kleinere  Aufsätze  erscheinen  lassen  Noch  heute  gilt  jenes 
Bach  als  eine  weiivolle  und  tüchtige  Monographie  über  den  Gegenstand, 
Mit  dieser  Veröffentlichung  begann  Hoppe  also  die  Reihe  seiner  Ar- 
beiten aus  dem  Gebiete  der  Infinitesimalrechnung  sowie  der  Differential- 
gleichungen, von  denen  bei  seiner  Habilitation  in  Berlin  schon  einige 
gedruckt  vorlagen.  Auf  Dirichlet  hatten  diese  Erstlingsarbeiten 
ynn  Hoppe  einen  günstigen  Eindriick  gemacht:  er  erkannte  mehrere 
gute  Gedanken  in  ihnen  an,  die  zum  Teil  mit  Geschick  und  nicht  ohne 

jEleganz  durchgeführt  wären,  und  selbst  in  der  oben  erwähnten,  minder 
igenen  Arbeit  über  Hydrodynamik  erblickte  er  die  Hand  eines  in 
Methoden  der  Analysis  geübten  Gelehrten. 

Mit   den    Grundlagen    der   Differential-    und    der   Integralrechnung 
Wchaftigen  sich  mehrere  Aufsätze  der  Jahre   1871  Ins  1H73.    Als  die 

Plieiden  FundamentaJsätze  bezeichnet  er  die  Aussagen:  ,,ünemllich  klein 
igt  eine  Variable,  wenn  sie  beliebig  klein  werden  kann.     Zwei  Kon- 

tstanten,  die  von  einer  Variable  unendlich  wenig  differieren,  sind  einander 

'gleich.**  Hiermit  hofft  er,  wie  in  einem  Selhstreferate  ausgesprochen 
irird,  die  Jahrhunderte  lang  schwebende  Frage  über  die  Möglichkeit 
einer  exakten  Bestimmung  des  Unendlichen  zum  Abschlufs  gebracht  zu 

ijlftbeil.  Eine  zusammenfassende  Darstellung  des  ersten  Teiles  der  In- 
Dltecimalrechnung  lieferte  er  in  dem  „Lehrbuch  der  Ditferentialrechnimg 
imd  der  Reihentheorie"  (1865),  das,  wie  alle  Erzeugnisse  der  Hoppe- 
«chen  Mose,  knapp  geschrieben  ist,  sich  daher  zur  Einführung  für  he- 
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queme  Aufäiig(?r  nicht  recht  eignet  imd  aus  diesem  Gninde  nicht  die 
Verbreitung  gefunden  hat,  welche  es  verdient. 

Von  den  übrigen  hierher  gehörigen  Abhandlungen  wollen  wir 
noch  den  instniktiven  Aufsatz  nennen:  „Erst**  Sätze  von  den  bestimmten 
Integralen,  unabhängig  vom  Differentialbegriff  entwickelt^'  (1877). 
Femer  sei  aus  denjenigen  Artikeln,  welche  den  Differentialgleichungen 
gewidmet  sind,  eine  Notiz  im  Journal  für  Mathematik  Bd.  58  (1861) 
erwähnt  betreffs  einer  gewissen  partiellen  Differentialgleichung,  die  von 
Hrn.  Fuchs  in  demselben  Baude  mit  Benutzung  eines  Poissou sehen 
Resultates  behandelt  war.  Hoppe  zeigte,  dafs  die  betreffende  Abhand- 
lung Poissons  gerade  für  den  benutzten  Fall  einen  Fehler  enthielt,  der 
deshalb  in  die  Fuchs  sehe  Arbeit  eingegangen  war;  nach  einem  Verfahren, 
das  den  Irrtum  Poissons  vermied,  entwickelte  er  dann  die  richtige  Lösimg. 

Wenn  wir  uns  mit  der  vorstehenden  kurzen  Besprecliimg  einzeluer 
Untersuchungen  Hoppes  aus  der  Analysis  begnügen  müssen,  so  wollen 
wir  doch  hinzufügen,  dals  er  gelegentlich  auch  Fragen  aus  der  Algebra, 
der  Zahlenthcorie,  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  hehundelte  und  sich 
mit  speziellen  Funktionen,  wie  der  Garamafunktion  und  den  elliptischen 
Transcendenten,  beschäftigte.  An  dieser  Stelle  müssen  wir  auch  der 
separat  erschienenen  Tafel  zur  dreifsigstelligen  logarithmischen  Kech- 
nung  vom  Jahre  187tJ  gedenken. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Geometrie,  zu  demjenigen  Gebiete,  dem 
Hoppe  in  seinen  Forschungen  wohl  den  gröfsten  Platz  eingeräumt 
hat.  Sowohl  die  analvtische  Geometrie  im  allgemeinen,  als  auch  be- 
sonders derjenige  Teil,  den  man  jetzt  als  Differentialgeometrie  bezeichnet, 
sind  bevorzugte  Gegenstände  seiner  Untersuch imgen  geblieben.  Dagegen 
hat  er  sich  für  die  moderne  synthetische  Geometrie  offenbar  nie  begeistern 
können;  dies  ist  um  so  auffälliger,  als  Steiner  zu  der  Zeit,  als  Hoppe 
in  Berlin  studierte,  eine  grolse  Anziehung  auf  die  jungen  Berliner 
Mathematiker  ausübte.  Gerade  diese  Beeinflussung  der  Denkweise  dürfte 
der  im  eigenen  Denken  schon  erstarkte  junge  Hopp  e  jedoch  abgelelmt  haben. 

Aus  der  Fülle  der  in  den  Hoppeschen  bezüglichen  Abhandlungen 
niedergelegten  Gedanken  können  wir  nur  einige  hervorheben.  In  den 
„Prinzipien  zur  Flächentheorie",  die  ursprünglich  im  Archiv  der  Ma- 
thematik (1876)  veröffentlicht  wurden,  später  den  zweiten  Teil  des 
Lehrbuches  der  analytischen  Geometrie  (18H0)  bildeten,  werden  neben 
den  drei  Fundamen talgrÖlsen  erster  Ordnung  von  Gaufs  als  Funda- 
men talgröfsen  zweiter  Ordnung  diejenigen  drei  Ausdrücke  ganz  all- 
gemein angewandt,  die  zwar  Brioschi^)  schon  benutzt  hatte,  die  aber 


1)  F.  Brioacbi,  Anaaü  di  Matematica  (2)  1,  p.  1.    1867. 
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Hoppe  deshalb  ganz  allgemein  einzuführen  erklärt,  weil  die  theoretisch 
wichtigen    geometrischen    Eigenschaften    und     Bedingungen     im    ein- 

,  fachsien  Konnex  mit  den  Werten  und  Relationen  jener  sechs  Gröfsen 
stehen.  In  dieser  Beziehung  hat  sich  einer  der  besten  Kenner  dieses 
Gebiete«,  Hr.  Knoblauch,  in  seiner  Abhandhing  über  Fundamental- 
grofsen  in  der  Flächentheorie  und  in  seinem  Buche  „Einleitung  in  die 

;«Ugemeine    Theorie    der    krurameu    Flüchen*'    diesem    Gebrauche    an- 
chlossen. 
Eine  Reihe  von  Arbeiten  cUeser  Theorie  ist  femer  dem   Problem 

[•des  dreifach  orthogonalen  Flächensystems  gewidmet,  für  dessen  Lösung 

^Boppe  einen  Weg  ausfimüg  machte,  der  in  manchen  Fällen  zum  Ziele 
fiÜuHL  So  konnte  er  nach  seinem  Verfahren  die  allgemeinste  Lösung 
der  Aufgabe  durchführen^),  orthogonale  Flächensysteme  zu  finden,   bei 

-denen   che  eine  Flächenachar  aus  Flächen  zweiter  Ordnung  besteht;  er 

't»f  in  dem  Resultate  seiner  Rechnung  mit  Schlaf li  zusammen,  der 
iwei  Jahre  Torher  dasselbe  Thema  in  einer  besonderen  Arbeit  be- 
handelt hatte.*) 

L[i  der  Kurven theorie  wählte  Hoppe  zwei  Variabebi,  die  der 
Knnre  selbst  eigentümlich   angehören  und  vom  Koordinatensystem  un- 

i  abhängig  sind,  den  KrÜramimgswinkel  t  und  den  Torsionswinkel  fr, 
d,  h.  diejenigen  Winkel,  deren  Diö'erentiale  die  Winkel  zweier  aufein- 
ander folgenden  Tangenten  und  Schmiegungsebenen  sind.  Die  ana- 
lytische Behandlung  geometrischer  Gebilde  mit  Hilfe  derartiger  OrÖJaen 
bezeichnet  man  jetzt  als  ,,geometria  intrinseca";  Hoppe  nennt  die 
Gleichung  /"(t,  ^)  =  0  zwischen  jenen  beiden  Winkeln  die  spezi- 
fische Gleichung  der  Kurve  und  zeigt,  wie  man  aus  ihr  die  Eigen- 
schaften der  Kurve  herleiten  kann.  Diese  interessante  Leistung  ist 
ihm  offenbar  als  die  wichtigste  seiner  Entdeckungen  vorgekommen; 
denn  in  den  von  ihm  herrührenden  Notizen  ftir  das  Verzeichnis  der 
Lehrer    an    den    deutschen   Hochschulen    führt   er   als   bemerkenswert 

ifOBzig  seine  AufHndung  neuer  Prinzipien  der  Kurventheorie  mit  An- 
wendong  des  Krümmungs-  und  Torsionswinkels  als  unabhängiger  Va- 
riabein an. 

Neben  denjenigen  Abhandlungen,  die  in  das  Gebiet  der  krummen 
Oberflächen  und  der  Raumkurven  fallen,  wollen  wir  aus  der  grofsen 
Zahl  von  Aufsätzen  geometrischen  Inhalts  eine  andere  Gnippe  hervor- 
beben^  die  der  mehrdimensionalen  oder,  wie  Hoppe  besser  deutsch 
ngt,   der  mchrdehnigen  Geometrie  angehört.     Die  betreffenden  Speku- 


1)  B.  Hoppe,  Archiv  der  Math.  68,  p.  37.    1875. 
t)  h,  Sohläfli,  Joum.  für  Math.  76,  p.  76.    1878. 
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lationen  sagten  seinen  philosophisch -mathematischen  Neigungen  be- ' 
sonders  zu.  Unser  geläufiges  Raumsystem  von  drei  Dehnungen  be- 
zeichnet er  als  ein  instinktiy  geschaffenes,  zur  objektiven  Gestaltung 
der  Sinnesera p  find ungen  gerade  ausreichendes  imd  notwendiges  Werk 
unseres  Veratandes,  welches  durch  Übung  in  fertige  Anschauung  über- 
ging. Nur  weil  der  zwingende  Anlafs  zur  Einführung  von  mehr  Dimen- 
sionen fehlte,  empfinden  wir  wegen  Mangels  an  Übung  Schwierigkeit 
im  Vorstellen  derselben.  Ein  ursprünglich  begrifflicher  Unterschied 
der  verschiedenen  liaumsysteme  existiert  für  ihn  nicht,  wie  denn  auch 
die  Formeln  der  analytischen  Geometrie  oft  durch  einfache  Vermehrung 
der  Koordinatenzabl  auf  die  Geometrie  eines  Raumes  von  mehr  als 
drei  Dimensionen  hinleiten.  Der  Nutzen  solcher  mehrdimensionalen 
Untersuchungen  besteht  nach  seiner  Ansicht  darin ^  dafs  durch  die-fl 
seihen  die  Erkenntnis  des  gesetzmäTsigen  Fortschrittes  von  zwei  zu"* 
drei  Dimensionen  gefördert  wird.  Unter  den  ersten  Arbeiten  dieser 
Richtung  stofaen  wer  auf  die  ,^Gleichung  der  Kurve  eines  Bandes  mit 
unauflösbarem  Knoten  nebst  Auflösung  in  vierter  Dimension"  (1879). 
Dieser  Titel  weckt  die  Erinnerimg  an  jene  Epoche,  in  der  Zöllner 
als  Ritter  für  den  Taschenspieler  Slade  auftrat,  dessen  Auflösung 
eines  Knotens  in  einem  in  sich  geschlossenen  Faden  als  experimenteller 
Beweis  für  die  reale  Existenz  der  vierten  Dimension  gelten  sollt«. 
Als  Frucht  der  in  den  Naehsitzungen  der  Physikalischen  Gesellschaft 
gegebenen  Vorführungen  ähnlicher  Kunststücke  ist  die  Anregung 
anzusehen,  welche  Hoppe  zur  Abfassung  jener  Abhandlung  dabei 
erhielt. 

Wir  wollen  die  der  Geometrie  zuzurechnenden  Artikel  nicht  ver-fl 
lassen,  ohne  auf  die  zahlreichen  Notizen  hinzuweisen,  in  denen  der  ge- 
lehrte Redakteur  des  Archivs  durch  BehancUung  von  zum  Teil  pädagogischen 
Fragen  aus  der  elementaren  Mathematik  der  durch  den  Titel  seiner 
Zeitfichrift  vorgeschriebenen  Richtung  Rechnung  trug,  die  Bedürfnisie 
der  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsanstalten  zu  berücksichtigen.  End' 
lieh  sollen  auch  diejenigen  Arbeiten  nicht  vergessen  werden,  in  denen 
der  geschickte  Analyst  die  Ergebnisse  der  höheren  Rechnungsarten 
und  der  Fimktionentbeorie,  unter  anderem  der  Theorie  der  elliptischen 
Tninscendenten,  auf  Probleme  der  Geometrie  anwendet. 

In  der  analytischen  Mechanik,  zu  der  wir  jetzt  übergehen,  hängen 
viele  Betrachtungen  so  eng  mit  der  Theorie  der  krummen  Oberflächen 
und  der  Raumkurven  zusammen,  dafs  die  Beschäftigung  mit  den  letz- 
teren von  selbst  auf  die  verwandten  Untersuchungen  in  der  Mechanik 
führt.  Deshalb  wechseln  auch  bei  Hoppe  mit  den  geometrischen  Ab-J 
handlungen    die    mecbanischeu    während    der    ganzen    Periode    seines 
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ab.     Doch  ist  ein  Unterschied  bemerkbar.    Während  Hoppe 
in  der  Geometrie  neben   einer  überraschenden  Zahl   von  eiEzebaen  spe- 
:Ki«»lleQ   Fragen   in  seinen  gröCseren  Arbeiten  gewisse  prinzipielle  tlber- 
I  legangeu   von   allgemeinerer  Bedeutung  vertieft   und  dadurch   zur  Äuf- 
eilung   neuer  Methoden  fürtscbi-eitet,  bleibt  er  in   der  Mechanik  bei 
der  Behandlung  einer  Reihe  einzelner  Aufgaben  aus  den  verschiedensten 
LTeilen  dieser  Wissenschaft  stehen.     Die  Kinematik;  die  Statik  und  die 
^jnamik   des  einzelneu   Masseupuiiktes   oder  des   starreu    Körpers,   die 
Hydrostatik  und  die  Hydrodynamik  liefern  ihm  Aulals^  entweder  neue 
Aufgaben    mannigfacher    Art    zu    lösen,    oder    die   Lösungen    alter   be- 
'l:annter  Probleme  auf  seine  Weise  durchzuarbeiten  und  zu  vereinfachen. 
Wir    erwähnen    von    der   letzteren   Oattung  die  Drehung  eines  starren 
Körpers   um  seinen  Schwerpunkt,  den  freien  Fall  eines  Massenpunktes 
iiit  Rücksicht  auf  die  Drehimg  der  Erde,  den  Fouc au It sehen  Pendel- 
[fereach.     Zu  der  ersteren  gehören  aus  der  frühesten  Periode  seiner  Ar- 
Biten  der  Ausdruck  des   Trägheitsmomentes   eiues  körperlichen   Poly- 
dere  Hir  eine  beliebige  Axe  imd  das  körperliche  Raumpeudel  bei  kon- 
ater    Rotation    nebst    Anwendung    auf    die    Stabilität    des    Kreisels 
(185Ö);   die   Stabilität    schwimmender   Körper  (1846)   und   der  Wider- 
stand   der    Flüssigkeiten    gegen    die    Bewegung    fester    Körper    (1854). 
Die   Abhandlungen   über  das   Dreikörf)  erprob  lern   und  die   Ausdehnuj^ 
der  Keplerschen  Gesetze,    über    das   Wälzen  von   Cyliudern  auf  Eori- 
wmtalebenen,  über  die  Schwingungen  des  Bihlarpendels  und  verschiedene 
Landere   hierher  gehörige  Arbeiten  erschienen   zur  Zeit  der  lebhaftesten 
Produktion,   als  Hoppe  eben  das   sechzigste  Lebensjahr   überschritten 
hatte.     Überall  zeigt  er  sich  als  gewandter  Beherrscher  der  Eechnnng, 
der    die   Bedingungen    der  Aufgabe    rasch    in   Gleichungen   umzusetzen 
und  aus  diesen  letzteren  falsbare  Ergebnisse  zu  folgern  versteht.    Viele 
elegante  Wendungen  der  Rechnung  imd  hübsche  Schlufsweisen  sind  in 
diesen  Untersuchungen  enthalten^  die  wegen  der  allzu  knappen  Redak- 
tion wohl  wenig  gelesen  sind. 

Der  mathematischen  Physik  gehört  endlich  eine  Gruppe  von  Ar- 
beiten Hoppes  an,  die  zwar  nicht  zahlreich  sind,  aber  zu  den  be- 
«leotenderen  unter  seinen  VeröÖentlichungen  gezählt  werden  müssen. 
.Mehrere  Abhandlungen  beziehen  sich  auf  die  Elastizitätstheorie:  die 
^Biegung  prismatiischer  Stäbe  (1H47),  die  Vibrationen  einer  Saite  mit 
RQcksicht  auf  den  Biegimgs widerstand  (1870),  die  Deformation  einer 
zwischen  zwei  parallelen  Ebenen  zusammengedrückten  Kugel  (1871), 
die  Biegung  eines  Ringes  durch  gleichmälsigen  Druck  von  aufsen 
(1864)|  die  Vibrationen  eines  Ringes  in  seiner  Ebene  (1871).  In  dieser 
interessanten  Arbeit  bestätigte  Hoppe  den  damals  noch  nicht 
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allgemein  bewiesenen  Satz  von  de  Saint-Venant,  dafs  die  lebendige 
Kraft  eines  Systems  gleichzeitiger  Vibrationen  eines  Körpers  die  Summe 
der  lebendigen  Kräfte  aller  einzelnen  einlach  periodischen  Vibrationen 
ist.  Auch  in  die  Molekularphysik,  die  Optik  und  die  Wärmelehre 
machte  Hoppe  zuweilen  einen  Ausflug;  gelegentlich  eines  Aufsatzes 
zur  Wärmetheorie  (1857)  geriet  er  in  einen  wissenschaftlichen  Streit 
mit  Clausius,  der  in  Poggendorffs  Annalen  ausgekämpft  wurde. 

Nächst  den  mathematischen  Forschungen  Hoppes,  die  wir  jetzt 
verlassen,  haben  wir  seinen  philosophischen  Arbeiten  einige  Aufinerk- 
samkeit  zu  schenken.  Er  selbst  betrachtete  die  Mathematik  und  die 
Philosophie  als  so  eng  zu  einander  gehörig,  daJ's  er  den  Ausschlul's 
der  letzteren  aus  seiner  Lehrbefugnis  während  der  ersten  18  Jahre 
seiner  Privatdozentenzeit  als  eine  Beschränkung  des  Lehrens  in  der 
ersteren  empfand.  Als  uuabbängiger  Denker  baute  er  sich  seine  Welt- 
anschauimg  nicht  mit  Hilfe  des  Studiums  der  Geschichte  der  Philo- 
sophie auf,  sondern  durch  eigene  Prüfung  und  Erörterung  der  Ömnd- 
frageu.  Seine  erste  Schrift  „Zulänglichkeit  des  Empirismus  in  der 
Philosophie"  (1852)  und  seine  letzte,  die  man  wohl  als  sein  philo- 
sopliisches  Testament  bezeichnen  kann:  ,,Die  Elementarfragen  der 
Philosophie  und  Widerlegung  eingewurzelter  Vorurteile"  (1897),  stimmen 
in  den  Grundanschauungen  überein.  Als  Anhänger  eines  ideal  ge- 
wendeten Empirismus  erklärte  er  schon  1852  alle  Mathematik  als  rein 
empirisch ;  dieser  Ausspruch  erregte  damals  Anstofs,  dürfte  heute  jedoch 
des  Beifalles  vieler  sicher  sein.  Seine  Anknüpfungspunkte  suchte  er 
bei  Bacon,  Locke,  Berkeley,  Hume;  die  Zielpimkte  seiner  Kritik 
waren  Kant,  Fichte,  Hegel,  überhaupt  die  spekulative  Philosophie. 
Diese  will  er  beseitigen,  jene  ergänzen.  Sein  eigenartiges  Bestreben 
ist  die  Auflösung  der  Metaphysik  in  ein  Stück  Psycbülogie.  Zu  dem 
Ende  sucht  er  sechs  raetaphjsiche  Grundideen  genetisch  abzuleiten: 
die  Idee  der  reellen  Substanz,  der  Kausal  Verbindung,  des  Raumes,  der 
Zeit,  des  menschlichen  Körpers  und  des  gemeinschaftlichen  Weltbesitzes. 
In  ähnlicher  Weise  erörtert  seine  letzte  philosophische  Schrift  von  1897 
GrundbegriÖe  wie  Thatsache,  Erkennen  und  Handeln,  Wirklichkeit  und 
Objektivität,  Substanz  und  Stoff,  Identität,  Raum  und  Zeit,  Sein  und 
Wahrnehmung,  Ursache,  Hypothese  und  Antizipation,  Ich  und  Person, 
Leib  und  Geist,  Willensfreiheit  und  Sprache.  Das  Ziel  der  Erkenntnis 
besteht  darin,  Thatsachen,  d.  h.  dasjeuige,  was  ein  Mensch  unabhängig 
von  seinem  Thun  und  Denken  erlebt,  dem  menschlichen  Geiste  zu 
unterwerfen.  Trendelenburg  urteilte  über  das  erste  Büchlein,  es 
habe  ungeachtet  der  von  ihm  gerügten  Mängel  seine  guten  Seiten;  es 
gehe  seinen  Weg,  sei  dem  Verfasser  ganz  eigen,  sei  einfach  geschrieben, , 
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kurz  und  ohne  philosophische  Plii*ase  und  habe  in  der  Kritik  der  spe- 
ativen  Philosophie  vielfach  Recht. 
Ungefähr  ebenso  äufserte  sich  Harms  (1870)  in  einer  Beurteilung 
der  Abhandlung  „Über  die  Bedeutung  der  psychologischen  BegriÖsanalyse". 
it  ist  es  hierbei,  von  befugter  Seite  zu  veruehmen,  dals  Hoppes 
luffassimg  des  Verhältnisses  von  Glauben  zu  Wissen  mit  Schleier- 
machers Ansicht  übereinstimme;  da  Hoppe  aber  seine  Auffassung  für 
neu  halte,  so  scheine  er  nicht  mit  der  Ansicht  Schleiermachers  be- 
ikannt  geworden  zu  sein,  und  es  sei  wohl  möglich,  dals  er  durch  eigenes 
Nachdenken  zu  seiner  Auffassung  gelangt  sei.  Auch  Harms  betont 
die  Selbständigheit  des  Denkens  bei  Hoppe  und  bezeichnet  manche 
richtigen  Gesichtspunkte,  die,  obsehon  nicht  neu,  es  wohl  verdienten 
hervorgehoben  zu  werden. 

In  der  Abhandlung  „Ueberwegs  Kritik  der  Berkeleyschen 
Lehre"  (1869),  vertritt  Hoppe  gegen  Ueberweg  den  Subjektivismus 
Berkeleys,  der  die  für  die  vulgäre  Äuifassimg  als  reell  geltenden 
Dinge  in  Vorstellungen  (Ideen),  in  Phäuumena  des  menschlichen  Geistes 
rerwandelt,  und  greift  in  scharfsinniger  Weise  mit  ruhiger  und  sach- 
Ucher  Polemik  üeberwegs  eigene  Lehre  an.  Der  Phäuomenalismus 
rBoppes  hat,  wie  Trendeleuburg  sagte,  nicht  die  Wissenschaften 
Mitleidenschaft  gezogen,  weil  die  Thatöachen  seine  Basis  sind.  Von 
iiesen  Thataachen  unterscheide  er,  was  daran  erst  Arbeit  des  Geistes 
wie  z.  B.  die  Objektivität,  die  durch  Veratlgenieinenmg  entsteht, 
onendiichen  Baum  im  Gegensatz  des  thatsächiichen.  Seine  Lehre 
habe  ethisch  keine  ungesunden  Konsequenzen  imd  erklare  sich,  obsehon 
Liludeutlich,  gegen  den  Pessimismus,  der  in  der  neuesten  Zeit  die 
lung  der  Jugend  vergälle.  Wenn  ihm  seine  philosophischen  Vor- 
gelängen, so  würde  er  unter  den  Studierenden  eine  andere 
Art  der  Betrachtung  anregen  als  die  übrigen  Lehrer  der  Philosophie 
an  der  Berliner  Universität,  einer  solchen  ähnlich,  die  in  England  zur 
Zeit  Anhänger  l)esitze. 

Wie  in  der  Mathematik,  ging  also  auch  in  der  Philosophie  Hoppe 
den  Weg,  den  er  sich  selbst  gebahnt  hatte,  unbekümmert  darum,  ob 
andere  schon  eine  ähnliche  Richtung  eingeschlagen  hätten,  imd  ob  er 
als  einsamer  Wanderer  Genossen  fände,  die  ihm  beistimmten.  Einer 
der  tüchtigsten  Kenner  der  Kantschen  Philosophie,  Hr.  Michaelis, 
Msrklirt  in  seiner  Besprechung  der  letzton  Hoppeschen  philosophischen 
Arbeit  diese  Schrift  für  ein  erkenntnistheoretisches  Werk  von  bedeutender 
reite. 

Die  philosopischeu  Studien  führten  Hoppe  naturgemäfs  auch  zum 
a^achdenken    über   den  Bau   der  Sprache,    wie  ein  Aufsatz  „Über  das 


Wtkitmi 


Problem  einer  künstliclien  Sprache"  (1R59)  bezeugt.  Bekannt  ist  sein 
Interesse  für  das  Studium  der  deutscheu  Sprache;  als  stehender  Gast 
Terkehrte  er  in  dem  Hause  des  Germanistfu  Mülleuhoff^  imd  ebenso 
war  er  ein  häufiger  Besucher  des  germanißtiBchen  Vereins  der  Sttidie- 
renden  an  der  Berliner  Universität  Die  Vereinfachung  der  deutschen 
Orthographie  befürwortete  und  forderte  er  mit  iilleu  Kräften. 

Bei  der  Vorführung  der  litterarischen  Thätigkeit  Hoppes  können 
wir  nicht  an  den  Rezensionen  vorübergehen,  die  er  in  den  litterarischen 
Berichten  seines  Archivs  28  Jahre  lang  veröffentlicht  hat,  weil  sie 
einerseits  wohl  die  am  meisten  gelesenen  Eraeugnisse  seiner  Feder  sind, 
andererseita  einen  Ausflufs  seines  Denkens  darstellen,  aus  dem  seine 
ahgeschiossene  Natur  leichter  imd  besser  erkannt  werden  kann,  als  aus 
seinen  sonstigen  Schriftea,  Obenan  steht  ihm  das  Urteil  über  die 
Prinzipien  einer  Schrift,  und  wehe  dem  Autor,  der  sich  in  der  Fassung 
derselben  eine  Blöfse  gieht!  Mit  scharfem  Messer  macht  der  Kritiker 
einen  Schnitt  in  das  ungesunde  Fleisch  und  begründet  mit  dem  End- 
ergebnis einer  erbannungslosen  Sektion  sein  Verdammungsurteil.  Als 
ein  Beispiel  möge  die  Anzeige  der  neunten  Auflage  von  Sturms 
C'Ours  d'analyse  dienen.  Von  diesem  weit  verbreiteten  und  auch  in 
Deutschland  ungemein  beliebten  Lehrbuch  hatte  er  offenbar  noch  nichts 
gewuist,  als  er  es  zur  Beurteilung  erhielt.  Mit  ernstem  Gesicht  berichtet 
er  zuerst  über  die  dem  Werke  vorausgeschickte  Lebensbeschreibung 
Sturms,  als  ob  er  zum  ersten  Male  von  diesem  Mathematiker  gehört 
hätte.  Dann  aber  wird  aus  der  vorbereitenden  Theorie  der  Grenzwerte 
ein  Satz  herausgegriffen,  der  eine  Unklarheit  enthält.  Der  Satz 
wird  von  aÜen  Seiten  beleuchtet,  und  die  sich  an  ihn  knüpfende 
Sturm  sehe  Erörterung  über  den  Begriff  der  imendlich  kleinen  Gröfseu 
wird  als  rätselhaft  imd  dunkel  verworfen.  Mithin  folgt  das  Schlufs- 
urteil:  „Das  Angeführte  zeigt  zur  Genüge,  dafs  das  Buch  den  An- 
fängern der  Analysis  nicht  zu  empfelilen  ist."  Den  eigentlichen  Inhalt 
des  Werkes  näher  zu  prüfen,  hielt  er  offenbar  nach  Entdeckung  lo- 
gischer Unklarheiten  in  den  Prinzipien»  nicht  für  nötig;  er  fragte  auch 
gar  nicht  danach,  warum  denn  das  Werk,  das  erst  nach  dem  Tode 
Sturms  erschienen  war,  zum  neunten  Male  aufgelegt  worden  war. 

Es  liegt  mir  natürlich  fem,  dieses  einseitige  Vorgehen,  das  ihn 
mehr  als  einmal  zu  grofaen  Ungerechtigkeiten  tmd  Fehlgriffen  verführte, 
gutheüsen  zu  wollen.  Weil  er  aber  bei  diesen  Rezensionen,  durch  das 
Streben  nach  äul'serster  Klarheit  geleitet,  in  der  schroffen  Starrheit 
seiner  Natur  sich  manche  Feinde  gemacht  hat,  so  konnte  ich  diesen 
Fehler  hier  nicht  verschweigen,  wollte  mich  aber  bemühen,  ihn  aus 
der  philosophischen  Anlage  seines  Geistes  zu  erklären,   und  wenn  das 
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Wort  ^toai  comprendre,  c'est  tout  pardonnei^^  zugegeben  wird,  so  werden 
wir  diese  Schwäche^  die  aua  einem  gewissen  fiiror  philosophicus  eines 
tn  wissenscbaftlicheu  Dingen  starren  und  unnachgiebigen  Sinnes  heiTor- 
5,  dem  stets  nach  Wahrheit  suchenden  toten  Freunde  vergeben, 
»88en,  verzeihen. 

Als  Leiter  des  Archivs  war  Hoppe  unermüdlich  thätig;  er  selbst 
in  jedem  Bande  eine  gröfsere  Anzahl  von  Originalartikeln  bei. 
I&n  darf  wohl  sagen,  dafs  er  durch  die  Redaktion  angeregt  worden 
t,  fieles  zu  schreiben,  was  er  sonst  unbearbeitet  hätte  niben  lassen, 
überhaupt  die  Schriftleitung  des  Archivs  seinem  Alter  das  zu- 
ode  Lebenselement  geworden  ist  Je  länger  er  aber  diese  Thätig- 
eit  ausübte,  um  so  mehr  trat  bei  ihm  der  schon  berührte  Mangel  an 
»Tahigkeit  hervor,  in  fremde  Gedanken  verständnisvoll  einzudringen. 
Dadurch  gelang  es  besonders  im  letzten  Jahrzehnt  manchen  gem- 
gnifsen  und  schreibseligen  Autoren  von  kleinem  Wissen  und  geringem 
Können,  die  minderwertigen  oder  auch  widersinnigen  Produkte  ihrer 
Feder  dem  allzu  vertrauensvollen  Leiter  des  Archivs  aufeureden.  Wer 
wollte  darüber  aber  mit  einem  achtzigjährigen  Greise  hadern? 

Beim  Rückblick  auf  die  gesamte  litterarische  Wirksamkeit  Hoppes 
r<aiudten   wir  das  Büd  eines  Mannes,  der  von  seiner  Jugend  an,   ohne 
saeh    äoTBerem    Erfolge    zu    schielen,    in    ernstem    Forschen   stets   die 
Wahrheit    gesucht   und  darin   einen  echt  wissenschaftlichen  Geist  be- 
kundet   hat.      In    harter    Gedankenarbeit   ringt   er    sieh   zu    derjenigen 
Erkenntnis    durch,    die    er   als   die   einzige,    dem    Menschen    mögliche 
Stufe  des  Wissens  ansieht.     Das  Suchen   und  Forschen  nimmt  ihn  so 
Lge£Euigen,   dafs  er  darüber  die  Ansprüche  des  praktischen  Lebens  ver- 
chlässigt.     Nicht   ohne   Starrheit    im    Eigenen,    geht    er  schwer  in 
fremde  Gedanken   ein,  so  beurteilte  ihn  Trendelenburg  nach  seiner 
philosophischen   Schrift    und    traf  damit  sein  innerstes  Wesen. 
Sinem  Diogenes  verglich  ihn  der  Prediger  Witte  in  der  geistvollen 
und    künstlerisch    abgerundeten    Rede    bei    der    Trauerfeier    auf    dem 
Friedhofe.    Wie  er  lehrte,   dafs  der  Mensch  eine  Seele  sei,   die  einen 
Leib    habe,   so  erzog  er  sich   in  der  harten   und  bitteren  Schule   des 
rXebens  zu   einer  staunenswerten  Bedürinislosigkeit,  die  sich    zu   einer 
lllilsachtnug   der   auTseren    Erschein imgsform    steigerte.      In    seine    Ge- 
Icenwelt  versunken,  schritt  er  wie  ein  Fremdling  dieser  Welt  durch 
Leben   und  erweckte   wohl  den   Anschein    eines  Träumers,  der  an 
der   Umgebung   wenig   teilnähme.     Schüchtern    und   linkisch   erschien 
sein  Auftreten.    Dennoch  war  er  in  der  Unterhaltung  mit  seinen 
hei  der  Sache,  und  wer  in  seiner  Gegenwart  einen  ihm  nicht 
en    Ausspruch    that,    konnte    sicher    sein,    von    ihm    ebenso 
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schneidig  zurechtgewiesen  zu  werden ,  wie  der  unachtsame  Verfasser 
eines  Buches  wegen  des  Niederschreibens  eines  nicht  stichhaltigen 
Satzes.  Aber  auch  seine  Zustimmung  zu  Ansichten,  die  er  teilte, 
konnte  er  bei  solchen  Gelegenheiten  freudig  und  rückhaltk>s  kund- 
geben. 

Wer  Hoppe  aus  seinen  SchrÜ'ten  kennen  gelernt  hatte  und  später 
seine  persönliche  Bekauntscbaft  machte,  war  inuner  zuerst  enttäuscht 
Der  sichere  Schriftsteller  von  klarem  Oetste,  der  mit  aller  Entschieden- 
heit und  Furchtlosigkeit  das  scharfe  Sehwert  strenger  Logik  handhabte 
und  in  knapper,  schlichter  Rede  alle  Dunkelheiten  beseitigte,  erschien 
wie  ein  Hilfsbedürftiger  in  der  menschlichen  Gesellschaft,  der  erst  er- 
mutigt werden  müfste,  seine  Zurückhaltung  aufzugeben  und  seine 
Meinung  zu  äufsem. 

Aus  dem  klaffenden  Kisse  zwischen  seiner  geistigen  Bedeutung 
imd  der  leiblichen  Persönlichkeit  erklärt  sich  bei  ihm  der  Mangel  an 
Erfolg  in  seinem  Lehenslaufe.  Obschon  seine  Entdeckungen  nicht  der- 
artig sind,  dals  sie  ihm  neben  den  ersten  führenden  Geistern  seiner 
Fächer  einen  Platz  sicherten,  hätten  sie  wohl  hingereicht,  ihm  den 
Anspruch  auf  eine  Professur  an  einer  Hochschule  zu  verleihen,  die 
andere  Gelehrte  mit  geringeren  Leistungen  erhielten.  Seiner  Persön- 
lichkeit blieb  aber,  wie  auf  dem  GjTunasium,  so  an  der  Universität 
ein  fruchtbarer  Erfolg  der  Lehrthätigkeit  versagt.  Bei  seiner  Geburt, 
hatte  die  gütige  Fee  gefehlt,  die  ihm  zu  den  Gaben  des  Geistes  Anmut 
und  Beredsamkeit  hätte  in  die  Wiege  legen  müssen,  und  da  somit  die 
Grazien  leider  ausblieben,  so  muXate  er  unter  dem  Szepter  der  grimmen 
*j4vdyxr}  bis  an  sein  Ende  in  bescheidener  Stellung  ausharren.  Ich 
selbst  bähe  im  Sommer  1862  bei  ihm  das  Kolleg  über  elliptische 
Funktionen  gehört,  das  einen  Bestandteil  der  regelmäl'sigen  Folge  seiner 
Vorlesimgen:  Differentialrechnung  und  Reihentheorie,  analytische  Geo- 
metrie, Integralrechnung,  elliptische  Funktionen,  analytische  Mechjinik 
bildete.  Wie  verlegen  schob  er  sich  durch  die  nur  halb  geöÜnete 
Thür;  ohne  einen  Blick  auf  die  Hörerschaft  zu  werfen,  bestieg  er  das 
Katheder,  entnahm  der  Rocktasche  das  sehr  sorgfältig  ausgearbeitete 
Manuskript,  wandte  den  Hörern  den  Rücken  zu,  um,  aus  den  damals 
schon  vergilbt  aussehenden  Blättern  lesend,  die  Formeln  an  der  Wand- 
tafel niederzuschreiben.  Der  freien  Rede  gar  nicht  mächtig,  konnte 
er  in  der  Eintönigkeit  des  so  gesprochenen  Vortrages  die  Studenten 
nicht  fesseln.  Von  den  zuerst  anwesenden  Zuhörern  —  es  mochten 
wohl  mehr  als  ein  Dutzend  sein  —  verliefen  sich  in  den  ersten  vier^fl 
zehn  Tagen  die  meisten,  und  bald  blieb  ich  mit  nur  noch  einem 
Hörer  zurück,  dem  Hrn.  Krech:  wir  beide  aber  harrten  aus,  und  ich. 
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muls  bekennen y  dafs  der  Inhalt  der  uacli  Jacobis  Muster  gehaltenen 
und  von  mir  ausgearheiteten  Vorlesung  durchaus  gediegen  war.  Die 
Vorlesungshefte  der  sämtlichen  Kollegien  wird  er  damals  mit  gleicher 
Sorgfalt  ausgearbeitet  habeu;  denn  alle  übernommenen  Pflichten  fafste 
er  sehr  ernst  auf  und  folgte  somit  im  sittlichen  Handeln  dem  kate- 
gorischen Imperativus  von  Kant,  den  er  als  Philosophen  sonst  heftig 
befehdete.  In  der  Abliefenmg  versjirochener  Arbeiten  war  er  nnbedingt 
zuverlässig;  das  werden  alle  Redakteure  der  Fortschritte  der  Physik 
erfahren  haben,  gerade  wie  ich  als  Herausgeber  des  Jahrbuches  über 
die  Fortsf'hritte  der  Mathematik,  an  welchem  er  seit  der  Gründung 
desselben  Mitarbeiter  gewesen  ist.  Da  er  immer  einer  der  ersten  war, 
der  »eine  Referate  übergab,  so  konnten  seine  letzten  Beiträge  zu  dem 
gegenwärtig   im   Drucke   befindlichen  Bande   uoch   nach  seinem  bereits 

k erfolgten  Abscheiden  den  betreffenden  Kapiteln  einverleibt  werden, 
»♦•fällig  wie  er  war,  erwies  er  sich  überhaupt  stets  zu  Dienstleistungen 
bereit. 

Bewundernswert  ist  die  Gelassenheit,  mit  der  sich  Hoppe  in  der 
Lebenslage  zurecht  fand,  die  er  nach  freier  Wahl  zu  tragen  hatte. 
Mit  wahrhaft  philosophischer  Ruhe  hat  er  bis  in  das  reife  Mannesalter 
hinein  alle  Nöte  des  Lebens  auf  sich  genommen;  in  seinem  Mannesstolze 
wollte  er  sein  Leben  ebenso  selbständig  und  unabhängig  führen,  wie 
er  in  der  Wissenschaft  in  voller  Freiheit  sein  Denken  geregelt  liatte. 
Unter  seinen  Brüdern  galt  er  in  leiblicher  Beziehung  als  der  am 
Bchwächsten  Beanlagte.  Trotz  aller  Entbehrungen,  denen  er  sich 
unterwarf,  hat  er  diese  Brüder  alle  überlebt  und  das  Wort  bewahr- 
heitet, das  seiner  Philosophie  entlehnt  sein  könnte:  „Es  ist  der  Geist, 
der  sich  den  Körper  baut."  Als  er  später  durch  die  Ühenialime  der 
Iledaktion   des  Archivs   und   durch   die  einsichtige  Fürsorge  der  philo- 

Iriophißchen  Fakultät  besser  gestellt  wurde,  nahm  er  am  Leben  der  Ge- 
iellschaft  einen  stärkeren  Anteil.  Er  freute  sich,  bei  den  Naturforscher- 
rHrsanirnlungen  erscheinen  zu  können,  imd  übernahm  einige  Male 
Vorträge   bei   denselben,  deren   Inhalt  stets  philosophisch  gefärbt  war. 

i Besonders  gern  sachte  er  das   Gebirge  auf,  wo  es  ihm,   wie  er  sagte, 

grofses   Vergnügen  machte,  nach   mühevollem  Steigen  auf  den  harten 

Schädel   eines  solchen   stolzen  Bergriesen   mit  seinen  Fülseu  zu  treten. 

P  Anspruchslos,  wie  er  war,  gab  er  auf  diese«  Reisen  einen  verträglichen 

Walldergenossen  ab.     Im  übrigen   kann  man  nicht  sagen,  dafs  er  bei 

;ieiDein   einsiedlerischen   Leben   als   unverheirateter  Mann  enge  Freimd- 

'  IcliAfi  mit  jemandem  geschlossen  hätte.  Und  doch  verband  ihn  eine 
treue  Anhänglichkeit  mit  den  Kreisen,  in  denen  er  verkehrte.  Die 
Nachsitznngen  der  Physikalischeu  Gesellschaft   besachte  er  regelmäfsig 
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bis  in  den  Anfang  dieses  Jahres  hinein,  ebenso  die  zwanglosen  Zu*" 
samraeokünfte,  die  im  Anschlüsse  an  das  Jahrbuch  über  die  Fort- 
schritte der  Mathematik  allmonatlich  stattfinden.  So  sicher  erschien 
er  dort,  dafs  sein  Ausbleiben  im  Frühjahr  als  das  erste  Symptom 
seiner  beginnenden  Auflösung  betrachtet  wurde.  In  gleicher  Weise 
trat  er  geräuschlos  bei  seinen  Verwandten  ein,  wo  er  sich  an  der 
Musik  ergötzte,  und  bei  befreundeten  Familien,  in  denen  er  manchen 
Abend  zubrachte.  Aulserlich  konnte  es  den  Anschein  haben,  als  ob 
nur  eine  liebe  Gewohnheit  den  stillen  Greis  an  die  Kreise  bände,  in 
denen  er  seit  alter  Zeit  verkehrte;  denn  oft  genug  entfernte  er  sich, 
ohne  kaum  ein  Wort  gesprochen  zu  haben.  Wer  vermöchte  jedoch 
in  die  Geheimnisse  eines  so  gedankeni'eichen  Geistes  zu  schauen?  "Die 
AnJiänglichkeit  an  seine  Verwandten  wird  durch  das  Testament  be- 
zeugt, in  welchem  er  eine  Familienstiftung  errichtet  hat;  aus  ihr 
sollen  vorläufig  für  direkte  Nachkommen  seiner  Eltern  alljährlich  zwei 
Schüler-  und  zwei  Studieustipendien  gezahlt  werden.  Indem  er  dabei 
bestimmt  hat,  dafs  das  w^eibhche  Geschlecht  ebenso  wohl  zu  berück- 
sichtigen ist  wie  das  männliche,  hat  er,  der  im  Zölibat  Verharrende, 
einen  augenscheinlichen  Beitrag  zu  seinen  Ansichten  über  die  Fraueu- 
frage  geliefert. 

In  häufigerem  Verkehr  mit  Hoppe  übersah  man  bald  die  Äulser- 
lichkeiten,  au  denen  man  beim  eraten  Anblick  Anstols  nehmen  konnte. 
Aus  der  anl anglichen  Duldung  erwuchs  Achtung,  ja  Verehrung  aui 
Grund  seiner  charaktervollen  Natur.  Es  blieb  der  Eindruck  seines 
Denkerhauptes,  das  Bewulistsein  des  Anschauens  einer  abgeschlossenen 
Persönlichkeit  von  ausschliefslich  wisBenschaftlichem  Streben,  die  im 
Denken  und  im  Handeln  furchtlos  alle  Konsequenzen  zog  und  trug. 
Die  allgemeine  Achtung,  in  der  er  stand,  zeigte  sich  bei  der  Feier,  die 
veranstaltet  wurde,  als  er  sein  achtzigstes  Lebensjahr  vollendete,  und 
zu  der  sich  die  Mathematiker  der  Hochschulen  Berlins,  viele  Mitglieder 
der  Physikalischen  Gesellschaft  und  zahlreiche  Freunde  des  nun  Ver- 
storbenen vereinigten.  Die  Deutsche  Mathematiker -Vereinigung  ehrte 
ihn  durch  einen  herzlichen  Glückwunsch;  vom  Staate  wurde  er  durch 
Verleihung  des  Kronenordens  dritter  Klasse  ausgezeichnet,  da  ihm 
schon  früher  der  Rote  Adlerorden  vierter  Klasse  verliehen  worden  war. 
Der  mathematische  Verein  der  Universität  Berlin  veranstaltete  ihm  zu 
Ehren  einen  Festkommers.  ■ 

Was  an  ihm  sterblich  war,  ist  nun  dahin;  geblieben  ist  die  Er- 
innerung an  einen  ehrlichen  Manu,  der  durch  sein  Leben  den  Ausspruch 
widerlegt  hat,  die  Originale  seien  ausgestorben.  Für  ihn  tönt  der  Ge- 
sang der  Engel:  „Wer  immer  strebend  sich  bemüht,  den  können  wi 
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erlösen.'*  Wir  haben  ihn  geschaut  als  einen  iustum  et  tenacem  pro- 
positi  Yinun,  der  trotz  des  Mangels  an  äufserer  Anerkennung  der 
Fahne  der  Wissenschaft  treu  geblieben  ist,  und  der  in  der  inneren 
Klarheit  das  höchste  Glück  eines  befriedigten  Daseins  gefunden  hat. 
In  dieser  Yerklärong  wird  sein  Andenken  bei  allen  weiterleben,  die 
mit  ihm  in  Berührung  gekommen  sind,  und  somit  für  immer  ge- 
segnet sein. 


Extrait  d'une  Lettre  k  M,  E.  Jahiike; 

Par  M.  Ch.  Hermite. 

Paris,  25  novembre  1900. 

.  .  .  Voua  avez  eu  bien  raison  de  compter  absolnment  sur  mon 
entiere  Sympathie  pour  roeuvre  excellente  que  vous  avez  eiitreprise, 
qui  complet«  la  litterature  periodique  des  Mathematiques  de  rAllemagne 
par  une  publication  analogrue  ä  Celles  que  noua  avoua  depuis  longtemps, 
et  qiii  concement  les  caudidats  aux  grandea  ^coles  du  gouvemement, 
TEcole  Normale  et  TEcole  Polytechnique,  entre  autre». 

Jai  toujoura  ete  et  jusqu'ä  mon  demier  jour  je  aerai  encore  uii 
diaeiple  de  vo8  granda  geom^tres,  de  vos  maitres  illuatres,  Gauss, 
Jacobi,  Dirichlet;  dautres  comme  Kronecker,  Borchardt, 
M'  Lipachitz  etc.  ont  ete  les  compagnoiis  de  mes  etudes  et  mea 
amis  devoues. 

C'est  une  dette  de  reconnaissance,  ieguee  par  leurs  cbera  aouvenirs, 
dont  j'auraia  ä  (ioeur  de  m'acquitter  en  me  fnisant  Totre  collaborateur, 
avec  Tinteution  de  servir,  auprea  des  etudiants  de  voa  uuiversites,  Finteret 
du  aavoir  inatbematique. 

Vous  me  permettez  peut-etre  de  vous  dire  dans  quel  sens  je  de- 
sireraia  voir  se  diriger  l'iülluence,  Taction  de  Totre  nouvelle  publication. 
L'enseigiiement,  meme  tres  elementaire,  peut  mettre  a  profit  les  oeuvres 
du  genie  loraqu'il  arrive  qu*elles  concernent  direetemeut  aon  objet. 

Prenez,  par  oxemple,  Fidee  de  Dirichlet,  a  hi  foia  si  simple  et  si 
profbride,  cnncemant  les  minima  dea  fonctions  lineaires  a  indeterminoes 
entierea,  n'est-elle  pas  exposee  avec  la  theorie  des  fractions  continuea? 

Bacon  de  Vera  1  am  a  dit  que  l'admiration  eat  le  principe  du  aavoir; 
sa  pensee  qui  est  juste  en  general,  Fest  8urtüut  ä  Fegard  de  notre 
scienc«,  et  je  m'en  autoriserai  pour  eiprimer  le  desir  qu'on  faase,  pour 
les  etudiants,  la  part  plua  large  aux  choses  aimples  et  belies  qu'a 
Fextreme  rigueur,  aujourd'hui  si  en  honneur,  mais  bien  peu  attrayante, 
Bouvent  meme  fatigante,  sans  grand  profit  pour  le  commen^rant  qui 
nVn  peut  comprendre  Finteret.  Nos  professeura  de  Lycee  consacrent 
beaucoup   de  tempa   ä  delinir  laborieuaenient,    peniblement,  les  racines 
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carrees,  cnbiques  etc.  des  nombres  entiers,  et  ne  disent  rien,  parce 
qu'ils  ne  peuTent  rien  dire  (le  Memoire  capital  de  Weierstrass  4tant 
d  un  trop  difficile  acc^s)  des  racines  des  equations  du  S^%  du  4™* 
d^pre  etc.,  ä  coefficients  entiers,  qui  reclament  aussi  le  droit  ä 
Texistence. 

Le  luxe  et  la  misere  sont  ici  qui  se  touchent  de  trop  pr^s,  et  h, 
Tegard  des  irrationnelles  numeriques  j'aimerais  bien  mieux  apprendre 
aux  cominen9aiits,  ce  qui  agrandirait  leur  horizon,  sans  leur  demander 
d'efforts,  la  demonstration  aussi  simple  qu'elegante  de  Wantzel  que  la 
somme  d'un  nombre  quelconque  de  radicaux  carres,  cubiques  etc.  est 
incommensurable;  comme  chacun  de  ses  termes. 

Je  pourrais  invoquer  bien  d'autres  exemples,  ä  l'appui  de  la  pre- 
ference,  que  je  donnerais  en  principe  et  surtout  au  d^ut  ä  la  science 
attrayante  sur  la  rigueur,  mais  en  ce  moment  il  me  faut  yous  dire  un 
mot  du  procbain  article  auquel  j'ai  songe,  et  que  sans  mon  indisposition, 
j'aurais  redige  pour  vous  l'enYoyer. 

II  aura  pour  titre  „Sur  une  ^uation  transcendante^  II  conceme 
l'equation 

traitee  par  Cauchj  dans  ses  anciens  exercices,  et  aura  pour  objet  de 
demontrer  ce  que  le  grand  geom^tre  se  bome  ä  enoncer,  que  toutes 
les  racines  sont  donnees  par  la  formule 

en  supposant  n  =  0,  +1,  +2,  etc.  Je  le  generaliserai  un  peu,  en 
considerant  au  lieu  de  tang  x  =-  Xj  l'equation 

ce  sera  pour  repondre  ä  votre  bienveillante  demande,  en  attendant 
mieux.  ... 


Sur  une  öquation  transcendante*); 

Par  M.  Ch.  Hebmite  a  Paris. 

On  trouve,  dans  le  I*'  volume  des  Exercices  Mathemattques  de 
Cauchy,  un  Memoire  d'une  grantle  importauce,  ayant  pour  titre:  Sur 
la  nature  des  racines  de  quelques  equations  transcendantes  (Oeuvres, 
(2)  VI,  p.  354),  contenant  ce  })Raii  resultat  que  les  racinea  de  requation 
tang  z  =  z  sont  representeea  par  la  formule 
(2  n  -f-  1)«  2 


(2«+  1)« 
2 


»  1(2  n  -f-  \)xS        1^  L(a  n  +  l)jpj 


'L(2n+  1)«J 

en  attribuant  a  n  toutes  les  valeurs  entieres  positives  et  negatives. 
Le  röle  de  cette  equation  dans  la  theorie  de  la  ebaleur  ni  a  engage  a 
en  cherclier  la  demonstration,  et  j'iii  reiuarque  qu'une  methode  entilre- 
ment  elementaire  conduit  ä  une  conclusion  toute  semblable  sur  la 
relation  plus  generale 


=  B, 


cn^  du« 
ou  bien 

sn-s  —  zB,  snjsf  =  0. 

Je  vais  l'indiquer  en  peu  de  mots  dan»  cette  Note. 
Soit  ä  cet  effet 

F(z)  =  snj;  —  sDt^iis\ 
nouB  aurons  pour  la  derivee  Fexpression  suivante 

F\z)=^-3mmz, 
qu'on  peut  mettre  sons  cette  forme: 

F'{e)  =  JB-  sn  jf  (Ä«  cd}z  +  dn»f). 

1)  Mit  weiuDütigen  Empfindungen  wird  der  Mathematiker  diese  Notiz  lesen. 
Ist   68   doch   die   letzte   Arbeit   des   grofBen  Franzoaen,  welche    daa    Archiv   derj 
mathematiflchen  Welt  vorzulegen  die  Ehre  hat.  \ 

Her  mite  hat  eine  Korrektur  der  Ahhandlung  gerade  noch  lesen  können. 
Auf  seinen  Waasch  wurde  ihm  auch  eine  Revision  zugeschickt,  an  deren  Durch- 
sicht ihn  der  Tod  verhindert  hat.  Red, 
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Elle  fait  voir  qiie  les  racines  reelles  de  la  derivee  sont  uniquement 
f  =  0  qui  est  racine  double,  et  j?  =  2nKj  oü  n  =  ±  l,  +2,  etc. 
«rajoute  qn'ayant 

F(ß-{-2nK)  =  (-  1)"  [snz  ~  (s  +  2nK)D,8n0], 
et  par  conseqoent,  si  Ton  fait  ^  =  0, 

FC2nK)  =  (-  1)"  +  »2mX, 
ü  est  prouve  que  la  Substitution  de  deux  racines  conaecutivea  de  la  derivee, 

le  premier  membre  F(z\  donne  des  residtats  de  signe»  contraires. 
L'eqnation  proposee,  en  outre  d'une  racine  triple  qui  est  nulle,  en  admet 
donc  une  infinite  d'autres,  toutes  repürties  entre  les  deux  üraites 
2hK  ei  (2«-f-2)JC";  ce  sout  leurs  valeurs  sous  forme  de  developpementa 
ea  airie&j  que  je  me  propose  maintenant  d'obtenir. 

Soit  pour  cela 

on  trouvera  1  equation 

Cette  nouTelle  egalite  peut  encore  s'ecrire: 

(2» +  1)^=^  +  1=1^'. 

i  IKme  ponvons  alors  lui  appliquer  la  serie  de  Lagrange  coucernant 
li  relation  generale  |^  =  a  -f  «/"(§:),  lorsqu'on  fait  la  aupposition  de 
a  •■  0.     Pour  cela  nous  poserons 

_  1 

multiplierons  les  deux  membres  par  l,  et  en  faisant 

f  cn  t  du  i: 


m  =  i*^ 


t'»8nt 


aoni  obtiendrons  precisement  cette  forme  analytique  d'oü  Ton  tire: 


a^D^ima)]       ^Dl[nia)] 


f==«A«)+— f^,^  + 


+ 


12     3 

On  observera  en  en  faisant  lapplication,  que  la  fonction  f(^)  etant 
{Hure,  le«  derivees  d ordre  impair  des  puissances  de  f{a)  disparaissent 
pour  fl  =  0;  la  serie  ne  contient  donc  que  des  puissances  impaires  de  «, 
et  ses  cÜTers  termes  se  calculent  sans  peine,  en  partant  de  rexpression 

/•(»)  =  a«+-^.f 

Ajraoi  en  effet 

(l+Ä")o«      (1  —  16*«-f  *;«)fl*      (l-f.30^»+30A;*-f  A;«)o« 


logiaa^-log/i- 


S     3 


8>    8«    6 


8*    ö     7 
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nouB  en  conduoiiB: 

l.'iff.\      1    ,  (2-4Ä;')a«      (1  -  16^«+**)«*      (2  +  60*'+ 60Ä;«+Ä;V 

«    /W=Ai  3  3iT6  3»-  6  -7  » 

et  Ton  en  tire: 

,         g         (2  — 4A;')a^       (13  —  48<;*  +  58  A;*)g'^ 
^^k'*^         3Ä'«         "^  16*'"  "^ 

II    en   resulte   pour  Texpression  des  racines   de   l'equation   consideree, 
sn  Xf  —  4r  cn ;?  dn  ;gr  =  0,  la  formule 

1 2  —  4A;«       13  —  48t* 4- 68** 


z  =  {2n+\)K- 


(2n  +  l)k'^K       3[(2t»  +  \)k'^Kf        16  [(2n4-  l)Jfc'*jr]^ 
2  (219  —  1642  jfc»  +  1828  k*  —  1889  *•) 


316  [(2  n+  l)jfc'»ir]' 

2^ 


qui  donne  bien,  lorsqu'on  fait  Ä  =  0  et  JSr=  ^ ,  1©  resultat  de  Cauchy 


concemant   l'equation   tang^r  =  z. 

C'est   dans  le  probleme  du  refroidissement  d'une  sphfere  qu*on  la 
rencontre;  eile  s'ofiPre  aussi  dans  une  question  plus  elementaire,  quand 

Sin  J7 

on  cherche  les  maxima  et  minima  de  la  fonction  ,  et  donne  lieu 

alors  ä  une  remarque  ä  laquelle  je  m'arreterai  un  moment 
Nous  avons  en  effet 

j.  sin  ar x  cobx  —  sin  x 

et  Ton   Yoit  facilement  que  les  maxima  et  les  minima  correspondent 

aux   racines   pour   lesquelles  est  positif  ou  negatif.    En  designant 

les  premieres  par  a  et  les  autres  par  hj  on  aura  ainsi 

sino 1 

~ä~  ~  yo»  4-  1 ' 
sin  6  _      —  1 
h     ~  |/6«  _|_  1  * 

Nous  observerpns  encore  que  les  maxima  formant  une  suite  decroissante, 

on  a,  pour  des  valeurs  positires  de  x^  l'inegalite 

sin  a       sin  (g  4-  x) 
o  a  -\-  x 

et  on  trouTerait  semblablement  la  relation 

sin  &       sin  (6  4"  ^) 
"T"^      &4-a; 
Nous  pouvons  aussi  poser 

sin  a;       sin  S 

entre  les  limites  a;  =  0  et  a:  =  |,  cette  quantite  |  ne  depassant  pas  la 
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Taleur  ä  laquelle  correspond  le  premier  minimum.    On  peut  donc  prendre 

I  =  - ,  d'oü  cette  limitation: 

siiirc>  — 

qu'il  n'est  pas  inatile  de  joindre  ä  la  relation  sin  o;  <  2;,  dont  il  est  con- 
tmuellement  fait  usage. 

J'en  donnerai  une  application  en  cherchant  Texpression  du  tenne 
complementaire  Rn  dans  la  serie  elementaire 

sinx  =  x-^^  +  ..  +  i-  l)->  ^-J"-J  +  (-  1)-B„ 
oü  Ton  a 

X 

0 

Attribuons  ä  x  une  valeur  positive  quelconque,  mais  moindre  que  ^r, 
afin  que  sin  x  soit  aussi  positif ;  nous  pouvons  ecrire  avec  un  facteur  @  <  1 

X  X 

J {x  -  yY""-^  Bmydy=&  j (x  -  y)*''-^  ydy 

—  Cd  g""^^r'(2n) 
^    r(2  n  +  2)  ' 
et  Ton  en  conclut 

■""  ^  r(2nH-'2) ' 
Limitons  dayantage  la  valeur  de  x,  et  supposons  ^  <  «^ ;  Tinegalit^  precedente 

sin  a;  >  — 
donnera  la  relation 

X  X 

{x  -  y)'"-*  Bmydy>^J  (x  —  yf^'-^ydy, 


/'■ 


et  on  en  conclut 


.Sm  +  I 


7?  '^^_^: 

"  -^  «  r(2  n  +  2) 


Pour  obtenir  un  resultat  semblable  a  Fegard  de  cos  ar,  nous  partirons 
de  Tegalite 

eos.  =  l-^-  +  ..+  (-l)-'j,|l:Zl_  +  (_l).ll„ 
«t  de  la  formule 

X 

^  =  rl2^~-:rr)fi^  -  y)"*  ~ '  cos y  dy . 
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NouB  aurons  ainsi 

Itn<  '''" 


r(2n+l)' 
et 

'^       «r(2n  +  l)' 

2 
limitationfi  assez  Yoisines,  en  remarquant  le  &cteur  —  etant  peu  difli^reiifc 

de  Tunite. 

Je  remarquerai  en  demier  lieu  qu'aux  conditions  dont  je  viens  de 

faire  usage 

sin  a?  <  rc, 

^  2x 
Bin  a;  >  — , 

on  peut  encore  joindre  les  suivantes 

tanga;>a;, 


la  seconde  sapposant  x<y' 
Paris,  17  d^cembre  1900. 


über  die  geometrischen  Bedingimgen,  denen  die  Unstetig- 

keiten    der   Derivierten    eines   Systems    dreier   stetigen 

Funktionen   des   Ortes   unterworfen  sind,   nnd   ihre   Be- 

dentnng  in  der  Theorie  der  Wirbelbewegung. 

Von  J.  Weingarten  in  Berlin -Charlottenburg. 

^^Iräteiclme  <p  (Xf  y»  ^)  ß^^  Funktion  des  durch  rechtwinklige 
Koordinaten  x,  ♦/,  js  in  einem  gegebenen  Räume  T  bestimmten  Orts, 
welche  in  diesem  Räume  übendl  eindeutige,  endliche  und  nach  der 
iJätetigkeit  sich  ändernde  Werte  annimmt.  In  BeKiehung  auf  die 
Derivierten  dieser  Funktion  möge  die  Änderung  nach  der  Stetig- 
keit in  allen  Punkten  von  T  nicht  vorausgesetzt,  sondern  angenommen 
werden,  dafs  entlaug  einer  Fläche  S  diese  Derivierten  eine  Unter- 
brechung der  Stetigkeit  erleiden.  Der  der  einen  Seite  der 
Fläche  S  anliegende  Raumteil  sei  durch  vi,  der  der  anderen  Seite 
liegende  durch  J  bezeichnet,  und  dem  entsprechend  der  Wert  der 
tion  qf(pCf  y,  s)  in  einem  Punkte  innerhalb  A  durch  ^^{Xj  t/,  z), 
in  einem  Punkte  innerhalb  J  durch  q).  (x,  t/,  e)  angedeutet.  Für 
einen  Punkt,  der  auf  der  Fläche  S  selbst  liegt,  ist  es  gleichgiltig,  ob 
man  ihn  dem  Räume  A  oder  dem  Räume  J  angehörig  betrachten  will, 
da  innerhalb  dieser  Fläche,  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  der  Funktion 
9?  w^en,  die  Gleichung 

qp.  (a-,  y,  z)  —  g>^  (x,  y,  z)  =  0 

erfUlt  ist,  ebenso  wie  die  aus  ihr  folgende: 

in  der  die  Differentiale  sich  nur  auf  Änderungen  dx^  dy^  dz  der  Ko- 
ordinaten Xf  y,  JP  beziehen,  die  zu  einem  zweiten  auf  der  nämlichen 
Fläche  S  liegenden  Punkte  führen.  Giebt  man  dieser  Gleichung  die 
Form 

m,  -  (H),.]  <^^ + m.  -  ©.]  ^y + m.  -  im  ^^ = ^ 

■teilt  «e   die  Differentialgleichung  der  Fläche  S  dar,  da  nach  der 
VoraosBetzung  über  die  ersten  Derivierten  der  Funktion  q>  die  Faktoren 


J.   WSWGABTMI: 


der  DifFi'rentiale  dr,  dy,  dz  in  dieser  Gleichung  für  alle  Punkte  der 
Fläche  Sy  einzelne  eine  Fläche  nicht  erfüllende  Punkte  oder  Linien 
ausgenommen,  bestimmte  von  Null  Terschiedene  Werte  annehmen 
werden.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  die  Differenz  der  Werte 
einer  in  der  Fläche  S  unstetigen  Funktion  ^,  d.  h.  die  Grofse  V<  —  ^a 
durch  (3^,  so  nimmt  die  vorstehende  Differentialgleichmig  die  G^estalt 

an  und  führt  zu  den  Gleichungen 


,dtp 


,Bv 


Ctp 


<^^  =  -^cos«,    d^^lcoaß,    ^^^Acosy, 

A  -  <J  ?^  cos«  +  (J  I?  cos^  4_  d  I?  cosy  =  d^, 

in  denen  ßc,  ^,  y  die  Winkel  bezeichnen,  welche  die  Lm  Punkte  (j,  y,  e) 
der    Fläche   S   aus   dem    Kaumteil    A    in    den    Raumteil    J  gerichtete 

Normale  mit  den  Koordinatenaxen  bildet,  und  unter  ^j^  der  Differential- 

dn 

quolient  der  Funktion  tp  nach  der  von  Ä  gegen  J  positiv  gezählten 

Normale  verstanden  ist. 

Aus  dem  nunmehr  erlangten  Gleichungssjstem 


Ä  K^  =  d  :r^  cosa, 


d  ~  ^^  ^  ^  cos  y 


Cz 


dx  "dn  """"'*  "  dif  "  dn' 
ersieht  man  leicht,  dafs  die  drei  Derivierten  einer  im  Räume  T  durchweg 
stetigen  Funktion  (p  entlang  einer  Fläche  S  zugleich  mit  dem  Differen- 
tialquotienten dieser  Funktion  nach  der  Normale  von  S  stetig  oder 
unstetig  sind. 

Wenn  man  diese  einfache  Bemerkung  auf  ein  System  von  drei 
im  Räume  T  stetigen  Funktionen  u,  r,  tc  des  Ortes,  deren  Differential- 
quotienten in  einer  und  der  nämlichen  Fläche  S  Unstetigkeiten  er- 
leiden, anwenden  will,  so  erweist  es  sich  filr  die  Vereinfachung  der 
Aus  drucks  weise  als  zweckgemäfs,  gewisse  aus  den  ersten  Deri  vierten 
dieser  Funktionen  gebildete  neue  Funktionen  des  Ortes  durch  besondere 
Benennungen  auszuzeichnen. 

Wir  werden  in  der  Folge  die  drei  Funktionen 

als  die  zum  Funktionssystem  u,  t;,  w  im  Punkte  {x,  y,  s)  des  Raumes 
T  gehörigen  Rotationskomponenten  und  die  Funktion 

(in) 


dx    *^  cy  ^^  cz 


als  die  zu  diesem  Funktionssystem  im  Punkte  (j,  y,  e)  gehörige  Di- 
latation bezeichnen. 


\ 
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Dieser   Bezeichnimg  gemäfe   boU  auoh  die  Quadratwurzel  aus   der 
Bttsumme  der  1,  t/^  ^  als  die  zu  dem  Funktionssysteme  m,  v,  w 
"^hörige   Rotation  im   Punkt«?   (.r,  y,  z),  und  die  durch   ilin  gezogene 
Gerade,  deren  Richtung  durch  die  Gleichungen 


cos  A  ^  - , 


cos  u  ^  ~. 


cos  V  =  - , 


ö  =  Vi'  +  •?•  +  5' 

timmt  ist,  als  die  dortige  Rotationsaxe  bezeichnet  werden. 
Die  gleichzeitige  Anwendung  der  Gleichungen  (1)  auf  das  System 
der   drei   Funktionen   m,  v,  Wy   für    welche  unstetige   Änderungen   der 
enten  Deriviert«n  in  der  Fläche  S  vorausgesetzt  werden,  ergiebt  die  in 
jedem  Punkte  dieser  Fläche  statthabenden  Gleichungen: 

0  Ö  ^  ö  j-  COS  a  +  d  T    cos  p  +  d  ^-  cos  y, 
tofl  welchen   man  sogleich  die  ferneren  ableitet: 


iiv) 


(V) 


df  -7-=  2  (dg  cos  ß  —  drj cos y)  -j-  ^0 cos a, 
d  j-  =  2  ((J I  cos  y  —  d(;  cos  «)  -f-  ^ ®  cos  ^, 
d  -f  =^2  (dl?  cos  «  -—  d|  cos  ^)  +  d  ®  cos  y. 


Aus  diesen  letzteren  ersieht  man,  dals^  wenn  für  ein  Funktions- 
«Tstem  M,  Vf  w  die  Rotationskomponenten  und  die  Dilatation  keine 
L'nstetigkeiten  entlaug  einer  Fläche  erleiden,  auch  die  neun  ersten 
Derivierten  dieser  Funktionen  in  dem  Räume  T  durchweg  stetig  sind. 
Wählt  man  für  diese  Funktionen  u,  r,  tv  die  drei  als  stetig  voraus- 
etzten  ersten  Derivierten  einer  Funktion  qp,  so  folgt  aus  dem  vorher- 
ehenden  der  speziellere  Satz,  dafs  die  zweiten  Derivierten  dieser 
Funktion  <p  sich  im  ganzen  Räume  T  nach  der  Stetigkeit  ändern,  so- 
bftld  der  zweite  Differentialparameter  von  tp  sich  in  diesem  Räume 
der  Stetigkeit  ändert. 

Wenn  man  femer  (\iQ  drei  ersten  der  Gleichungen  (IV)  der  Reihe 
ch  mit  cos«,  cob/3,  cos/  multipliziert  und  die  Resultate  addiert,  so 
folgt  die  für  jeden  Punkt  der  Fläche  S  giltige  Gleichung 
(VT)  d|co8«-}-di7C08/3  -f-dgco8y==0, 
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das  heilst: 

(VI*)  I.  cos  a  -f  f}.  cos  ß  +  ti cos  y  =  |^  cos  a  +  rj^  cos  ß  +  ^^ cos  y. 
Diese  wichtige  Gleichung  zeigt,  dafs,  wenn  auch  die  Rotattons- 
komponenteu  eines  Fimktionsaystems  «,  r,  w  (heziehungsweise  die 
neun  ersten  Derivierten  dieser  Funktionen)  beim  Durchgange  durch 
eine  Fläche  S  sich  sprungweise  ändern,  die  Komp(yneniv  der  Eotntiün 
narh  der  Normah'  von  S  beim  Durchgange  durch  diese  Fläche  eine 
Unterbrechung  der  Stetigkeit  nicht  erleidet 

Wir  wollen  nunmehr  einen  Raum  Äj  in  welchem  die  dem  Systeme 
tt,  Vj  w  zugehörigen  Rotationskomponenten  |,  »^,  £  durchweg  ver- 
schwinden, als  einen  für  das  betreffende  Funktionssystem  rot<itions- 
freien  Raum,  und  einen  Raum  J,  in  welchem  die  Komponenten  |,  iy,  ^ 
von  Null  verschiedene  Werte  besitzen  (einzelne  einen  Raumteil  nicht 
erfüllende  Punkte  oder  Linien  ausgenommen)  als  einen  für  dies  Funktions- 
system nicht  rotation^freirn  Kaum  bezeichnen.  In  der  Grenzfläche  Ä, 
die  einen  nicht  rotationsfreien  Raumteil  J  des  Raumes  T  von  einem 
rotationsfreien  Raumteil  Ä  scheidet,  werden  die  Rotationskomponenten 
|.,  T/.,  ^^  entweder  sprungweise  aus  nicht  verschwindenden  Werten  in 
Null  übergehen  oder,  wenn  durchgängige  Stetigkeit  der  Werte  von 
I,  r^j  £  im  Räume  T  vorausgesetzt  wird,  längs  der  ganzen  Grenzfläche 
verschwinden.  Wird  zunächst  das  Eintreten  des  ersteren  Falles  voraus- 
gesetzt, eine  Voraussetzung,  die  mit  der  Annahme  einer  ünstetigkeifc 
in  den  ersten  Derivierten  der  Funktionen  w^  v,  m^  xusammenfällt,  so 
lehrt  die  Gleichung  (VI*)  den  Satz: 

Wenn  eitw  Fläcite  S  den  für  das  Funktionssystem  u,  v,  w  rotatiotts- 
frden  Raum  A  von  dem  nitht  rotations freien  Hmimc  J  derart  scheidet^ 
dafs  in  ihr  die  Werte  der  liotationskomiJ&nenten  |^,  7;.,  £,.  aus  nicht 
verschwindenden  Werten  unstetig  in  Nidl  übergehen,  so  ist  in  jedem  Funkte 
der  G-rcnze  des  liaumes  J  die  Jiotationsaxc  notwendig  eine  Tangente  an 
die  Grenzfläi'he  S. 

Wird  dagegen  vorausgesetzt,  dafs  die  zum  Funktionssysteme  u, 
V,  IC  gehörigen  Hotati onskomponenten  g,  ?/,  g,  d.  h.  die  ersten  Deri- 
vierten von  Uy  Vf  w  im  ganzen  Räume  T  durchgängig  stetig  sind, 
so  werden  an  der  Scheidungsfläche  S  eines  nicht  rotationsfreien 
Raumes  J  und  eines  rotationsireien  Raumes  Ä  notwendiger  Weise 
höhere  Derivierten  der  Funktionen  |,  ij,  ^  ünstetigkeiten  erleiden, 
wenn  nicht  der  gesamte  R^ium  T  rotationsfrei  sein  soll,  was  gegen 
die  Voraussetzung  wäre.  Nehmen  wir  zunächst  das  Bestehen  solcher 
ünstetigkeiten  für  die  ersten  Derivierten  der  Funktionen  |,  t/,  t  3^ 
und  bezeichnen  durch  |',  7j\  5'  die  zu  dem  Funktionssystem  |,  1^,  ^ 
gehörigen  Rotationskomponenten,  d.  h.  die  durch  die  Gleichungen 


über  die  geometTischen  Bedingungen  etc. 


Sl 


len  Gröfsen,  so  ergeben  sich  aus  V  imter  Berücksichtigung  des 
(Tuurtaiides,  dafs  die  Dilatation  des  Funkt ionssystems  |,  7],  ^  im  ganzen 
Baume  T  rerschwindet,  die  Werte  von  |'»,  rja,  to  aber,  der  Voraus- 
setzung gemalB  im  ganzen  Ranme  A  und  an  seiner  Grenze  der  Null 
gleich  sind,  die  nachstehenden  fÖr  jeden  Punkt  der  Fläche  S  bestehenden 
Gleichungen: 

0  =2(rco8^-Vco8j.), 

(l7.),-2(Vco>«-rco8«, 

fttr  die  Rotationskoni ponenten  |,  i^,  ^  an  einer  Stelle  des 

«7,   die  sich  auf  der  im  Punkte  (x,  y,  s)  der  Fläche  iS  errich- 
Normale    in    der    unendlich   kleinen   Entlemung  n  von   ihm   be- 
k,  die  Werte: 

I  =  2n  (5'  cos  ß  —  i]  cos  y)y 
v^^2n{%'  cos  y  —  ^'  cos  a), 
f^  =  2n  (ij'cosß  —  l'cosjl}) 

hervorgehen.     Zwischen  diesen  Werten  findet  die  Beziehung 

I  cos  a  -\-  ij  cos  /3  -|-  ^  cos  y  ^  0 

rtatt,  welche  aussagt ,  dafs  in  allen  Punkten  einer  der  Fläche  S  im 
Innern  des  Raumes  J  unendlich  nahen  Panillelfläche  die  dort  zum 
Kunktionssysteme  m,  r,  w  gehörige  Kotationsaxe  diese  Parallelfläche 
tangiert. 

Diese  Aussage  erweist  sich  auch  leicht  für  die  Annahme  als  giltig, 
ihifs  nicht  die  ersten,  sondern  höhere  DiJfferentialquotienten  der  Fimk- 
tionen  |,  ?^,  ^  längs  der  Greuztiäche  S  unstetig  würden,  in  welchem 
Falle  die  Werte  der  |,  ij,  g  in  unendlicher  Nähe  dieser  Grenze  ent- 
sprechenden höheren  Potenzen  der  Entlemung  «  von  ihr  propor- 
tional sind 

Wenn  man  eine  im  Räume  T  verlaufende  Linie,  deren  Tangente 
m  jedem  ihrer  Punkte  mit  der  dem  Systeme  der  Funktionen  «,  v,  w 
zugehörigen  Rotationsaxe  in  dem  betreflenden  Punkte  zusammenlallt, 
mit  IL  V.  Helmholtz  als  eine  diesem  Systeme  zugehörige  Wirhel- 
linie  bezeichnet,  d.  h.  wenn  mau  die  Wirbellinien  des  Raumes  T  durch 
die  Differentialgleichungen: 
I VlI \  dx  ^dy  ^^  dz 

^  ^  ^        n        i 
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charakterisiert,  so  erkennt  man  nach  dem  bisher  Vorgetragenen  leicht 
das  Zutreffen  folgender  Behauptungen: 

Eine  Wirbellinie,  welche  einen  Punkt  mit  einer  Grenzfläche  ge- 
mein hat,  die  einen  rotatioustreien  Raum  von  einem  nicht  rotations- 
freien RAume  derart  scheidet^  dafs  in  dieser  Grenzfläche  die  Rotation 
unstetige  Wertänderungen  erleidet,  fällt  in  ibrem  ganzen  Verlaufe  in 
diese  Grenzflache. 

Eine  W^irbellinie,  welche  einem  Punkte  einer  Grenzfläche  unendlich 
nahe  kommt,  die  einen  rotationsfreien  Raum  von  einem  nicht  rotations- 
freien Räume  derart  scheidet,  dafs  in  dieser  Grenzfläche  die  Rotation 
stetige  Wertänderungen  erleidet,  fällt  in  ihrem  ganzen  Verlaufe  in  die 
durch  diesen  Punkt  gelegte  Parallel  fläche  der  Grenzfläche. 

Und  wenn  man  sich  einer  von  Beltrami  eingeführten  Bezeichnung 
bedient: 

Die  Begrenzungsfläche  (beziehimgsweise  unendlich  nahe  innere 
Parallelfläcbe)  eines  ganz  von  rotationsfreien  Räumen  begrenzten  nicht 
rotationsfreien  Raumes  ist  notwendig  ein   Votiico'id. 

Man  ersieht  femer,  dals  eine  Wirbellinie  aus  dem  Inneren  eines 
nicht  rotationsfreien  Raumes  sich  niemals  bis  an  seine  durch  einen 
rotationafreien  Raum  gebildete  Begrenzung  erstrecken  kann. 

Will  man  in  einem  Räume  T,  für  welchen  das  durchgängig  in 
ibm  stetige  Funktionssystem  u,  r^  w  bestehend  gedacht  wird,  nitht 
roüüionsfreie  Räume  von  verschwindend  kleinen  Dimensionen  voraus- 
setzen, den  Rotationswerten  in  diesen  Räumen  aber  nttiliclie  Werte  bei- 
legen, so  ist  diese  Voraussetzung  notwendig  mit  der  VorauBsetzuug 
der  Unstetigkeit  der  Rotationskomponenten  |,  t^,  ^  in  den  dies©  Räume 
begrenzenden  Oberflächen  verbunden. 

Unter  dieser  letzteren  Voraussetzung  verlieren  die  zur  Begründung 
der  Theorie  der  Wirbelbewegimg  üblich  gewordenen  Schlufsweisen  ihre 
Berechtigung  und  lassen  eine  Lücke  in  dieser  Theorie  bestehen,  deren 
AusftlUung  die  gegenwärtige  Mitteilung  beabsichtigte.  Wenn  nämlich, 
wie  notwendig,  längs  gewisser  Überflächen  umkin/e  Änderungen  der 
Gröfsen  |,  ij,  ^  im  Innern  eines  nicht  rotationsfreien  Raumes  voraus- 
gesetzt werden,  so  ist  aus  den  Gleichungen  (VII)  zwar  ersichtlich,  dafs 
eine  die  Uustetigkeitsfläche  erreichende  Wirbellinie  an  dieser  Fläche 
bei  ihrer  Fortsetzung  eine  Brechung  erleiden  wird,  wenn  nicht  etwa 
die  Werte  von  ^,  ??,  t  plötzlich  aUe  drei  gleichzeitig  auf  den  Wert 
Null  springen.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so  fehlt  dem  Begriff  der  Fort- 
setzung jede  Bestimmtheit.     Durch  Hinzuziehung  der  Gleichung 
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and  der  aus  ihr  gefolgerten,  nur  für  stetig  yeräuderliche  ^,  »^,  ^  als 
giltig  erwiesenen  Gleichung 

f  (5  cos  cc  -f-  7/  COS  ^  -}-  g  cos  y)  dts  =  0^ 

in  welcher  die  Integration  sich  über  alle  Elemente  der  Oberfläche  eines 
WUebig  innerhalb  des  Raumes  T  ausgescbiedeueii  Volumens  erstreckt 
und  Uf  ßj  y  die  Winkel  der  in  dö  auf  dieser  Oberfläche  nach  dem 
Innern  errichteten  Normale  mit  den  Koordinatenaxen  bezeichnen^  sowie 
durch  Einführung  des  Begriffe  der  Wirbelfiwien,  ist  diese  Unbestimmt- 
heit unter  der  vorliegenden  Voraussetzung  nicht  zu  beseitigen. 

Denn   multipliziert  man  die  in  jedem   Punkte  des  Raumes  T  er- 
fiillte  Gleichung 

|i  +  |^  +  3|  =  o 

mit  dem  Raumelemente  dr  und  summiert  die  erhaltenen  Resultate  über 
alle  Elemente  eines  beliebig  aus  T  abgesonderten  geschlossenen  Volumens, 
80  wird  man  in  bekannter  Weise  zu  der  Relation 

0  =  /(l  cos  ß  +  ij  COB  j3  +  ^  cos  y)  da 

+ /(dl'cos«'  -j-  dr/'coB/J'  -f-  d^'cosy')  da' 

»,  in  welcher  das  erste  Integral  die  oben  ajigegebene  Bedeutung 
Itmty  dagegen  das  zweite  über  alle  Elemente  da'  derjenigen  Flächen  zu 
cretrecken  ist,  in  denen  \y  »j,  ^  die  endlichen  Sprünge  ii^'=W  —  S«, 
hr{ ■=^  ij'i  —  rja^  St'^  ^'i  —  ta  erleiden,  während  die  cos  «',  cos  ß', 
cos  y'  sich  auf  diejenigen  Winkel  beziehen,  welche  die  aus  den 
Räumen  Ä  in  die  Räume  J  zeigende  Normale  des  Elementes  da'  mit 
den  Koordinatenaxen  bildet. 

Erst  die  Gleichung  (VI)  lehrt,  dafs  die  Elemente  dieses  zweiten  In- 
tegrals verschwinden,  und  dais  daher  die  Gleichimg 

*  *  =  /(S  *^ös  «  -\-  tj  COB  ß  -\-  t  cos  y)  da 

ihre  Giltigkeit  für  Räume  T,  in  denen  ^,15,^  Mngs  irgend  welcher 
Fliehen  sich  sprungweise  ändern,  nicht  verliert.  Diese  Gleichung  aber 
iat  die  Quelle  des  Satzes,  dafs  ein  Wirbelfadeu  im  Innern  einer 
Flüssigkeit  nicht  endigen  kann.  Die  von  H.  v.  Helmholtz  entdeckten 
r geometrischen  Eigenschaften  der  Wirbelfäden  bestehen  daher  auch  unter 
der  Voniussetzung  beliebiger  Unstetigkeiten  der  Rotations  werte  längs 
Flächen,  die  sich  durch  den  Raum  T  erstrecken. 
Charlottenburg,  den  15,  November  1900. 
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Snr  les  transformations  conformes  de  Tespace 
k  trois  dimensions; 

Par  M.  Gaston  Dakboux  ä  Paris. 


1,  C'est  ä  J.  Liouville  que  revient,  conime  on  sait,  le  merite 
d'avoir  etebli  le  preniier  que  toutes  les  transformations  eonl'ormes  de  l'e8[»ace 
se  ramenent  ä  une  inversion  auivie  ou  precedee  dW  doplacemeut  ou, 
ee  qiii  revient  siu  ineme,  ä  une  serie  d'inversioas  executees  successive- 
meiit.  Voici  une  demonstration  tres  simple  de  cett«  importante  propn- 
aitiou.  Elle  repose  sur  le  theoreme  fondamental  de  Dupin  d'apres  le- 
quel  les  surfacea  qui  fönt  partie  dun  sjst^me  triple  orthogonal  se 
coupent  nmtuellement  suivant-  leura  lignes  de  oourbure. 

Considerons  un  plan  quelconque  dans  I'espace  qu'il  s'agit  de 
transformer  et  adjoignons-lui  toug  les  plans  paralleleH.  On  &  ainsi  une 
faniille  A  de  plana  auiquels  on  peut  adjoindre,  (lunc  inßnik'  de  mo" 
nierea,  deux  autres  famillea  de  plana  paralleles  B  et  T,  teile»  que  les 
plans  appartenant  ä  dem  familles  differentes  se  coupent  ä  angle  droit. 
AppliquouB  raaintenant  la  transformation.  Anx  trois  familles  de  plans 
A,  B,  C  eile  fera  correspondre  trois  familles  A\  B\  C  de  surfac«s 
faisant  partie  d'un  Systeme  triple  orthogonal.  Et  conime,  saus  changer 
la  famille  A  et  par  snite  la  famille  A\  on  peut  faire  Tarier  les  familles 
B  et  C  et  par  snite  les  familles  B'  et  C\  on  Toit  que,  d'apres  le 
theoreme  de  Dupin,  les  snrfaees  de  la  famille  A'  devront  avoir  une 
infinite  de  s^'stemes  de  lignes  de  courbure;  elles  se  reduiront,  par  con- 
sequent,  ä  des  spheres  on  a  des  plana.  Comme  la  conclnsion  s'applique 
aux  surfaeea  des  familles  B\  C\  uous  pouvons  enoncer  la  proposition 
suivante. 

Tüuh'3  les  transformations  mnfhrmcs  de  Vcspac4i  d&ivent  faire  corr^ 
spomlre  au  Systeme  triple  mihogonal  compose'  de  trois  familles  de  pUuM 
paralleles  u/n  Systeme  triplt  compose'  de  Irois  familles  de  sp}teres  ou 
de  plans. 

2,  Nous  sommes  ainsi  conduits  a  chercher  quels  sont  les  systemes 
triples  formes  cxchiaivemeut  avec  des  spheres  ou  des  plan^, 


^^I^^Bv  le%  transformations  couformes  de  Teepaoe  4  trois  duuensioDs. 
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Pour  simplifier  la  recherche  nous  remarquerons  que,  si  l'on  doime 
une  {kmille  eomposee  de  sph^res  ou  de  plana,  od  peut  la  transformer 
k  laide  d'iine  Inversion,  en  une  famillß  eomposee  de  spheres  non  eon- 
c-entrique«^  dont  quelques  -  vmes  pourrout  d'ailleurs  se  reduire  a  des 
f^lans.  Nous  pouvons  donc  nous  bonier  a  rechercher  les  systemes 
riples  orthogonaux  fonnes  avec  trois  familles  de  sphferes  rion  coneen- 
riquea,  »aul*  a  adjoindre  apres  coup  ä  ces  systemes  ceux  que  Ton 
puamut  en  deduire  par  une  InTersion. 

D^ignons  par  A\  B\  C  les  trois  familles  de  spheres  qui  forment 

fjütöme   fcriple  orthogonal;  je  dis  d'abord  que^  dans  chaque  famille, 

centres    des  spheres  decrivent   une   ligne   droite.     En   eöet.   si   les 

ccDtreg    de    trois    spheres    appartenant   par    exemple    ä    la    famille    A' 

ft'^taieni  pas  en   ligiie  droite,   toutes  les  spheres  qui  leur  sont  ortho- 

les  auraient  leur  centre  sur  Taxe  radical  des  trois  premierea  spheres 

admettraient  pour  plan  ratlieal   le  plan  de  leur»  eentres.     Avec   de 

elles    spheres    il   est   evidemment    impossible    de   constituer    les   deui 

^famille«  B*  et  C. 

Je  dis  maintenant  que  les  lignes  des  eentres  des  trois  familles 
sont  denx  ä  deux  rectangulaires  et  concourantes.  En  effet,  prenons 
rdeax  spheres  appartenant,  par  exeraplcy  ä  hi  famille  Ä'\  les  lignes  des 
'eentres  des  deux  autres  familles  seront  evidemment  dans  le  plan  radi- 
cal de  ces  deux  spheres.  Donc  elles  seront  concourantes  et,  comme 
elles  sont  evidemment  perj^eudiculaires  ä  la  ligne  des  eentres  des  deux 
■ph^xes,  c/est  ä-dire  ä  la  ligne  des  eentres  de  la  famille  A\  la  pro- 
position  enoncee  se  trouve  etahlie.  ^ 

Ainsi   les  lignes  des  eentres  des  trois  familles  A\  B\  C  sont  les 
tar^tes  d'un  triedre  trirectangle.     Soient  Ox,  Oij,  Oz  les   ar&tes    de  ce 
^edre.     En   designaut  par  q   le  rayon   de  la  sphere  qui  a  son  centre 
>  Ia  distance  x  sur  Ox,  par  q'  le  rayon  de  la  Sphäre  qui  a  son  centre 
Is  distance  y  sur   0»/  et  par  q"  le   rayon   de  la  sphere   qui   a  son 
^centre  a  la  tlistance  z  sur  Ojs  et  en   expriraant   que  ces  spheres  sont 
drax  k  deox  orthogonales,  nous  aurons  iramediatement  les  relations 

^  +  y'  =  Q'  +e". 

y»  +  ;»«=(.'»  +  <,"', 
qui  donnent 


9'  =  A 


e'  -  .'/•. 


Donc  les  trois  familles  seront  composees  de  sphferes  passant  par  le 
point  fixe  O.  Nous  pouvons  donc  enoncer  cette  conclusion  generale: 
Ort  oHient  tous  ks  systanes  triples  ortkogonauj-  exdusivement  cmn- 
dr  sp^ieres  ou   de  plans,  soit  m  prrtmnt  trois  familles  de  plans 

3* 
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respecÜvemmt  pamUelm  ima.  faccs  d'un  triedre  frirectmigle,  soU  en  sou- 
mettant  ce  Systeme  simple  n  une  invers^ion,  qui  donne  frois  fannUes  (Je 
spheres  pitssant  en  un  wCme  point  et  tungentes  en  ec  point  aiu  trois 
faces  d'un  irü'dre  trirecfumjle. 

3,  Cette  proposition  une  foia  et&bliej  le  theoreme  de  Liouville  s'eii 
deduit  comnie  il  suit.  Etant  donne  un  espace  E  ä  trois  dimensions, 
cberchoBS  toutes  leg  transformations  couforaies  qui  le  fönt  correspondre 
a  un  espace  E\  Nous  avona  vu  qu'aux  trois  famillea  de  plana  de  E 
qui  sollt  paralleles,  par  exemple,  aux  plana  coordonnes,  doivont  cor- 
reapondre  dans  E'  trois  fauiilles  de  plaüs  ou  de  spheres  rectangulaires. 
D'apres  ce  que  noua  venons  d'etablir,  ces  trois  familles  de  E'  devront 
etre  foriut?e9,  soit  de  trois  familles  de  planß  pandleks,  soit  de  trois 
familles  de  spheres  derivant  par  iüversiou  de  trois  familles  de  plana 
paralleles. 

Dans  le  premier  cas,  choisissona  lea  axes  coordonnees  dans  E'  de 
teile  mauiere  qu'aux  trois  familles  de  plaus  definis  par  lea  equations 

X  •=  coust,     y  =  const,     2  ^  const 
de  E   correspondent   respectivement   les    plana    de   E'    definia    par  les 
equations 

x'  =  const,    ;»/'  =  const,    s'  =  const. 

Lea  formuJes  de  la  tranaformation  aeront  necessairement  de  la  forme 

x'  =  (p  (x),    y'  =  t  (y),    ^'  =  X  (.^)> 
et  comme  on  doit  avoir 

dx'*  +  äy^  +  de''  =  A*  (dx^  +  df  +  rf^»), 
il  viendra  necessairement 

A«  =  tp'^  =  t''  =  %"• 
Ces    relations   exigent  evidemment   que   cp',  ip',  x    ^^  reduisent  a  des 
constaiites  egales  au  aigne  pres.     On  aura  donc 

-4-  x'  =  kx  -|-  a, 

-f- jf'  =  ke  -^  c 
a,  b,  c.  Je  etant  quatre  coustantea. 

En  changeant,  si  cela  est  necessaire,  le  sena  de  deux  des  axes 
Ox\  Oy'f  Oz'  ce  qui  ne  change  pas  le  sens  de  rotation  du  tri^tlre 
Ox'y'z'f  et  en  depla^aut  le  triedre  parallelement  ä  lui-raeme,  on  peut 
toujours  ramener  les  formulea  precedentea  h  la  forme  simple 

x'  =  kx,    y'  =  ky,    ß'  =  kz 
qui,  si  Ton  tient  eompte  de  ce  fait  que  Ox'y'e\  Oxyz  sont  deux  trifed 
distincta,  detinit  une  homothetie  suivie  ou  precedee  d'un  deplacem« 
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4.  Arrivons  maintenant  au  second  cas  oü  aux  trois  famüles  de 
plans  paralleles  de  E  correspondent  trois  familles  de  sph^res  orthogo- 
nales dans  E'.  Comme  ces  trois  familles  derivent  des  familles  or- 
thogonales de  plans  paralleles  par  une  inTersion  effectu^e  dans  l'espace 
E't  et  comme  cette  inversion  est,  elle-meme,  une  transformation  con- 
forme,  ce  cas  ram^nera  au  precedent.  Et  Ton  voit  que  la  transformation 
conforme  se  ramfenera  ä  un  d^placement  suiyi  d'une  homothetie  et 
d'one  inTersion.  En  changeant  le  d^placement  initial  on  peut  faire 
en  Sorte  que  l'homothetie  ait  meme  pole  que  l'inTersion.  Et  alors 
Tensemble  de  l'homothetie  et  de  Finversion  ^quivaut  ä  une  simple 
inversion. 

On  a  donc  en  r^sume  le  theoröme  suivant: 

Touies  les  transformations  conformes  de  l'espace  se  ramenent  d  une 
inversion  ou  d  une  homothetie,  precedee  ou  suivie  d'un  deplacement. 

Paris,  20  novembre  1900. 


Auszüge  aus  zwei  Briefen  an  P.  Richelot  von  S.  Aronhold.^) 

Mitgeteilt  von  E.  Lampe  in  Berlin. 

Berlin,  den  29.  September  1850. 
. . .  Sie  haben  mich  gewifs  getadelt,  dafs  ich  bis  jetzt  das  Oherlehrer- 
examen  noch  nicht  gemacht  habe.  Indessen,  vielleicht  kann  es  zu 
meiner  Entschuldigung  gereichen,  dafs  ich  während  der  ganzen  Zeit 
von  gi-öl'seren  mathematischen  Untersuchungen  in  Anspruch  genommen 
hin,  die  ich  hätte  aufgeben  müssen.  Ich  wollte  anfangs  nur  meine 
Abhandlung  über  die  Funktionen  dritten  Grades  abfassen  und  dann  die 

1)  Im  Herbste  de«  Jahre«  18ö0  erhielt  A ronhold  das  Anerbieten,  eine  Haus- 
lehreratelle  in  einer  angesehenen  Wiener  Familie  unter  sehr  günstigen  Verhält- 
nissen anzunehmen.  Eine  der  Bedingungen  bestand  darin,  dah  Aronhold 
vor  dem  Antritte  der  Stellung  eich  den  Doktortitel  verschalBFen  sollte.  Zu  diesem 
Zwecke  wandte  er  sich  an  «einen  Lehrer  Ricbelot  in  Königsberg  i.  Pr.  in  einem 
längeren  Schreiben,  dessen  Inhalt^  soweit  derselbe  wissenschaftliche  Gegenstände 
berührt,  hier  zum  Abdruck  gebracht  wird,  weil  damit  sowohl  für  die  Zeit- 
bestimmung der  Entstehung  der  Aronhold' sehen  Ideen,  als  auch  für  die  Ge- 
schichte der  Invariantentheorie  ein  wichtiger  Beitrag  gegeben  wird.  E»  geht 
daraus  hervor,  dafa  Aronhold  schon  damals,  also  1850,  die  allgemeinen  Di6Fe- 
rentialgleichungen  für  die  invarianten  Bildungen  besafs.  Die  Leser,  die  sich  für 
die  Bedeutung  der  Frage  interessieren,  seien  aiif  den  »^Bericht  über  die  Fort- 
schritt« der  projektiven  invariantentheorie"  von  W.  Fr.  Meyer,  Jahresbericht  der 
Dt?utächen  Mathematiker -Vereinigung;  Berlin,  I,  p.  84  Anmerkung  *)  und  p.  95  f. 
hingewiesen. 

Der  zweite  km*zere  Brief  ist  schon  mehr  geschilrtlicher  Natur.  Die  Ver- 
handtungen veranlafsten  bekauntlich,  in  einer  för  Aronhold  höchst  erfreu- 
lichen und  ehrenvollen  Wendung  der  Angelegenheit,  die  philoaophische  Fakul- 
tät der  Königsberger  Universitilt  da?,u,  den  nicht  ganz  zweiunddreifsigjährigen 
Mathematiker  (geb.  16.  Juli  1»19;  gest.  13,  Milrz  1884)  unter  dem  6.  April  1861 
honoris  causa  zum  Doktor  zu  ernennen;  das  Doktordiplom  bezeugt:  „Ordinem 
philosophorum  viro  meritissimo  Sigfrido  Aronhold  Angerburgensi  propter  in- 
gignem  rermn  mathematicarum  cognitionem  cum  aliis  scriptis  editis  et  ineditis 
algebraicis  tum  commentatione  de  novo  principio  algebraico  ad  functiones  homo- 
geneaä  transformaudas  adhibito  comprobatam  summos  in  philosophia  honores  cum 
iuribuB  et  privüegüa  doctorum  philosophiae  honoris  causa  contuUsse  ac  solemni 
hoc  diplomate  conünnaBse.*'  Red. 
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athematische  Beschäftigung  eine  Weile  liegen  lassen.  Aber  ich  wurde 
[dadurch  dahin  geführt,  Probleme  zn  erledigen,  die  mir  früher  imüber- 
«teigUche  Hindemisse  darboten,  und  fand,  dafs  sie  einer  sehr  grofaen 
VeraUgemeinening  fähig  waren.  Das  Urteil  Eisensteins  über  den- 
jenigen Teil  derselben,  welchen  ich  ihm  mitteilte,  ermutigte  mich  um 
80  mehr,  sie  zu  verfolgen,  obwohl  er  sie  zu  hoch  stellt,  wenn  er  ihnen 
einen  Platz  neben  dem  Ab  eischen  Theorem  einrilumen  will. 

Ich  habe  auch  einige  liesultate,  die  sich  für  spezielle,  leicht  mit- 
teilbare Fälle  ergeben  haben,  dem  Herrn  Professor  Jacob i  vortragen 
können  und  seinen  Beifall  gefunden.  Ich  beschilftige  mich  unter  an- 
m  mit  der  Integration  von  Systemen  simultaner  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen, worüber  bis  jetzt  kaum  die  anfänglichsten  Unter- 
snchungen  existieren,  und  teilte  Jacob i  eine  Methode  mit,  solche  zu 
integrieren,  oder  vielmehr,  die  Bedingungen  der  Integrabilität  2.U  ermitteln, 
worauf  er  mir  erwiderte,  dafs  er  in  einigen  seiner  unvollendeten  Arbeiten 
Ton  ahnlichen  Gedanken  ausgegangen  wäre. 

Indem  ich  Ihnen  die  heifolgende  Übersicht  über  den  Inhalt  meiner 
Abhandlimg  gebe,  erlaube  ich  mir,  den  Wunsch  auszusprechen,  dafs 
sie  Ihr  Interesse  erregen  möchte,  was  mich  ganz  besonders  erfreuen 
würde. 

Schon  beim  Beginne  dieses  Jahres  hatte  ich  über  die  befolgte 
Methode,  algebraische  Probleme  zu  losen,  dem  Herrn  Professor  Hesse 
einige  Mitteilungen  gemacht.  Derselbe  hat  leider  meine  letzten  Briefe 
schon  seit  langer  Zeit  unbeantwortet  gelassen,  und  ich  habe  es  infolge- 
[  dessen  nicht  gewagt,  meine  Mitteilimgen  weiter  fortzusetzen.  Aber 
ich  kann  mir  den  Grund  seines  Schweigens  gar  nicht  erklären.  Ich 
glaubte  schon,  ihn  vieUeicht  verletzt  zu  haben;  aber  ich  kann  mich 
'  tach  nicht  einer  Zeile  entsinnen,  wodurch  dieses  geschehen  wäre.  Im 
Gegenteil,  mich  leitete  in  allen  meinen  Briefen  das  aufrichtige  Gefühl 
der  Hochachtung  seiner  wissenschaftlichen  Verdienste. 


Es  sei  F(xi^  Zj,  . . .,  x„)  =  EES.  ..a^iu...  ^>,^)iXf, . . .  eine  beliebige 

homogene  Funktion  des  ^j'""  Grades  von  den  n  Variabein  x,,  .r^,  .  .  .,  .r„. 

Die  Summen  werden  über  alle  gleichen  oder  ungleichen  Werte  1,  2,  . . .,  n 

lAt  X,  Xf  /i,  ...  zu  je  p  ausgedehnt.    Femer  sei  77  irgend  eine  Funktion 

'der  Koeffii^euten  und 

cn  1 


i^o- 


*  a«^;,^,   .    (ff,  i,  ft,  ...)* 


'  WO  die  Summe  über  A,  ;*,  . . .  aUetn  auszudehnen  ist,  also  X,  /t,  .  ,  .  alle 
Werte  1,  2,     .  ,  u  zu  je  |>  —  1  annimmt,  während  ^  und  (j  feste,  kon- 
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Staate  Indizes  bleiben  und  ebenfalls  aus  den  Zahlen  1,  2,  .  .  .,  n  gewählt 
sind.  Die  Anzahl  der  Funktionen  J(,n  beträgt  demnach  n  •  w,  da  y^^a 
und  A„f,  von  einander  verschieden  sind.  Es  bedeutet  übrigens  (ff,  X,  jü,  . . .) 
einen  Polynomialkoeffizienten,  nämlich  denjenigen,  welcher  in  der  Ent- 
Wickelung  von  (jf^i  +  ^i  H"  ■  *  •  +  ^»^^  ^^i  ^^^^  Gliede  x^XiXf,  ...  ge- 
funden wird.  Nimmt  man  noch  andere  homogene  Funktionen  derselben 
Variabein,  aber  von  beliebigen  Graden  an,  bezeichnet  sie  auf  analoge 
Weise,  ihre  Koeffizienten  durch  Kiu...,  c^ifi...,  rf«i/«,..  u.  s.  w.,  und 
die  zu  A^,o  analogen  Ausdrücke  durch  -B^o,  Cq„j  D^a,  .  .  .,  so  ist 

(1)  >^e.+  i?t,.+ Cpa+Dp, -|----  =  0 

ein  System  von  w*  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ortlnung,  dessen  Integrale  IJ  bemerkenswerte  algebraische  Eigenschaften 
haben. 

Wenn  man  die  Funktionen 

l  ELE . . .  c„i^  . . .  XnXiXfi  . . .,  ... 

gleichzeitig   und   durch   dieselben  linearen  Substitutionen  resp.  in 
folgenden 

^'  l£XX...c;,,...J,fo|,..,  ... 

transformieren  soll,  wo  die  Funktionen  (3)  ebenfalls  aUgemmie  and 
von  den  Variabeln  £,,  |j,  . . .,  H^,  sind,  so  will  ich  dieses  eine  allgemeine 
Transformation  nennen,  und  es  entsteht  das  Problem,  „die  Bedingungen 
zu  finden,  welche  zwischen  den  Koeffizienten  beider  Funktionssysteme 
stattfinden  müssen,  damit  die  Transformation  möglich  sei".  Diese  ein- 
mal ermittelten,  von  den  Substitutionskoeffizienten  freien  Relationen 
zwischen  den  Koeffizienten  dienen,  wegen  dieser  Unabhängigkeit,  zu 
allen  spezkllen  Transformationen  des  Systems  (2),  d.  h,  zu  solchen,  bei 
welchen  den  Koeffizienten  des  Systems  (3)  spezielle  Werte  gegeben 
werden.     Es  gilt  nun  der  folgende  Satz: 

Wmn  man  ßndct,  dafs  i  Relatmien  stattfinden  müssen,  und  ewari 

so  sind  die  i  Funktionen  11^  die  sämtlichen  von  einander  unabhängigen 
Integrale  des  Systems  von  Differentialghuhungen;  desgleichen  eines  gufeiten 
Systems: 

(4)  Ä;.+  B,a-^  C^a  +  I>,o-{""  ^0, 

welches  auf  dieselbe  Weise,  wie  (1)  aus  den  Koeffizienten  von  (2),  aus 
den  Koeffizientett  voti  (3)  gebildet  ist. 


(2) 


I 
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Umgekehrt:  Wenn  man  eine  Lösung  II  des  Systenjs  (1)  Jcennt,  und 
hädd  die  analoge  11'  mis  den  Koeffizienten  von  (3),  welche  dann  dem 
Sifsiem  (4)  genügt,  so  tvird  auf  die  folgemk  einfache  Weise: 
p)  /J'  —  JT  =  0 

«tu«  der  verlangten  Bedingwngsghickungen  mr  Trans fortnation  msamm^n- 

Die  Bedingimgsgleichung  in  der  Form  (5)  Fl' =  11  ist  deswegen 
erkenswert,  weil  die  Koeffizienten  beider  Fimktionssjsteme  separiert 
auftreten;  nichtsdestoweniger  gilt  der  Satz,  dafs  die  sämtUcheH  i  von 
undi}hüiigigen  Integrale  11  i  als  rationale  FunJäimien  dargestdU 
könneHj  und  zwar  als  gebrochene,  deren  Zähler  und  Nenner 
liomogene  und  von  gleichen  Graden  in  Bezug  auf  die  Koeffisienten  sind. 
Da  es  frei  st^ht,  die  gebrochenen  Funktionen  Hg  auf  gleiche  Be- 
ueunnng  zu  bringen,  so  folgt,  dals  man  sie  alle  durch  i  +  1  ganze 
Funktionen  P^  darstellen  kann,  wenn  nämlich 

TT  ^-1       77  ^  TT—  — 

etzt  wird. 
Alle  Funktionen  P^  sind  also  von  »  -|-  1  von  einander  unabhängigen 
und  ich  nenne  sie  die  Determinanten  des  Ftmlditmssifsienis  (2). 
gmügeti    seWst    einem   anderen   System    van   Difjerentialgleichuttgcn, 

'(6)  A,^^  B^^-\-  Cp^  +  i>p,+  ...  =  X    P. 

k  eincH  numerischen  Wert  hatj  der  von  detn  Grade  von  P  ahhüngig 
und  tcie  vorhin 

if  $0  oft  Q  und  (5  verschieden  sind.     (Statt  11  ist  in  den  Funktionen 
A^^f  Bfo,  ...  P  zu  setzen.) 

Sie  haben  femer  die  folgende  Eigenschaft:  Wenn  man  die  Beter- 
minnnie  der  Substituti&nslocffisienten  durch  r  bezeichnet  und  durch  P 
und  P'  entsprechende  der  angegebenen  Vn'bindungen  aus  den  Koeffizienten 
ursprünglichen  Funlctionen  und  ihrer  transfonnierteti  Formeti,  so  ist 

WO  l  den  in  (6)  vorhrnimenden  numeriscfien  Wert  liat. 

Umgekehrt:  Alle  Funldionen,  welche  in  der  Beziehung  (8)  siehenf 
Integrale  von  (6)  und  (7). 

Alle  bis  jetzt  bekannten  Verbindungen,  welche  die  Eigenschaft  (8) 
dienen  also  zur  Integration  der  Differentialgleichungen  und  zur 
Ltisung  de«  Problems  der  nllgemeinen  TransforniatinD.    Sie  sind  indessen 
der  Verallgemeinerung,  in  welcher  sie  als  zu  einem  ganzen  System 
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von  Funktionen  zugehörig  betrachtet  werden,  noch  nicht  untersucht 
worden,  und  überhaupt  nicht  bekannt,  wenn  die  Funktionen  den  zweiten 
Grad  überschritten  haben.  Ich  befinde  mich  ini  Besitze  von  mehreren 
Methoden,  für  jedes  Funktionssystem  solche  zu  bilden.  Es  scheint, 
dafs  der  Charakter  derselben  mit  jedem  Ghrade  der  Funktionen  und  der 
Anzahl  ihrer  Variabeln  veränderlich  ist. 

Endlich  gilt  tioch  der  Satz,  daß  cUle  Resultate  algebraischer 
Operationen,  welche  aus  den  Koeffijsienten  des  gegebenen  FuftJäimicn- 
sifsfetns  (2)  zu  büdcti  sind,  durch  die  Verbindungen  P  darstellbar  sitidj 
und  dafs  hierzu  nur  noch  die  Auflösung  linearer  Gleichungen  erforderlich 
ist.  Dasselbe  gilt  natürlich  auch,  wenn  man  n  homogene  Funktionen 
von  beliebigen  Graden  und  n  Variabein  gleichzeitig  verschwinden  läfst 
und  das  Resultat  der  Elimination  der  Variabein  aus  diesen  Gleichungen 
darstellen  will. 

Wenn  nur  eine  homogene  Funktion  vorliegt,  so  reduziert  sich  das 
System  der  Differentialgleichungen  auf 

welche  immer  noch  allgemein  genug  sind. 

Man  lindet  die  Differentialgleichungen  (1)  und  (6,  7)  in  speziellen 
Fällen  als  gewöhnliche  lineare  Gleichungen,  welche  in  der  Algebra  von 
Wichtigkeit  sind.  In  diesen  Fällen  sind  die  partiellen  Differential- 
quotienten mit  ihrem  numerischen  Faktor 

cn 1 

die    XJnheJcannten,     In    diesem    Sinne   betrachtet,    folgt,    dafs    die 
lösungen    dieser    Gleichungen    als   partielle   Di/ferentialquotienfrn    fin^-r 
Funliioti  darstellbar  sind. 

Bildet  man  z.  B.  für  die  homogenen  Funktionen  dritten  Grades 
von  drei  Variabein  die  Gleichungen  Af,„^  0,  wo  a«if  der  rechten  Seite 
überaD  Null  gesetzt  ist,  so  erhalt  mau  das  System  von  9  linearen 
Gleichungen,  welches  Hesse  benutzt,  um  die  Gröfsen  ^?»i^  seiner  Ab- 
handlung zu  bestimmen.  Dafs  sie  die  partiellen  Differentialquotienten 
einer  Funktion  sind,  bemerkt  derselbe  nicht;  aber  er  leitet  auf  anderem 
Wege  eine  Eigenschaft  derselben  ab,  welche  aus  der  vorstehenden  sofort 
eich  ergiebt. 

Für  den  vorliegenden  Fall  giebt  es  nur  eine  Bedingungsgleichung 
zur  allgemeinen  Transformation,  nämlich: 


S"» 


5» 


wo  T  und  S  die  Funktionen  meiner  Abhandlung  sind,  und  zwar,  weil 
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T^r^T,  S'=f^  S 
ist.     Hieraus  folgen   die  Werte  der  Pxi^n  welche  ich  publiziert  habe, 
durch  Differentiation  von  J'/zS^  nach  den  Konstanten. 

Ich   weise   noch  nach,    dafs   in  allen  Fällen    die  Bestimnning   der 

Substitutions- Koeffizienten    für    die    Transformation    der    homogenen 

[iktionen    durch    lineare    Substitutionen    ans    denselben    Prinzipien 

rorgeht,  so  dafs  die  gewöhuliche  Methode,  TrEuisfonnationen  durch 

LKlimination  der  Substitutionskoeffizienten  aus  den  bezüglichen  Gleichungen 

ihren,  gänzlich  vermieden  werden  kann. 

Üb^     die    Methode,     Systeme    simultaner    partieller    Differential- 

gleiehtmgen    im    allgemeinen    zu    integrieren,    will    ich    erst    in   einer 

neuen   Abhandlung  einige  Theoreme  entwickeln. 


Berlin,  den  20.  März  1851. 
. . .  Ich  habe  mehrere  eigene  Arbeiten  fertig  liegen,  aber  nicht  in  der 
Form,  dal's  sie  zum  Vorlegen  sich  eignen;  was  ich  möglicherweise  dazu 
Terwenden  konnte,  habe  ich  mir  erlaubt  beizulegen.    Es  ist  aber  gerade 

I  das  Allerunwesentlichste.  Indessen  kann  ich  es  momentan  nicht  ändern. 
Ich  überhisse  Ihrer  geneigten  Beurteilung,  ob  Sie  das  Beigehende  filr 
den  zu  erreichenden  Zweck  nützlich  erachten. 

Von  meiner  Hauptabhandlung  habe  ich  einen  zwar  abgerundeten 
und  für  sich  abgeschlossenen  Teil  gegeben,  aber  nicht  einmal  die  Hälfte 
de«  Apparates,  den  ich  in  Händen,  doch  nicht  in  der  Iteiuschrift  habe. 
Itbenso  geht  es  mir  mit  den  Darstdlungen  über  die  homogefien  Funk- 
Uonen  dritten  Grades  von  drei  Vanabdn,  femer  über  G-radbesümmunffen 
€mer  gewissen  Klasse  voti  Eliminatiomrcsidtatvn ,  femer  üher  die  Deter- 
miHOtUen  der  Glekhung  des  fünften  Grades  mit  einer  Unbekamden,  dea- 

I  gleichen  über  die  Determinanten  der  homogenen  Funktionen  tierten  Grades 
wn  drei  Variahcln.  Es  kommt  noch  hinzu,  dafs  ich  in  den  letzten 
Wochen  an  Anfällen  von  der  Grippe  litt  tmd  mich  fortwährend  in 
einem  nnangenehmen  physischen  Zustande  beHnde,  der  freilich  nur 
Folge  der  Erkältung  ist,  aber  mich  unfähig  macht,  zusammenhängende 
Üedanken  zu  fassen.  .  . . 


Mathematische  Probleme. 

'Vortrag,  gehalten  auf  dem  iuterDationalen  Mathematiker -Kongrefa 

zu  Paris  1900. 

Von  1).  IliLBERT  in  Göttingen. 

Aus  den  Nachricliten  der  K.  Geaellachaft  der  Wissenßchaften  zu  Göttingen. 
Math.-yhjs.  Klasse.    1900.    Heft  3.     Mit  Zusätzen  des  Ycrfiasaers. 

Wer  von  uns  würde  nicht  gern  den  Schleier  lüften,  unter  dem  die 
Zukunft  verborgen  liegt,  um  einen  Blick  zu  werfen  auf  die  bevor- 
stehenden Fortschritte  unserer  Wissenschaft  und  in  die  Geheimnisse 
ilirer  Eutwickelung  während  der  künftigen  Jahrliunderte!  Welche  be- 
sonderen Ziele  werden  es  sein,  denen  die  führenden  mathematischen 
Geister  der  kommenden  Geschlechter  nachstreben?  Welche  neuen  Me- 
thoden und  neuen  Thatsachen  werden  die  neuen  Jahrhunderte  entdecken 
—  auf  dem  weiten  und  reichen  Felde  mathematischen  Denkens? 

Die  Geschichte  lehrt  die  Stetigkeit  der  Entwickelung  der  Wissen- 
schaft. Wir  wissen,  dafs  jedes  Zeitalter  eigene  Probleme  hat,  die  das 
kommende  Zeitalter  löst  oder  als  unfruchtbar  zur  Seite  schiebt  und 
durch  neue  Prol)leme  ersetzt.  Wollen  wir  eine  Vorstellung  gewinnen 
von  der  mutmalslichen  Entwickelung  mathematischen  Wissens  in  der 
nächsten  Zukunft,  so  müssen  wir  die  oÖenen  Fragen  vor  unserem  Geiste 
passieren  lassen  und  die  Probleme  überschauen,  welche  die  gegenwärtige 
Wissenschaft  stellt,  und  deren  Losung  wir  von  der  Zukunft  erwarten. 
Zu  einer  solchen  Musterung  der  Probleme  scheint  mir  der  heutige  Tag, 
der  an  der  Jahrhimdertwende  liegt,  wohl  geeignet;  denn  die  groisen 
Zeitabschnitte  fordern  uns  nicht  blofs  auf  zu  Kückbhcken  in  die  Ver- 
gangenheit, sondern  sie  lenken  unsere  Gedanken  auch  auf  das  unbekannte 
Bevorstehende. 

Die  hohe  Bedeutung  bestimmter  Probleme  für  den  Fortschritt  der 
mathematischen  Wissenschaft  im  allgemeinen  und  die  wichtige  Rolle, 
die  sie  bei  der  Arbeit  des  einzelnen  Forschers  spielen,  ist  unleugbar. 
Solange  ein  Wissenszweig  Überflufs  an  Problemen  bietet,  ist  er  lebens- 
kräftig;  Mangel   an  Problemen   bedeutet  Absterben  oder  Aufhören  der 
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wlbBtandigen  Entwtckeliing.  Wie  überhaupt  jedes  mense^hliche  Unter- 
nehmen Ziele  verfolgt,  so  brant-ht  die  matheniatische  Forschmig  Probleme. 
Durch  die  Lösung  von  Problemen  stählt  sich  die  Kraft  des  Forschers*, 
er  findet  neue  Methoden  and  Ausblicke,  er  gewinnt  einen  weiteren  und 
freieren  Horizont. 

Es  ist  schwierig  imd  oft  unmöglich,  den  Wert  eines  Problems  im 
roraus  richtig  zu  beurteilen;  denn  schliefslioh  eüts(^heidet  der  Gewinn, 
'den  die  Wissenschaft  dem  Problem  verdankt.  Dennoch  könneu  wir 
ob  es  allgemeine  Merkmale  giebt,  die  ein  gutes  mathematisches 
oblem  kennzeichnen. 

Ein  alter  französischer  Mathematiker  hat  gesagt:  Eine  mathe- 
matische Theorie  ist  nicht  eher  als  vollkommen  anzusehen,  als  bis  du 
sie  so  klar  gemacht  hast,  dals  du  sie  dem  ersten  Manne  erklären 
konntest,  den  du  auf  der  Stndse  triflst.  Diese  Klarheit  und  leichte 
Fafslichkeit,  wie  sie  hier  so  drastisch  für  eine  mathematische  Theorie 
terlaugt  wird,  möchte  ich  viel  melir  von  eioeni  mathematischen  Problem 
fordern,  wenn  dasselbe  vollkommen  sein  soll;  denn  das  Klare  und  leicht 
Fafsliehe  zieht  uns  an,  das  Verwickelte  schreckt  uns  ab. 

Ein  mathematisches  Problem  sei  femer  schwierig,  damit  es  uns  reizt, 
und  dennoch  nicht  völlig  unzugänglich,  damit  es  unserer  Anstrengung 
nicht  spotte;  es  sei  uns  ein  Wahrzeichen  auf  den  verschlungenen  Pfaden 
zu  verborgenen  Wahrheiten  —  uns  hernach  lohnend  mit  der  Freude 
über  die  gelungene  Lösung. 

Die  Mathematiker  früherer  Jahrhunderte  pflegten  sich  mit  leiden- 
schaftbchem  Eifer  der  Lösung  einzelner  schwieriger  Probleme  hin- 
zugeben; sie  kannten  den  Wert  schwieriger  Probleme.  Ich  erinnere 
nur  an  das  von  Johann  Bernoulli  gestellte  Problem  der  Linie  des 
Falles.  Die  Erfahrung  zeige,  so  l^ihrt  Bernoulli  in  der 
öffentlichen  Ankündigung  dieses  Problems  aus,  dafs  edle  Geister  zur 
Arbeit  an  der  Yermehnmg  des  Wissens  durch  nichts  mehr  angetrieben 
werden,  als  wenn  man  ihnen  schwierige  und  zugleich  nützliche  Auf- 
^gmben  vorlege,  und  so  hoffe  er,  sich  den  Dank  der  mathematischen 
Welt  zu  verdienen,  wenn  er  nach  dem  Beispiele  von  MtLnnem,  wie 
,  Mersenne,   Pascal,  Fermat,  Viviani  und  anderen,  welche  vor  ihm 

Ibe  thaten,  den  ausgezeichneten  Analysten  seiner  Zeit  eine  Auf- 

he  vorlege,  damit  sie  daran  wie  an  einem  Prüfsteine  die  Güte  ihrer 

ethoden  beurteilen  und  ihre  Kräfte  messen  könnten.     Dem  genannten 

'rubleni  von  Bernoulli  und  ähnlichen  Problemen  verdankt  die Variations- 

lung  ihren  Ursprung. 

Fermat    hatte   bekanntlich    behauptet,    dafs    die    Diophantische 

kumg 
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—  aufser  in  gewissen  selbstverständlicheD  Fällen  —  in  ganzen  ZaMen 
X,  y,  M  unlösbar  sei;  das  Pmhhm ,•  diese  JJnmöglirhlieit  nachzuweisen, 
bietet  ein  schlfigentios  Beispiel  Jaitir,  wie  fordernd  ein  sehr  spezielles 
und  scheinbar  unbedeutendes  Problem  auf  die  Wissenschaft  ein- 
wirken kann.  Denn  durch  die  F  er  matsche  Aufgabe  angeregt, 
gelangte  Kummer  zu  der  Einführung  der  idealen  Zahlen  und  zur 
Entdeckung  des  Satzes  von  der  eindeutigen  Zerlegung  der  Zahlen 
eines  Kreiskörpers  in  ideale  Primfaktoren  —  eines  Satzes,  der  heute 
in  der  ihm  durch  Dedekind  und  Krone  ck er  erteilten  Verall- 
gemeinerung auf  beliebige  algebraische  Zablbereiche  im  Mittelpunkte 
der  modernen  Zahlentheorie  steht,  und  dessen  Bedeutung  weit  über  die 
Grenzen  der  Zahlentheorie  hinaus  in  das  Gebiet  der  Algebra  und  der 
Funktionentbeorie  reicht. 

Um  Ton  einem  ganz  anderen  Forschungsgebiete  zu  reden,  so  er- 
innere ich  an  das  Dreikörperprohlem.  Dem  Umstände,  daXs  Poincare 
es  unteruahm,  dieses  schwierige  Problem  erneut  zu  behandeln  und  der 
Lüsimg  näher  zu  führen,  verdanken  wir  die  fruchtbaren  Metboden  imd 
die  weittragenden  Prinzipien,  die  dieser  Gelehrte  der  himmlischen 
Mechanik  erschlossen  hat,  und  die  heute  auch  der  praktische  Astronom 
anerkennt  und  anwendet. 

Die  beiden  vorhin  genannten  Probleme,  das  Fermatsche  Problem 
und  das  Dreikörperproblem,  erscheinen  uns  im  Vorrat  der  Probleme 
fast  wie  entgegengesetzte  Pole,  das  erstere  eine  freie  Erfindung  des 
reinen  Verstandes,  der  Region  der  abstrakten  Zalüentheorie  angehörig; 
das  andere  uns  von  der  Astronomie  aufgezwimgen  und  notwendig  zur 
Erkenntnis  einfachster  fundamentaler  Naturphiüiomeue. 

Aber  oftmals  triflFt  es  sich  auch,  dafs  das  niimliche  spezielle 
Problem  in  die  verschiedenartigsten  Disziplinen  mathematischen  Wissens 
eingreift.  So  spielt  das  ProUmn  der  kürzesten  Linie  zugleich  in  den 
Grundlagen  der  Geometrie,  in  der  Theorie  der  krummen  Linien  und 
Flächen,  in  der  Mechanik  und  in  der  Variationsrechnung  eine  wichtige 
historische  und  prinzipielle  Rolle.  Und  wie  überzeugend  hat  F.  Klein 
in  seinem  Buche  über  das  Ikosaeder  die  Bedeutung  geschildert,  die 
dem  Problem  der  regulmc^i  Polyeder  in  der  Eleraentargeometrie,  in 
der  Gruppen-  und  Gleichungstheorie  und  in  der  Theorie  der  linearen 
D  ifferentialglei  chungen  zukommt ! 

Um  die  Wichtigkeit  bestimmter  Probleme  ins  Licht  zu  setzen, 
darf  ich  auch  auf  Weierstrafs  hinweisen,  der  es  als  eine  glückliche 
Fügung  bezeichnete,  dafa  er  zu  Beginn  seiner  wissenschaftlichen  Lauf- 
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bahn  cm    ao    bedeutendes   Problera    vorfand,   wie    es    das   Jacohische 
UiM^rprohlen^  war,  an  dessen  Bearbeitung  er  sich  machen  konnte. 

Nachdem  wir  uns  die  allgemeine  Bedeutung  der  Probleme  in  der 
Mathematik  vor  Augen  geführt  haben,  wenden  wir  uns  zu  der  Frage, 
iWB  welchen  Quellen  die  Mathematik  ihre  Probleme  schöpft.  Sicherlich 
len  die  ersten  und  ältesten  Probleme  in  jedem  mathematischen 
rissenszweige  aus  der  Erfahrung  und  sind  durch  die  Welt  der  äufseren 
Erscheinungen  angeregt  worden.  Selbst  die  Regeln  des  Eeehietis  mit 
Zahlen  sind  auf  einer  niederen  Kulturstufe  der  Menschheit 
MToU  in  dieser  Weise  entdeckt  worden,  wie  ja  auch  heute  noch  das 
Kind  die  Anwendung  dieser  Gesetze  nach  der  empirischen  Methode  er- 
lernt Da«  Gleidie  gut  von  den  ersten  Problemen  der  Geometrie:  den 
dem  Altertum  überlieferten  Problemen  der  Kubusverdoppehing, 
er  Quadratur  des  Kreises  und  den  ältesten  Problemen  aus  der  Theorie 
der  Auflösung  numerischer  Gleichungen,  aus  der  Kurveulehre  und  der 
Hfferential-  und  Integralrechnung,  aus  der  Yariationsrecbnung,  der 
beorie  der  Fouri ersehen  Reihen  und  der  Potcntialtheorie  —  gar  nicht 
tu  Teilen  von  der  weiteren  reichen  FüUe  der  eigentlichen  Probleme 
»08  der  Mechanik,  Astronomie  und  Physik. 

Bei  der  Weiterentwickelung  einer  mathematischen  Disziplin  wird 
sich  jedoch  der  menschliche  Geist,  ermutigt  durch  das  Gelingen  der 
Losungen,  seiner  Selbständigkeit  bewufst;  er  schafft  aus  sich  aelbst 
bemus  oft  ohne  erkennbare  siufsere  Anregimg  allein  durch  logisches 
^Kombinieren,  durch  Verallgemeinem,  Spezialisieren,  durch  Trennen  und 
Summein  der  Begriffe  in  glücklichster  Weise  neue  und  fruchtbare 
Probleme  und  tritt  dann  selbst  als  der  eigentliche  Frager  in  den 
Vordergnmd.  So  entstanden  das  Primzühlprohhm  und  die  übrigen 
Pr<:»bleme  der  Arithmetik,  die  Galoissche  Gleichuugatheorie,  die  Theorie 
der  algebraischen  Invarianten,  die  Theorie  der  Abelschen  und  auto- 
I  morphen  Funktionen,  und  so  entstehen  überhaupt  fast  alle  feineren 
\  Frntjm  der  nuKÜ-met}  Zahlen-  und  Funkiioneniheorie. 

Inzwischen,  während  die  Schaifenskraft  des  reinen  Denkens  wirkt, 
kommt   auch   wieder   von  neuem   die  Aulsenwelt  zur  Geltimg,    zwingt 
uns  durch   die  wirklichen  Erscheinungen   neue  Fragen   auf,  erschüefst 
^seiie  mathematische  Wissensgebiete  und,  indem  wir  diese  neuen  Wissens- 
gebiete für  das  Reich  des  reinen  Denkens  zu  erwerben  suchen,  finden 
bwir  h&oiig  die  Antworten  auf  alte  ungelöste  Probleme  und  fördern  so 
Ptagleioh  am  besten  die  alten  Theorien.    Auf  diesem  stets  sich  wieder- 
holenden  und   wechselnden  Spiel  zwischen  Denken   und  Erfahrung  be- 
%rie  mir  scheint,  die  zahlreichen  und  überraschenden  Analogien 
j«ne   scheinbar  prästabilierte  Harmonie,  welche  der  Mathematiker 
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80  oft  in  den  Fragestellungen^  Methoden  und  Begriffen  verscbiedener 
Wissensgebiete  walimimmt. 

Wir  erörtern  noch  kurz,  welclie  berechtigten  allgemeinen  Forderungen 
an  die  Lösung  eines  mathematischen  Problems  zu  stellen  sind:  ich 
meine  vor  allem  die,  dafs  es  gelingt,  die  Richtigkeit  der  Antwort  durch 
eine  entlliche  Anzahl  von  Schlüssen  darzuthim  und  zwar  auf  Grund 
einer  endlichen  Anzahl  von  Voraussetzungen,  welche  in  der  Problem- 
stellung liegen,  und  die  jedesmal  genau  zu  formulieren  sind.  Diese 
Fordenmg  der  logischen  Deduktion  mittelst  einer  endlichen  Anzahl 
von  Schlüssen  ist  nichts  anderes  als  die  Forderung  der  Strenge  in  der 
Beweisführung.  In  der  That,  die  Forderung  der  Strenge,  die  in  der 
Mathematik  bekanntlich  von  sprichwörtlicher  Bedeutung  geworden  ist, 
entspricht  einem  allgemeinen  philosophischen  Bedürfnis  unseres  Ver- 
standes, und  andererseits  kommt  durch  ihre  Erfüllung  allein  erst  der 
gedankliche  Inhalt  und  die  Fruchtbarkeit  des  Problems  zur  vollen 
Geltmig.  Ein  neues  Problem,  zumal  wenn  es  aus  der  äufseren  Er- 
Bcheinungawelt  stammt,  ist  wie  ein  junges  Reis,  welches  nur  gedeiht 
und  Früchte  trägt,  wenn  es  auf  den  alten  Stamm,  den  sicheren  Besitz- 
stand unseres  mathematischen  Wissens,  sorgfältig  und  nach  den 
strengen  Kunstregelu  des  Gärtners  aufgepfropft  wird. 

Zudem  ist  ea  ein  Irrtum  zu  glauben,  dafs  die  Strenge  in  der  Be- 
weisführung die  Feindin  der  Einfachheit  wäre.  An  zahlreichen  Bei- 
spielen finden  wir  im  Gegenteil  bestätigt,  dals  die  strenge  Methode 
auch  zugleich  die  einfachere  und  leichter  fafsliche  ist.  Das  Streben 
nach  Strenge  zwingt  uns  eben  zur  Auffindung  einfacherer  Schlufs weisen; 
auch  bahnt  es  uns  häufig  den  Weg  zu  Methoden,  die  entwickelungs- 
fäbiger  sind  als  die  alten  Methoden  von  geringerer  Strenge.  So  erfuhr 
die  Theorie  der  algebraischen  Kurven  durch  die  strengere  funktionen- 
theoretische Methode  und  die  folgerichtige  Einführung  transzendenter 
Hilfsmittel  eine  erhebliche  Vereinfachung  und  gröfsere  Einheitlichkeit. 
Der  Nachweis  femer,  dafs  die  Potenzreihe  die  Anwendimg  der  vier 
elementaren  Rechnungsarten  sowie  das  gliedweise  Differentiieren  und 
Integrieren  gestattet,  und  die  darauf  beruhende  Erkenntnis  der  Bedeu- 
tung der  Potenzreihe  trug  erheblich  zur  Vereinfachung  der  gesamten 
Analyais,  insbesondere  der  Theorie  der  Elimination  und  der  Theorie 
der  Differentialgleichungen  sowie  der  in  derselben  zu  führenden 
Existenzbeweise  bei.  Das  schlagendste  Beispiel  aber  für  meine  Be- 
hauptung ist  die  Variationsrechnung.  Die  Behandkmg  der  ersten  und 
zweiten  Variation  bestimmter  Integrale  brachte  zum  Teil  äufserst  kom- 
plizierte Reclinungen  mit  sich,  und  die  betreffenden  Entwickelungen 
der  alten  Mathematiker  entbehrten  der  erforderlichen  Strenge.     Weier- 
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ttrtfs  zeigte  uns  den  Weg  zu  einer  neuen  nnd  sicheren  Begründung 
wr  Variationsrechnung.  An  dem  Beispiel  des  einfachen  Integrals  und 
dea  Doppelintegrals  werde  ich  zum  8cblufs  meines  Vortrages  kurz  rin- 
deaten^  wie  die  Verfolgung  dieses  Weges  zugleich  eine  überraschende 
yereuifacbung  der  Variationsrechnung  mit  sich  bringt,  indem  zum 
Nachweis  der  notwendigen  und  hinreichenden  Kriterien  für  das  Ein- 
treten eines  Maximums  und  Minimums  die  Berechnung  der  zweiten 
Variation  und  zum  Teil  sogar  die  mühsamen  an  die  erste  Variation 
anknfipfenden  Schlüsse  völlig  entbehrlich  werden  —  gar  nicht  zu  reden 
TOD  dem  Fortechritte,  der  in  der  Aufhebung  der  Beschränkung  auf 
solche  Variationen  liegt,  für  die  die  Düfertntialquotienten  der  Funktionen 
nur  wenig   rariieren. 

Wenn  ich  die  Strenge  in  den  Beweisen  als  Erfordernis  für  eine 
ToUkominene  Lösung  eines  Problems  hinstelle,  so  möchte  ich  anderer- 
wit»  sEugleieh  die  Meinung  widerlegen,  als  seien  etwa  nur  die  Begriffe 
der  Analysis  oder  gar  nur  diejenigen  der  Arithmetik  der  völlig  strengen 
Behandlang  fähig.  Eine  solche  bisweilen  von  hervorragenden  Seiten 
vertretene  Meinung  halte  ich  für  durchaus  irrig;  eine  so  einseitige 
ing  der  Fordenmg  der  Strenge  führt  Ijald  zu  einer  Ignorierung 
aus  der  Geometrie,  Mechanik  und  Physik  stammenden  Begriffe, 
ni  einer  Unterbindung  des  Zuflusses  von  neuem  Material  aus  der 
kolsenwelt  und  schHefslich  sogar  in  letzter  Konsequenz  zu  einer 
ferwerfung  der  Begriffe  des  Kontinuunis  und  der  Irrationalzahl. 
Welch*  wichtiger  Lebensnerv  aber  iviirde  der  Mathematik  abgesclmilten 
durch  eine  Exstirpation  der  Geometrie  und  der  mathematischen  Physik? 
meine  im  Gegenteil ,  wo  immer  von  erkenntnistheoretischer  Seite 
in  der  Geometrie  oder  aus  den  Theorien  der  Naturwissenschaft 
latische  Begriffe  auftauchen,  erwächst  der  Mathematik  die  Auf- 
die  diesen  Begriffen  zu  Grunde  liegenden  Prinzipien  zu  erforschen 
diBselben  durch  ein  einfaches  und  voIlstikncJiges  System  von  Axiomen 
festzulegen,  dafs  die  Schärfe  der  neuen  Begriffe  und  ihre  Ver- 
ibarkeit  zur  Deduktion  den  alten  arithmetischen  Begriffen  in  keiner 
(icht  nachsteht. 

Za    den  neuen  Begriffen    gehören    notwendig  auch  neue  Zeichen; 
w^ählen    wir  derart,  dafs  sie  uns  an  die  Erscheinungen  erinnern, 
der^AnlaTs    waren  zur  Bildung  der  neuen  Begriffe.     So   sind   die 
geometrischen  Figuren  Zeichen  filr  die  Erinnerungsbilder  der  räumlichen 
i^hauung  und  finden  ahi  solche  bei  aUen  Mathematikern  Verwendung. 
**"  r   benutzt   nicht  steU  zugleich  mit  der  Doppelungleichung  a>b>c 
drei    Gröfsen  a,  b,  c  das  Büd  dreier  hinter  einander  auf  einer  Ge- 
Uegenden  Punkte   als   das   geometrische   Zeichen   des   Begriffes 

A>«ai^  A.r  MAtb.»Mik  und  Phy,ik.    m  B.ij,e.    l  4 
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„zwischen"?  Wer  bedient  sich  nicht  der  Zeichnung  in  einander  ge- 
lagerter Strecken  und  Rechtecke,,  wenn  es  gilt,  einen  schwierigen  Satz 
über  die  Stetigkeit  von  Funktionen  oder  die  Existenz  von  Verdichtungs- 
stellen in  voller  Strenge  zu  beweisen?  Wer  könnte  ohne  die  Figur  des 
Dreiecks,  des  Kreises  mit  seinem  Mittelpim^kt.  wer  ohne  das  Kreuz 
dreier  zu  einander  senkrechter  Achsen  auskommen?  oder  wer  wollte 
auf  die  Vorstellung  des  Vektorfeldes  oder  das  Bild  einer  Kurven-  oder 
Flächenschar  mit  ihrer  Enveloppe  yerzichten,  das  in  der  Differential- 
geometrie, in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  in  der  Begrtindimg 
der  Variationsrechnung  und  anderer  rein  mathematischer  Wissenszweige 
eine  so  wichtige  Rolle  spielt? 

Die  arithmetischen  Zeichen  sind  geschriebene  Figuren,  uud  die 
geometrischen  Figuren  sind  gezeichnete  Formeln,  und  kein  ililathematiker 
könnte  diese  gezeichneten  Formeln  entbehren,  so  wenig  wie  ihm  beim 
Recjmen  etwa  das  Formieren  und  Auflösen  der  Klammem  oder  die  Ver- 
wendung anderer  analytischer  Zeichen  entbehrlich  sind. 

Die  Anwendung  der  geometrischen  Zeichen  als  strenges  Beweis- 
mittel setzt  die  genaue  Kenntnis  und  völlige  Beherrschung  der  Axiome 
voraus,  die  jenen  Figureu  zu  Grunde  liegen,  uud  damit  diese  geo- 
metrischen Figuren  dem  allgemeinen  Schatze  mathematischer  Zeichen 
einverleiht  werden  dürfen,  ist  daher  eine  strenge  axiomatische  Unter- 
suchung ihres  anschauungsmäfsigen  luhaltea  notwendig.  Wie  man  beim 
Addieren  zweier  Zahlen  die  Ziffern  nicht  unrichtig  uuter  einander  setzen 
darfj,  sondern  vielmehr  erst  die  Rechnungsregeln^  d.  h,  die  Axiome  der 
Arithmetik,  das  richtige  Operieren  mit  den  Ziffern  bestinunen,  so  wird 
das  Operieren  mit  den  geometrischen  Zeichen  durch  die  Axiome  der 
geometrischen  Begriffe  und  deren  Verknüpfung  bestimmt. 

Die  Übereinstimmung  zwischen  geometrischem  und  aiithmetischem 
Denken  zeigt  sich  auch  darin,  dafs  wir  bei  arithmetischen  Forschungen 
ebensowenig  wie  hei  geometrischen  Betrachtungen  in  jedem  Augenblicke 
die  Kette  der  Denkoperationen  bis  auf  die  Aj:iome  hin  verfolgen;  viel- 
mehr wenden  wir,  zimial  bei  der  ersten  Inangrifiiiahme  eines  Problems, 
in  der  Arithmetik  genau  wie  in  der  Geometrie  zunächst  ein  rasches, 
uubewuistes,  nicht  definitiv  sicheres  Kombinieren  an,  im  Vertrauen  auf 
ein  gewisses  arithmetisches  Gefühl  für  die  Wirkungsweise  der  arith- 
metischen Zeichen,  ohne  welches  wir  in  der  Arithmetik  ebensowenig 
vorwärts  kommen  würden,  wie  in  der  Geometrie  ohne  die  geometrische 
Einbildungskraft  Als  Muster  einer  mit  geometrischen  Begriffen  und 
Zeichen  in  strenger  Weise  operierenden  arithmetischen  Theorie  nenne 
ich  das  Werk  von  Minkowski^)  „Geometrie  der  Zahlen'^ 

l)  Leipzig  1896. 
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Es  mögen  noch  einige  Bemerkungen  iiber  die  Schwierigkeiten,  die 

L&atbeinatisclie  Probleme  bieten  können,  und  die  Übei-windung  solcher 

[Schwierigkeiten  Platz  finden. 

Wenn  nns  die  Beantwortung  eines  mathematischen  Problems  nicht 
gelingen  wiB,  so  liegt,  häufig  der  Grund  darin^  dafs  wir  noch  nicht  den 
•llgemeineren  Gesichtspunkt  erkannt  haben,  von  dem  aus  das  vorgelegte 
Problem  nur  als  einzelnes  Glied  einer  Kette  verwandter  Probleme  er- 
scheint. Nach  Auffindung  dieses  Gesichtspunktes  wird  häufig  nicht 
nur  das  vorgelegte  Problem  unserer  Erforschung  zugänglicher,  sondern 
irir  gelangen  so  zugleich  in  den  Besitz  einer  Methode,  die  auf  die 
Terwandten  Probleme  anwendbar  ist.    Als  Beispiel  diene  die  Einführung 

tjtompleier   Integration swege   in   der  Theorie  der  bestimmten   Integrale 

^ durch  Cauchy  und  die  Aufstellung  des  Idealbegriffes  in  der  Zahlen- 
theorie durch  Kummer.  Dieser  Weg  zur  Auffindung  allgemeiner  Me- 
thoden ist  gewiXs  der  gangbarste  und  sicherste;  denn  wer,  ohne  ein 
bestimmtes  Problem  vor  Auge  zu  haben,  nach  Methoden  sucht,  dessen 
achen  ist  meist  vergeblich. 

Eine  noch  wichtigere  Rolle  als  das  Verallgemeinern  spielt  —  wie 
ich  glanhe  —  bei  der  Beschäftigung  mit  mathematischen  Problemen 
das  Spezialisieren.     Vielleicht  in  den  meisten  Fällen,  wo  wir  die  Ant- 

Iwort  auf  eine  Frage  vergeblich  suchen,  liegt  die  Ursache  des  Mifs- 
lingens  darin,   dafs  wir  einfachere  und  leichtere  Probleme  als  das  vor- 

r  jplegte  noch  nicht  oder  noch  unToUkommen  erledigt  haben.    Es  kommt 

^daim  alles  darauf  an,  *diese   leichteren   Probleme   aufzufinden  und  ihre 
Lösung   mit    möglichst    vollkommenen   HilfsmitteLu    und    durch  verall- 
aeinerungsfähige   Begriffe    zu  bewerkstelligen.     Diese   Vorschrift  ist 

'^euier  der  wichtigsten  Hebel  zur  Übenvinduug  mathematischer  Schwierig- 
keiten^  und  es  scheint  mir,  dafs  man  sich  dieses  Hebels  meistens  — 
auch  unbewuXst  —  bedient. 
Mitunter  kommt  es  vor,  dafs  wir  die  Beantwortung  unter  imge- 
nügenden  Voraussetzungen  oder  in  unrichtigem  Süme  erstreben  und 
infolge  dessen  nicht  zum  Ziele  gelangen.     Es  entsteht  dann  die  Auf- 

^gabe,  die  Unmöglichkeit  der  Lösung  des  Problems  unter  den  gegebenen 
Voraussetzungen  und  in  dem  verlangten  Sinne  nachzuweisen.  Solche 
ünmöglichkeitfibe weise  wurden  schon  von  den  Alten  geftihrt,  indem  sie 
z.  B.  zeigten,  dafs  die  Hypotenuse  eines  gleichschenkligen  rechtwinkligen 
Dreiecks  zur  Kathete  in  einem  irrationalen  Verhältnisse  steht.  In  der 
neueren  Mathematik  spielt  die  Frage  nach  der  Unmöglichkeit  gewisser 
I/Oftongen   eine  hervorragende  Rolle,   und  wir  nehmen  so  gewahr,   dafs 

Ljiite   schwierige    Probleme    wie    der   Beweis    des   Parallelenaxioms,    die 
atur  des  Kreises  oder  die  Auflösung  der  Gleichungen  5*"°  Grades 
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durch  Wurzelziehen,  wenn  auch  in  anderem  als  dem  ursprünglich  ge- 
meinten Sinne,  dennoch  eine  völlig  befriedigende  und  strenge  Lösung 
geftmden  haben. 

Diese  merkwürdige  Thatsache  neben  anderen  philosophischen  Gründen 
ist  es  wohl,  welche  in  uns  eine  Überzeugung  entstehen  lä&t,  die  jeder 
Mathematiker  gewifs  teilt,  die  aber  bis  jetzt  wenigstens  niemand  durch 
Beweise  gestützt  hat  —  ich  meine  die  Überzeugung,  dafs  ein  jedes  be- 
stimmte mathematische  Problem  einer  strengen  Erledigung  notwendig 
fähig  sein  müsse,  sei  es,  dals  es  gelingt,  die  Beantwortung  der  ge- 
stellten Frage  zu  geben,  sei  es,  dals  die  Unmöglichkeit  seiner  Lösimg 
und  damit  die  Notwendigkeit  des  Müslingens  aller  Versuche  dargethan 
wird.  Man  lege  sich  irgend  ein  bestimmtes  ungelöstes  Problem  vor, 
etwa  die  Frage  nach  der  Irrationalität  der  Euler-Mascheronischen 
Konstanten  C  oder  die  Frage,  ob  es  unendlich  viele  Primzahlen  von 
der  Form  2*  -f-  1  giebt  So  unzugänglich  diese  Probleme  uns  er- 
scheinen, und  so  ratlos  wir  zur  Zeit  ihnen  gegenüberstehen  —  wir 
haben  dennoch  die  sichere  Überzeugung,  dafs  ihre  Lösung  durch  eine 
endliche  Anzahl  rein  logischer  Schlüsse  gelingen  muTs. 

Ist  dieses  Axiom  von  der  Lösbarkeit  eines  jeden  Problems  eine 
dem  mathematischen  Denken  allein  charakteristische  Eigentümlichkeit, 
oder  ist  es  vielleicht  ein  allgemeines  dem  inneren  Wesen  unseres  Ver-* 
Standes  anhaftendes  Gesetz,  dafs  alle  Fragen,  die  er  stellt,  auch  durch 
ihn  einer  Beantwortung  fähig  sind?  Trifft  man  doch  auch  in  anderen 
Wissenschaften  alte  Probleme  an,  die  durch  den  Beweis  der  Unmög- 
lichkeit in  der  befriedigendsten  Weise  und  zum  höchsten  Nutzen  der 
WLssenschaft  erledigt  worden  sind.  Ich  erinnere  an  das  Problem  des 
Peqjefcuura  mobile.  Nach  den  vergeblichen  Versuchen  der  Konstruktion 
eines  Perpetuum  mobile  forschte  man  vielmehr  nach  den  Beziehungen, 
die  zwischen  den  Naturkraften  bestehen  müssen,  wenn  ein  Perpetuum 
mobile  unmöglich  sein  soU  \),  und  diese  umgekehrte  Fr^estellung  führte 
auf  die  Entdeckung  des  Gesetzes  von  der  Erhaltung  der  Energie,  das 
seinerseits  die  Unmöglichkeit  des  Perpetuum  mobile  in  dem  ursprüng- 
lich verlangten  Sinne  erklärt. 

Diese  Überzeugung  von  der  Lösbarkeit  eines  jeden  mathematischen 
Problems  ist  uns  ein  kraftiger  Ansporn  während  der  Arbeit;  wir 
hören  in  uns  den  steten  Zuruf:  Da  ist  das  Problem,  suche  die 
Lösung.  Du  kannst  sie  durch  reines  Denken  finden;  denn  in 
der  Mathematik  giebt  es  kein  Ignorabimus! 

1)  YgL  Helmholti:  über  die  Wechselwirkung  der  yatorkräfte  und  die 
darattf  bexAglichen  nmestea  Ermittelungen  der  Physik.  Vortrag,  gehalten  in 
KOmgtberg  1864. 
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ünennelsljcli  ist  die  Fülle  von  Problemen  id  der  Mathematik,  und 
sobald  ein  Problem  gelöst  ist,  tauchen  an  dessen  Stelle  zahllose  neue 
Proldeme  auf.  Gestatten  Sie  mir  im  Folgenden,  gleichsam  zur  Probe^ 
aas  verschiedenen  mathematischen  Disziplinen  einzelne  bestimmte  Pro- 
bleme 7-n  nennen,  von  deren  Behandlung  eine  Förderung  der  Wissen- 
sich envarten  läfst, 
Überblicken  wir  die  Prinzipien  der  Änalysis  imd  der  Geometrie. 
Die  anregendsten  und  bedeutendsten  Ereignisse  des  letzten  Jahrhunderts 
knnd  auf  diesem  Gebiete,  wie  mir  scheint,  die  arithmetische  Erfassimg 
ies  Begriffs  des  Kontinumus  in  den  Arbeiten  von  Cauchy,  Bolzano, 
Kantor  und  die  Entdeckung  der  Nicht-Euküdi sehen  Geometrie 
durch  Gaufs,  Bolyai,  Lobatschefskij.  Ich  lenke  daher  zunächst 
Ihre  Aufinerksamkeit  auf  einige  diesen  Gebieten  angehörenden  Probleme. 


1.  Cantors  Problem  von  der  Mächtigkeit  des  Kontiimüms, 

Zwei  Systeme,  d.  h.  zwei  Mengen  von  gewöhnlichen  reellen  Zalileu 
(oder    Punkten)    heifsen    nach    Cantor   äquivalent    oder   von    gleicher 
Mächtigkeit^  wenn  sie  zu  einander  in  eine  derartige  Beziehung  gebracht 
Lwerden  können,  dafs  einer  jeden  Zahl  der  einen  Menge  eine  imd  nur 
'•ine  bestimmte  Zahl  der  anderen  Menge  entspricht.    Die  Untersuchungen 
fOO  Cantop  über  solche  Punktmengen  machen  einen  Satz  sehr  wahr- 
lich,   dessen  Beweis   jedoch   trotz    eifrigster  Bemühungen   bisher 
niemandem  gelungen  ist;  dieser  Satz  lautet: 

Jedes  System  von  unendlich  vielen  reellen  Zahlen,  d.  h.  jede  un- 
endliclie  Zahlen-  (oder  Puiikt)menge,  ist  entweder  der  Menge  der  ganzen 
^aattirlichen  Zahlen  l^  2,  S,  .  .  .  oder  der  Menge  sämtlicher  reellen  Zahlen 
ad  mithin  dem  Kontinuum,  d.  h.  etwa  den  Pimkten  einer  Strecke, 
äquivalent;  im  Sinne  der  Aquivalens  (jiebt  es  hiernadi  nur  ztcei  Zahkn- 
die  (ibsählltarc  Mefiffe  und  das  Kontinuum. 
Aus  diesem  Satz  würde  zugleich  folgen,  dafs  das  Kontinuum  die 
nächste  Mächtigkeit  über  die  Mächtigkeit  der  abzahlbaren  Mengen  hinaus 
bildet;  der  Beweis  dieses  Satzes  würde  mithin  eine  neue  Brücke 
schlagen  zwischen  der  abzählbaren  Menge  und  dem  Kontinuum. 

Es  sei  noch  eine  andere  sehr  merkwürdige  Behauptung  Cantors 
erwähnt,  die  mit  dem  genannten  Satze  in  engstem  Zusammenhange 
eht,  und  die  vielleicht  den  Schlüssel  zum  Beweise  dieses  Satzes  liefert. 
ad  ein  System  von  reellen  Zahlen  heifst  geordnet,  wenn  von 
id  zwei  Zahlen  des  Systems  festgesetzt  ist,  welches  die  frühere 
tmd  welches  die  spätere  sein  soll,  und  dabei  diese  Festsetzung  eine 
derartige  iet^  dafs,  wenn  eine  Zahl  a  früher  als  dje  Zahl  b  und  h  früher 
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als  c  ist,  so  aucli  stets  a  firiÜier  als  c  erscheint.  Die  Eatürliche  An- 
ordnung der  Zahlen  eines  Systema  heifse  diejenige,  bei  der  die  kleinere 
als  die  frühere,  die  gröfsere  als  die  spätere  festgesetzt  wird.  Es  giebt 
aber,  wie  leicht  zu  sehen  ißt,  noch  unendlich  viele  andere  Arten,  wie 
man  die  Zahlen  eines  Systems  ordnen  kann. 

Wenn  wir  eine  bestimmte  Ordnung  der  Zahlen  ins  Auge  fassen 
und  aus  denselben  u'gend  ein  besonderes  System  dieser  Zahlen,  ein  so- 
genanntes  Teilsystem  oder  eine  Teilmenge  herausgreifen,  so  erscheint 
diese  Teilmenge  ebenfalls  geordnet.  Cantor  betrachtet  nun  eine  be- 
sondere Art  von  geordneten  Mengen,  die  er  als  wohlgeordnete  Mengen 
bezeichnet,  und  die  dadurch  charakterisiert  sind,  dafs  nicht  nur  in  der 
Menge  selbst,  sondern  auch  in  jeder  Teilmei^e  eine  früheste  Zahl 
existiert.  Das  System  der  ganzen  Zahlen  1,  2,  3,  ...  in  dieser  seiner 
natürlichen  Ordnung  ist  ofienbar  eine  w^ohlgeordnete  Menge.  Dagegen 
ist  das  System  aller  reellen  Zahlen,  d.  h.  das  Kontinumn  in  seiner 
natürlichen  Ordnung,  offenbar  nicht  wohlgeordnet.  Denn,  wenn  wir  als 
Teilmenge  die  Punkte  einer  endlichen  Strecke  mit  Ausnahme  des  An- 
fangspunktes der  Strecke  ins  Auge  fassen,  so  besitzt  diese  Teilmenge 
jedenfalls  kein  frühestes  Element.  Es  erhebt  sich  nun  die  Frage,  ob 
sieh  die  Gesamtheit  aller  Zahlen  nicht  in  anderer  Weise  so  ordnen 
läfst,  dafs  jede  Teilmenge  ein  frühestes  Element  hat,  d.  h.  ob  das  Kon- 
tinuum  auch  als  wohlgeordnete  Menge  aufgefafst  werden  kann,  waa 
Cantor  bejahen  zu  müssen  glaubt.  Es  erscheint  mir  höchst  wünschens- 
wert, eiiieti  (firekten  Beweis  dieser  merhtiirditjm  Behaupfung  von  Cantor 
gu  gewinnettf  etwa  durch  wirkliche  Angabe  einer  solchen  Ordnung  der 
Zahlen,  bei  welcher  in  jedem  Teilsystem  eine  früheste  Zahl  aufgewiesen 
werden  kann. 


2,  Die  Widerspnichslosigkeit  der  arithmetischen  Axiome. 
Wenn  es  sich  darum  handelt,  die  Gnmdlagen  einer  Wissenschaft 
zu  untersuchen,  so  hat  man  ein  System  von  Axiomen  aufzustellen, 
welche  eine  genaue  und  vollständige  Beschreibung  derjenigen  Be- 
ziehungen enthalten,  die  zwischen  den  elementaren  BcgriJÖfen  jener 
Wissenschaft  stattfinden.  Die  aufgestellten  Axiome  sind  zugleich  die 
Definitionen  jener  elementaren  Begriffe,  und  jede  Aussage  innerhalb  des 
Bereiches  der  Wissenschaft,  deren  Grundlage  wir  prüfen,  gilt  uns  nur 
dann  als  richtig,  falls  sie  sich  mittelst  einer  endlichen  Anzahl  logischer 
Schlüsse  aus  den  aufgestellten  Axiomen  ableiten  läfst.  Bei  näherer 
Betrachtung  entsteht  die  Frage,  oh  etwa  gaeisse  Aussagen  eitiselne)' 
Axiome  sich  unier  einander  bedingen,  und  oh  nicht  scnnit  die  Axio 
H<x?Ä  gmieinsame  Bestandteile  mihnltm.  die  man  hfsn/igen  mufSj 
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Systetn  von  Axiomen  gelangen  will,  die  völlig  von  ein- 
unahhängig  siml 
Vor  allem  aber  möchte  icli  unter  den  zahlreichen  Fragen,  welche 
hmsichtlich  der  Axiome  gestellt  werden  können,  dies  als  das  wichtigste 
Problem  bezeichnen^  m  hetveisen,  dafs  dieselben  unter  einander  wider- 
sind,  d.  h.  daß  man  auf  Grund  derselben  mittelst  einer  end- 
AtuM  von  logischen  Sehlüssen  niemals  eu  Resultaten  gelangen 
%t  die  mit  einander  in   Widerspruch  stehen. 

In  der  Geometrie  gelingt  der  Nachweis  der  Widerspruchsloaigkeit 
der  Axiome  dadurch,  dal's  mau  einen  geeigneten  Bereich  von  Zahlen 
konstruiert,  derart,  dafs  den  geometrischen  Axiomen  analoge  Beziehungen 
iwisehen  den  Zahlen  dieses  Bereiches  eütspreehen,  und  dafs  demnatih 
jeder  Widerspruch  in  den  Folgerungen  ans  den  geometrischen  Axiomen 
auch  in  der  Arithmetik  jenes  Zahlenbereichea  erkennbar  sein  müJste. 
Aof  diese  Weise  wird  also  der  gewünschte  Nachweis  für  die  Wider- 
spmchslosigkeit  der  geometrischen  Axiome  auf  den  Satz  von  der 
Widerspruchslosigkeit  der  arithmetischen  Axiome  zurückgeführt. 

Zum   Nachweis    für  die   Widerspruchslosigkeit   der  arithmetischen 
(Axiome  bedarf  es  dagegen  eines  direkten  Weges. 

Die  Axiome  der  Arithmetik  sind   im   wesentlichen  nichts  anderes 
als  die  bekannten  Rechnungsgesetze   mit  Hinznnahme  des  Axioms  der 
Stetigkeit.     Ich    habe    sie   kürzlich   zusammengestellt*)    und  dabei  das 
Axiom  der  Stetigkeit   durch  zwei   einfachere   Axiome  ersetzt,  nämlich 
,  daa  bekannte   Archimedische   Axiom   und   ein  neues  Axiom   des  In- 
fhftltes,  dafs  die  Zahlen  ein  System  von  Dingen  bilden,  welches  bei  Auf- 
recbterhaltung  der  sämtlichen  übrigen  Axiome  keiner  Erweiterung  mehr 
fähig   ist.     (Axiom  der  Vollständigkeit.)     Ich  bin  nun  überzeugt,  dals 
e«  gelingen  mufs,  einen  direkten  Beweis  für  die  Widerspruchslosigkeit 
der  arithmetischen  Axiome  zu  finden,  wenn  man  die  bekannten  Schlufs- 
methoden  in  der  Theorie  der  Irrationalzahlen  im  Hinblick  auf  das  be- 
aeichnete  Ziel  genau  durcharbeitet  und  in  geeigneter  Weise  modifiziert. 
Um  die  Bedeutung   des  Problems  noch  nach  einer  anderen  Rück- 
sicht hin  zu  charakterisieren,   möchte   ich  folgende  Bemerkung  hinzu- 
Ugen.     Wenn    man    einem    Begriffe    Merkmale    erteilt,    die    einander 
Nridei«prechen,   so   sage   ich:  der  Begriff  existiert   mathematisch    nicht. 
80  existiert  z.  B.  mathematisch  nicht  eine  reelle  Zahl,  deren  Quadrat 
■  gleich  —  1   ist.     Gelingt  es  jedoch  zu  beweisen,  dafs  die  dem  Begriffe 
eilten  Merkmale  bei  Anwendung  einer  endlichen  Anzahl  von  logischen 
iQssen  niemals  zu  einem  Widerspruche  füluen  können,  so  sage  ich, 
damit  die  mathematische  Existenz  des  Begriffes,  z.  B.  einer  Zahl 
1)  Jahieflbericht  der  Deutscheu  .Mathematiker-Vereinigung,  Bd.  8,  ISJOO,  S,  180. 
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oder  einer  Funktion,  die  gewisse  Forderungen  erfüllt^  bewiesen  worden 
ist  In  dem  vorliegenden  Falle,  wo  es  sich  um  die  Axiome  der  reellen 
Zahlen  in  der  Arithmetik  handelt,  ist  der  Nachweis  für  die  Wider- 
spruehslosigkeit  der  Axiome  zugleich  der  Beweis  für  die  raathenrntische 
Existenz  des  Inbegriflfs  der  reellen  Zahlen  oder  des  Kontinuums.  In 
der  Tliat,  wenn  der  Nachweis  für  die  Widerspruchslosigkeit  der  Axiome 
völlig  gelungen  sein  wird,  so  Terlieren  die  Bedenken,  welche  bisweilen 
gegen  die  Existenz  des  Inbegriifs  der  reellen  Zahlen  gemacht  worden 
sind,  jede  Berechtigung.  Freilich  der  Inbegriff  der  reellen  Zahlen, 
d.  h.  das  Koutinuum  ist  bei  der  eben  gekennzeichneten  Auffassung 
nicht  etwa  die  Gesamtheit  aller  möglichen  Dezimalbruchentwickelungen 
oder  die  Gesamtheit  aller  möglichen  Gesetze,  nach  denen  die  Elemente 
einer  Fundamentalreihe  fortschreiten  können,  sondern  ein  System  von 
Dingen,  deren  gegenseitige  Beziehungen  durch  die  aufgestellten  Axiome 
geregelt  werden,  und  tiir  welche  alle  und  nur  diejenigen  Thatsachen 
wahr  sind,  die  durch  eine  endliche  Anzahl  logischer  Schlüsse  aus  den 
Axiomen  gefolgert  werden  können.  Nur  in  diesem  Sinne  ist  meiner 
Meinung  nach  der  Begriff  des  Kontinuums  streng  logisch  fa&bar. 
Thatsächlich  entspricht  er  auch,  wie  mir  scheint,  so  am  besten 
dem,  was  die  Erfahrung  und  Anschauung  uns  giebt.  Der  Begriff  des 
Kontinuums  oder  auch  der  Begriff  des  Systems  aller  Funktionen 
existiert  dann  in  genau  demselben  Sinne,  wie  etwa  das  System  der 
ganzen  rationalen  Zahlen  oder  auch  wie  die  höheren  Cantorschen 
Zahlklassen  und  Mächtigkeiten,  Denn  ich  bin  überzengt,  dals  auch 
die  Existenz  der  letzteren  in  dem  von  mir  bezeichneten  Siime  ebenso 
wie  die  des  Kontinuums  wird  erwiesen  werden  können  — -  im  Gegen- 
satz zu  dem  System  aller  Mächtigkeiten  überhaupt  oder  auch  aller 
Cantorschen  Alephs,  für  welches,  wie  sich  zeigen  läfst,  ein  wider- 
spruchsloses System  von  Axiomen  in  meinem  Sinne  nicht  aufgestellt 
werden  kann,  und  welches  daher  nach  meiner  Bezeichnungsweise  ein 
mathematisch  nicht  existierender  Begriff  ist. 


Aus  dem   Gebiete  der  Grundlagen  der  Geometrie  möchte  ich  zu- 
nächst das  folgende  Problem  nennen. 


3.  Die  Volumengleichheit  zweier  Tetraeder  von  gleicher  ömndfläche 

nnd  Höhe. 

Gaufs*)  spricht   in  zwei  Briefen  an  Gerling  sein  Bedauern  dar- 
über aus,    dafs  gewisse   Sätze   der   Stereometrie  von   der  Exhauations- 

1)  Werke,  Bd.  8,  S.  841  und  244, 
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methode,  d.  h.  in  der  moderaen  Ausdrucksweise  von  dem  Stetigkeits- 
ixiom  (oder  von  dem  Archimedischen  Axiome)  abhängig  sind. 
Gaufs  nennt  besonders  den  Satz  von  Euklid,  dais  dreiseitige  Pyra- 
miden Ton  gleicher  Höhe  sich  wie  ihre  Grundflächeu  verhalten.  Nun 
ist  die  analoge  Aufgabe  in  der  Ebene  vollkommen  erledigt  worden*); 
auch  ist  es  Gerling')  gelungen,  die  Volumengleiehheit  symmetrischer 
Polyeder  durch  Zerlegung  in  kongruente  Teile  zu  beweisen.  Dennoch 
erscheint  mir  der  Beweis  des  eben  genajmteu  Satzes  von  Euklid  auf 
diese  Weise  im  aUgemeinen  wohl  nicht  als  möglich^  und  es  würde  sich 
abo  am  den  strengen  Ünmöglichkeitsbeweis  handeln.  Ein  solcher 
yWäre  erbracht,  sobald  es  gelingt,  swei  Tetraeder  mit  (jleicher  Gmtul- 
und  von  yleidier  Höhe  anzugebm,  die  sich  auf  heitte  Weise  in 
tiif  Tetrardvr  sfirJe<j€n  lassen,  und  die  sicJi  aueh  durch  ffingu- 
koiigmentrr  Telraeder  nicht  zu  sokhett  Pohfed^m  ergänzen 
Imsetty  für   die   ihrerseits   eine  Zerlegung   in  kongniente  Tetraalcr  img- 


^«räre  erb 


4.  Problem  von  der  Geraden  als  ktrzeBter  Verbindung  zweier  Punkte. 

Eine  andere  Problemstellung,  betreffend  die  Grundlagen  der  Geo- 
metrie, ist  diese.  Wenn  wir  von  den  Axiomen,  die  zum  Aufbau  der 
gewöhnlichen  Euklidischen  Geometrie  nfitig  sind,  das  Parallelenaxiom 
nnterdrüeken,  bezüglich  als  nicht  erfüllt  annehmen,  dagegen  alle 
übrigen  Axiome  beibehalten,  so  gelangen  wir  bek;jinÜich  zn  der 
Lobatschefskijschen  (hyperbolischen)  Geometrie;  wir  dürfen  daher 
sagen,  dafs  diese  Geometrie  insofern  eine  der  Euklidischen  nächst- 
stehende Geometrie  ist.  Fordern  wir  weiter,  dafs  dasjenige  Axiom 
nicht  erfallt  sein  soll,   wonach  von   drei  Punkten   einer  Geraden  stets 

Leiner  und  nur  einer  zwischen  den  beiden  anderen  liegt,  so  erhalten  wir 
Ke  Riemannsche  (elliptische)  Geometrie,  ho  dafs  diese  Geometrie  als 
eine  der  Lobatschefskijschen  nächststehende  erscheint.  Wollen  wir 
eine    ähnliche     prinzipielle    Untersuchung    über    das    Archimedische 

iJLuom  ausführen,  so  haben  wir  dieses  als  nicht  erfüllt  anzusehen  und 
i^langen  somit  zu  den  Nicht- Archimedischen  Geometrien,  die  von 
TerOAeBe  und   mir  imtersucht  worden  sind.     Die  allgemeinere  Frage, 

1)  Vgl.  aufser  der  früheren  Litteratur  Hilbert:  Grrundlagen  der  Geometrie, 
'Lelpdg  1899,  Kapitel  IV. 

2)  Gaufs'  Werke,  Bd.  8.  S.  242. 

S)  laswiachen  ist  es  Herrn  Dehn  gelungen,  diesen  Nachweis  zu  führen. 
Vgl.  dessen  Note  „t^ber  raumgleiche  Polyeder*'  Nachrichten  der  K  Ges.  d.  Wis«. 
xn  QötÜngen  1900,  sowie  eine  demnächst  in  den  mathematischen  Anualen  er- 
eiaende  Arbeit. 
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die  sich  nun  erhebt,  ist  die,  ob  sich  noch  nach  anderen  fruchtbaren 
Gesichtspunkten  Geometrien  aufstellen  lassen,  die  mit  gleichem  Recht 
der  gewöhnlichen  Euklidischen  Geometrie  nächststehend  sind,  und 
da  möchte  ich  Ihre  Aufmerksamkeit  auf  einen  Satz  lenken,  der  von 
manchen  Autoren  sogar  als  Definition  der  geraden  Linie  hingestellt 
worden  ist,  und  der  aussagt,  dafs  die  Gerade  die  kürzeste  Verbindung 
zwischen  zwei  Punkten  ist.  Der  wesentliche  Inhalt  dieser  Aussage  re- 
duziert sich  auf  den  Satz  von  Euklid,  dals  im  Dreiecke  die  Summe 
zweier  Seiten  stets  gröfser  als  die  dritte  Seite  ist,  einen  Satz,  welcher, 
wie  man  sieht,  lediglich  von  elementaren  d.  h.  aus  den  Axiomen  un- 
mittelbar entnommenen  BegriÖen  handelt,  und  daher  der  logischen 
Untersuchung  zugänglicher  ist.  Euklid  hat  den  genannten  Satz  vom 
Dreieck  mit  Hilfe  des  Satzes  vom  Aufsenwinkel  auf  Grund  der  Kon- 
gruenzsätze bewiesen.  Man  überzeugt  sich  nun  leicht,  dafs  der  Beweis 
jenes  Euklidischen  Satzes  allein  auf  Grund  derjenigen  Kongruenzsätze, 
die  sich  auf  das  Abtragen  von  Strecken  imd  Winkeln  beziehen,  nicht 
gelingt,  sondern  dafs  man  zum  Beweise  eines  Dreieckskongruenzsatzes 
bedarf.  So  entsteht  die  Frage  nach  einer  Geometrie,  in  welcher  alle 
Axiome  der  gewöhnlichen  Euklidischen  Geometrie  und  insbesondere 
alle  Kongruenzaxiome  mit  Ausnahme  des  einen  Axioms  von  der 
Dreieckskongruenz  (oder  auch  mit  Ausnahme  des  Satzes  von  der 
Gleichheit  der  Basiswinkel  im  gleiehschenkligen  Dreieck)  gelten,  und  in 
welcher  überdies  noch  der  Satz,  dafs  in  jedem  Dreieck  die  Summe 
zweier  Seiten  gröfser  als  die  dritte  ist,  als  besonderes  Axiom  auf- 
gestellt wird. 

Man  findet,  dafs  eine  solche  Geometrie  thataächlich  existiert  und 
keine  andere  ist  als  diejenige,  welche  Minkowski^)  in  seinem  Buche 
„Geometrie  der  Zahlen"  aufgestellt  und  zur  Grundlage  seiner  arith- 
metischen Untersuchungen  gemacht  hat.  Die  Minkowskische  Geo- 
metrie ist  also  ebenfalls  eine  der  gewöhnlichen  Euklidischen  Geo- 
metrie nächststehende;  sie  ist  im  wesentlichen  durch  folgende 
Festsetzungen  charakterisiert:  Erstens:  Die  Punkte,  die  von  einem 
festen  Punkt  0  gleichen  Abstand  haben,  werden  durch  eine  konvexe 
geschlossene  Fläehe  des  gewöhnlichen  Euklidischen  Raumes  mit  0 
als  Mittelpunkt  repräsentiert.  Zweitens:  Zwei  Strecken  heilsen  auch 
dann  einander  gleich,  wenn  man  sie  durch  Parallelverschiebung  des 
Euklidischen  Raumes  in  einander  überführen  kann. 

In  der  Minkowski  sehen  Geometrie  gilt  das  Parallelenaxiom;  ich 
gelangte  bei   einer  Betrachtung'),   die  ich   über  den  Satz  von  der  ge- 

1)  Leipzig  1896. 

2)  Mathematiflche  Ännalea,  Bd.  46,  S.  91. 
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raden  Linie  als  kürzester  Verbindung  zweier  Punkte  anstellte,  zu  einer 
Oeometrie,  in  welcher  nicht  das  Parallelenaxiom  gilt,  während  alle 
übrigen  Axiome  der  Minkowski  sehen  Geometrie  erfüllt  sind.  Wegen 
«ler  wichtigen  Rolle,  die  der  Satz  von  der  Geraden  als  kürzester  Ver- 
bindung zweier  Punkte  und  der  im  wesentlichen  äquivalente  Satz  von 
Euklid  über  die  Seiten  eines  Dreiecks,  nicht  nur  in  der  Zahlentheorie, 
sondern  auch  in  der  Theorie  der  Flächen  und  in  der  Variationsrechnung 
spielt,  und  da  ich  glaube,  dafs  die  eingehendere  Untersuchung  der 
Bedingungen  für  die  Giltigkeit  dieses  Satzes  ebenso  auf  den  Begriff 
der  Entfernung  wie  auch  noch  auf  andere  elementare  Beginffe, 
z.  B.  den  Begriff  der  Ebene  und  die  Möglichkeit  ihrer  Definition 
mittelst  des  Begriffes  der  Geraden,  ein  neues  Licht  werfen  wird,  so 
erscheint  mir  die  AufsMlmuf  und  systematische  Bchandhmg  der  hier 
mö^lidien  Geometrien  wilnschenswert. 

Im  Fall  der  Ebene  und  unter  Zugrundelegung  des  Stetigkeitsaxioms 
fOütiri  da«  genannte  Problem  auf  die  von  Darboux^)  behandelte  Frage, 
alle  Variationsprobleme  in  der  Ebene  zu  finden,  für  welche  sämtliche 
<Tcraden  der  Ebene  die  Lösungen  sind  —  eine  Fragestellung,  die  mir 
weitgehender  Verallgemeinerungen*)  fähig  und  würdig  erscheint. 


5.  Lie's  Begriff  der  kontinuierlichen  Transformationsgnippe 
olme  die  Annahme  der  Differentiierbarkeit  der  die  Gruppe  definierenden 

Funktionen. 

Lie  hat  bekanntlich  mit  Hinzuziehung  des  Begriffs  der  kontinuier- 
lichen Tranßfomiationagruppe  ein  System  von  Axiomen  für  die  Geo- 
metrie aufgestellt  und  auf  Gnmd  seiner  Theorie  der  Trausformations- 
Bppen  bewiesen,  dafs  dieses  System  von  Axiomen  zum  Aufbau  der 
aetrie  hinreicht.  Da  Lie  jedoch  bei  Begründung  seiner  Theorie 
et«  annimmt,  dafs  die  die  Gruppe  definierenden  Funktionen  differen- 
tiiert  werden  können,  so  bleibt  in  den  Lieschen  Entwickelungen  un- 
j- erörtert,  ob  die  Annahme  der  Differentiierbarkeit  bei  der  Frage  nach 
Axiomen  der  Geometrie  thataächlich  unvermeidlich  ist  oder  nicht 
vielmehr  als  eine  Folge  des  Gruppenbegriffs  und  der  übrigen  geome- 
rischen  Axiome  erscheint.  Diese  tTberlegung,  sowie  auch  gewisse 
robleme  hinsichtlich  der  arithmetischen  Axiome  legen  uns  die  all- 
gemeinere Frage    nahe,   inwieweit  der  Lie  sehe  Begriff  der   kontinuier- 


1)  Le90iis  snr  la  thöorie  gön^rale  des  gurface»^  Bd.  3,  S.  54,  Paris  1894. 

2)  Vgl.   die  interessanten  Untersuchungen   von  Ä.  Hirsch,    Mathematische 
1,  Bd.  49  und  öO. 
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liehen  TransforniaUönsgrnppe  aucft  ohne  Annahme  der  Differeninerharheii 
der  Funkiionm  imaenr  üntersiicJning  mgmtgUch  ist. 

Bekaimtlich     definiert    Lie     die    endliche    kontinuierliche    Trans- 
formationsgruppe  als  ein  System  von  Transformationen 

<  =/;(^iJ  •  •  •;  a?„;  «u  •  •  •;  «v)         (*  =  1,  •  .  .,  ») 
von  der  Beschaffenheit,  dafs  zwei  beliebige  Tninsformationen 


X, 


■fM 


u 


^«;  «u 


K) 


des  Systems,  nach  einander  ausgeführt,  eine  Transformation  ergeben, 
welch©   wiederum   dem  System   angehört  und  sich  mithin  in  der  Form 

^i'  =  fi  ifii^,  4  •  •  •;  fni^,  ö);  Ky  '  ■  ■>  K)  =  fX-^u  '•->  ^„]  fu  '•  -1  O 
darstellen  läfst,  wo  q,  ....  Cr  gewisse  Funktionen  von  Oj,  .  .  .,  o^; 
tj,  . .  .^  i>,  sind.  Die  Gnippeneigenschaft  findet  mithin  ihren  Ausdruck 
in  einem  System  von  Funktionalgleichungen  und  erfordert  an  sich  für 
die  Funktionen  f\,  . .  .,  [„^  i\,  .  . .,  (V  keinerlei  nähere  Beschränkung. 
Doch  die  weitere  Behandlungsweise  jener  Funktionalgleichungen  nach 
Lie,  nämlich  die  Ableitung  der  bekannten  grundlegenden  Differential- 
gleichungen, setzt  notwendig  die  Stetigkeit  und  Differentiierbarkeit  der 
die  Gruppe  definierenden  Funktionen  voraus. 

Was  zunächst  die  Stetigkeit  betrifft,  so  wird  man  gewifs  an  dieser 
Forderung  zimächst  festhalten  —  schon  im  Hinblick  auf  die  geome- 
trischen und  arithmetischen  Anwendungen,  hei  denen  die  Stetigkeit  der 
in  Frage  kommenden  Funktionen  als  eine  Folge  des  Stetigkeitsaxioms 
erscheint.  Dagegen  enthält  die  Differentiierbarkeit  der  die  Gruppe  de- 
finierenden Funktionen  eine  Forderung,  die  sich  in  den  geometrischen 
Axiomen  nur  auf  rerht  gezwungene  imd  komplizierte  Weise  zum  Aus- 
druck bringen  läfst,  imd  es  entsteht  mithin  die  Frage,  ob  nicht  etwa 
durch  Einführung  geeigneter  neuer  Veränderlicher  und  Parameter  die 
Gruppe  stets  in  eine  solche  übergeführt  werden  kann,  für  welche  die 
definierenden  Funktionen  differentiierbar  sind,  oder  ob  wenigstens  unter 
Hinzufügung  gewisser  einfacher  Annahmen  eine  Überführung  in  die 
der  Lieschen  Methode  zugänglichen  Gruppen  möglich  ist  Die  Zu- 
rückfulirung  auf  analytische  Gruppen  ist  nach  einem  von  Lie*)  auf- 
gestellten und  von  Schur*)  zuerst  bewiesenen  Satze  stets  daim  möglich, 
sobald  die   Gruppe   transitiv   ist  und  die  Existenz   der  ersten  und  ge- 


1)  Lie- Engel:  Theorie  der  Tranaformationsgrappea ,  Bd.  3,  Leipsdg  189S. 
§  82  und  §  144. 

2)  Über  den  analytischen  Charakter  der  eine  endliche  kontinuierliche 
Trau8fonnatioDi»gruppe  darütelleudeu  Funktionen.  Mathematische  Annalen, 
Bd.  41. 
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zweiter  Ableitungeii  der  die  Gruppe  definierenden  Funktionen 
Toransgesetzt  wird. 

Auch  für  unendJiche  Gruppen  ist,  wie  ich  glaube,  die  Untersuchung 
dfT  entsprechenden  Frage  von  Interesse.  Überhaupt  werden  wir  auf 
das  weite  und  nicht  uninteressante  Feld  der  Funktionalgleichungen  ge- 
führt« die  bisher  meist  nur  unter  der  Voraussetzung  der  Differentiier- 
Imrkeit  der  auftretenden  Funktionen  untersucht  worden  sind.  Ins- 
besondere die  von  ÄbeP)  mit  so  vielem  Scharfsinn  behandelten 
Funktionalgleichungen,  die  DifFerenzengleichuiigen  und  andere  in  der 
Litterator  vorkommende  Gleichungen  weisen  an  sich  nichts  auf,  was 
«nr  Forderung  der  Difierentiierbarkeit  der  auftretenden  Funktionen 
zwingt,  und  bei  gewissen  Existenzbeweisen  in  der  Variationsrechnung 
fiel  mir  direkt  die  Aufgabe  zu,  aus  dem  Bestehen  emer  DijQTeronzen- 
gleichung  die  Differentiierbarkeit  der  betrachteten  Funktion  beweisen 
zu  müssen.  In  allen  diesen  Fällen  erhebt  sich  daher  die  Frage,  imvie- 
WtÜ  etwa  die  Äussaf/cn,  die  wir  im  Falle  drr  Anmihwv  difftrentiierharer 
FvtMumen  madim  könftm,  unter  (fceigneten  Modifikationen  okm  difse 
VorawsseUtmg  giWg  sind. 

Bemerkt  sei  noch,  das  H.  Minkowski  in  seiner  vorhin  genannten 
„Geometrie  der  Zahlen"  von  der  Funktioiialungleichung 

fi^i  4-  yu  •  •  *,  -^V.  +  //„)  <  f(:hr  •  •  •;  ^J  +  /'(?/i,  ■  ■  -,  pj 
ausgeht  und  aus  dieser  in  der  That  die  Existenz  gewisser  Dilfereutial- 
quotienien    fllr   die    in   Betracht    kommenden   Fimktionen   zu   beweisen 
rermag. 

Andererseits  hebe  ich  hervor,  dafs  es  sehr  wohl  analytische 
Fnnktionalgleichungeu  giebt,  deren  einzige  Lösungen  nicht  differen- 
Üierbare  Funktionen  sind.  Beispielsweise  kann  man  eine  eindeutige, 
lletige,  nicht  differentirerbarc  Funktion  <p{J')  konstruieren,  die  die 
ge  Lösung  zweier  Funktionalgleichungen 

darsteUt,  wo  a,  /3  zwei  reelle  Zahlen  und  f{x)  eine  fllr  alle  reellen 
Werte  Ton  x  reguläre  analytische  eindeutige  Funktion  bedeutet.  Man 
agt  am  einfachsten  zu  solchen  Funktionen  mit  Hilfe  trigono- 
rischer  Ileihen  durch  einen  ähnlichen  Gedanken,  wie  ihn  Borel 
jöngsten  Mitteilung   von  Picard*)   zur  Konstruktion  einer 


1)  Werke,  Bd.  1,  S.  1,  61,  S89. 

2)  Quelques  theoriea  fondam^ntaleH  dane  Tanalyg^  matbt'matique.    Conf^renoM 
A  Clark-Üniversity.     Revue  generale  des  Sciences  löOO.     S.  22. 


62 


Hri.B 


doppeltperiodischen  DichtaBaTjtisclien  Löaung  einer  gewissen  analytischen 
partiellen  Differentialgleichung  benutzt  hat. 


6.  Mathematisclie  Behandlmig  der  Axiome  der  Physik. 

Durch  die  üntersncbungeo  über  die  Grundlagen  der  Geometrie 
wi2*d  uns  die  Aufgabe  nahe  gelegt^  «a/.'Ä  diesem  Vorbilde  diejenigen  phy- 
siJcah'schen  Ih^ziiiUfum  axiomatisch  zu  Miartdehi,  in  denen  schon  heute 
die  Mathemtitih  eine  hervorragai<k  BoUe  s}neU:  dies  sind  in  erster  Linie 
die    Wahrscheitdichkeitsrechnimg  und  die  Me^ianik, 

Was  die  Axiome  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung^)  angeht,  so 
scheint  es  mir  wünschenswert,  dafs  mit  der  logischen  Untersuchong 
derselben  zugleich  eine  strenge  und  befriedigende  Entwicklung  der 
Methode  der  mittleren  Werte  in  der  mathematischen  Physik,  speziell 
in  der  kinetischen  Gaatheorie  Hand  in  Hand  gehe. 

Über  die  Grundlagen  der  Mechanik  liegen  von  physikalischer 
Seite  bedeutende  Untersuchungen  vor;  ich  weise  hin  auf  die  Schriften 
von  Mach^),  Hertz^),  Boltzmann*)  und  Volkmann^);  es  ist  daher 
sehr  wünschenswert.^  wenn  auch  von  den  Mathematikern  die  Erörterung 
der  Grundlagen  der  Mechanik  aufgenommen  würde.  So  regt  uns  bei- 
spielsweise das  Boltzmannsche  Buch  über  die  Prinzipe  der  Mechanik 
an,  die  dort  angedeuteten  Grenzprozesse,  die  von  der  atomistischen 
Auffassung  zu  den  Gesetzen  über  die  Bewegimg  der  Kontinua  führen, 
streng  mathematisch  zu  begründen  und  durchzuführen.  Umgekehrt 
könnte  man  die  Gesetze  über  die  Bewegung  starrer  Körjjer  durch 
Grenzprozesse  aus  einem  System  von  ÄJtiomen  abzuleiten  suchen,  die 
auf  der  Vorstellung  von  stetig  veränderlichen,  durch  Parameter  zu 
definierenden  Zuständen  eines  den  ganzen  Raum  stetig  erfüllenden 
Stoffes  beruhen  —  ist  doch  die  Frage  nach  der  Gleichberechtigung 
verschiedener  Aiiomensysteme  stets  von  hohem  prinzipiellem  Interesse. 

Soll  das  Vorbild  der  Geometrie  für  die  Behandlung  der  physi- 
kalischen Axiome  mafsgebend  sein,  so  werden  wir  versuchen,  zunächst 
durch  eine  geringe  Anzahl  von  Axiomen  eine  möglichst  allgemeine 
Klasse    physikalischer    Vorgänge    zu    umfassen    und    dann   durch   Ad- 


1)  Vgl.  Boklmann:  Über  Versichcrungsmathematik.  2.  Vorlesung  aus 
Klein  und  Riecke:  Über  angewandte  Mathematik  und  Physik,  Leipzig  und 
Berlin  ISOO. 

2)  Die  Mechanik  in  ihrer  Entwickelung,  Leipstig,  2.  Auflage.     Leipzig  1889. 
8)  Die  Prinzipien  der  Mechanik,  Leipzig  1894. 

4)  Vorleaungen  über  die  Prinzipe  der  Mechanik,  Leipzig  1897. 

6)  Einführung  in  das  Studium  der  theoretischen  Physik,  Leipzig  1900. 
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jaoktion  neuer  Axiome  der  Reihe  naeh.  zu  den  spezielleren  Theorien 
m  gelangen  —  wobei  vieUeifht  ein  Einteilungsprinzip  aus  der  so  tief- 
sinnigen Theorie  der  unendlichen  Transformatiousgruppen  von  Lie 
eDtnommen  werden  kann.  Auch  wird  der  Mathematiker,  wie  er  es  in 
der  Geometrie  gethan  hat,  nicht  blofs  die  der  Wirklichkeit  nahe 
kommenden,  sondern  überhaupt  alle  logisch  möglichen  Theorien  zu 
berücksichtigen  haben  und  stets  darauf  bedacht  sein,  einen  voll- 
ständigen Oberblick  über  die  Gesamtheit  der  Folgerungen  zu  gewinnen, 
die  das  gerade  angenommene  Aiiomensyatem  nach  sich  zieht. 

Femer  fällt  dem  Mathematiker  in  Ergänzung  der  physikalischen 
Betnchtongsweise  die  Aufgabe  zu,  jedes  Mal  genau  zu  prüfen,  ob  das 
neu  adjnngierte  Axiom  mit  den  früheren  Axiomen  nicht  in  Widerspruch 
lieht.  Der  Physiker  sieht  sich  oftmals  durch  die  Ergebnisse  seiner 
Experimente  gezwungen,  zwischendurch  imd  während  der  Entwickelung 
■einer  Theorie  neue  Annahmen  zu  machen,  indem  er  sich  betreffs  der 
Widerspnichslosigkeit  der  neuen  Annahmen  mit  den  früheren  Axiomen 
lediglich  auf  eben  jene  Experimente  oder  auf  ein  gewisses  physika- 
lisches Gefühl  beruft  —  ein  VerfahreUj  welches  beim  streng  logischen 
Aufbau  einer  Theorie  nicht  statthaft  ist.  Der  gewünschte  Nachweis 
der  Widerspruchslosigkeit  aller  gerade  gemachten  Annahmen  erscheint 
mir  auch  deshalb  von  Wichtigkeit,  weil  das  Bestreben,  einen  solchen 
Nachweis  zu  führen,  uns  stets  am  wirksamsten  zu  einer  exakten  For- 
mulierung der  Axiome  selbst  zwingt. 

(Schlufß  folgt  im  dritten  Heft.) 


Zur  Theorie   der  Thetafunktionen   zweier  veränderlicher 

Grössen. 

Von  M.  Krause  in  Dresden, 

In  einer  Arbeit  im  XCIV.  Bande  des  Crelleschen  Journals  deckt 
Herr  Caapary  einen  Zusammenhang  auf,  der  zwischen  der  Theorie  der 
orthogonalen  Substitutionen  und  der  Theorie  der  Thetafunktionen  zweier 
veränderlicher  Grössen  besteht,  und  benutzt  denselben  um  die  Theta* 
relationen  in  eigenartiger  Weise  abzuleiten.  In  einer  Reihe  weiterer 
Arbeiten  von  ihm'j  und  Herrn  Jahnke*)  wird  dieser  Zusammeniiang  ver- 
tieft, vor  allem  gezeigt,  dafs  und  wie  eine  groise  Anzahl  von  Differential- 
beziehungeu  im  Gebiete  der  Thetafunktionen  im  Anschlufs  an  gewisse 
Determinantensätze  aufgestellt  werden  kann.  In  allen  diesen  Arbeiten 
wird  im  wesentlichen  von  den  Eigenschaften  der  orthogonalen  Sub- 
stitutionen mit  IG  und  mit  9  Koeffizienten  Gebrauch  gemacht.  Es  soll 
im  Folgenden  gezeigt  werden,  dafs  man  auch  einen  Schritt  weiter  gehen 
und  die  orthogonalen  Substitutionen  mit  (34  Koeffizienten  in  den  Bereich 
der  Betrachtungen  ziehen  kann. 

§1- 

Aofatellung  eines  Satzes  aus  der  Theorie  der  orthogonalen 

Substitutionen. 

Wird  durch  eine  Substitution: 

(1)  y,  =  ^ar,Xr,    (6>==1,    2,    ...,    8) 

r  =  l 

der  Ausdruck: 


2^. 


1)  F.  Caspary:  CoinpteB  RendusCXI,  225—227, 1890;  Ann.  de  l'Ec.  Norm.  (8)1 
263—261,  1893. 

2)  E.  Jahnke:  Ber.  d.  BerL  Ak.  1890,  p.  1023— 1Ü30;  Comptes  Rendui?  CXXV, 
486—489, 1897 ;  C.  R.  CXXVI,  1083—1085, 1898;  Journ.  f  d.  reme  u.  angcw.  Math.  CXIX, 
234—262,  1899;  Leipz.  Ber.  1900,  p.  140—161. 
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Ahrt  in: 


2'^' 


llljeetehen  bekanntlich  zwischen  den  GrÖfaen  Ar.  eine  Reihe  von  Be- 
liüngen,  die  fiir  den  Fall  r  =  1   in  die  Gleichungen  der  orthogonalen 
nbetitution  übergehen. 

Selbst  man  femer  aus  den  Elementen  fir»  und  den,  analogen  Be- 
<!in$^ngsgleichnngen  unterworfenen,  neuen  Elementen  h,.,  die  Elemente 
gr,  so  zusammen,  dafs: 

«1  =  8 
w«  =  1 

wird,  80  wird  die  Substitution: 

f  —  1 

benfalls  die  Summe  der  Quadrate  der  neuen  Variabein  in  die  Summe  der 

Quadrate  der  ursprünglichen,  multipliziert  mit  einem  Faktor,  überführen. 

Die  Gröfsen  a  r,nnd  hr»  können  auf  mannigfachem  Wege  gewählt  werden. 

Terstehen  wir  unter  o, ,  a^^  .  .  .,  «g  vollkommen  willkürliche  Gröfsen,  so 

können  wir  für  die  Determinante  der  Gröfsen  «,r,  die  folgende  wühlen: 


*H 


—  a, 


-a, 
—  ö. 


—  o« 


-  rt. 


-«7 
-«8 

—    ff  A 


-  fl,     —  a^ 


-«8 

«1 


—  ö« 


-  fl, 


—  ff. 


-«1 

,  h^  vollkommen 


Verstehen  wir  ebenso  unter  den  Gröfsen  6,,  h^,  . 
wülkürliche  Gröfsen,  so  können  wir  für  die  Determinante  der  Gröfsen 
h,,  die  folgende  wählen^): 


l        ''' 

6, 

h 

h 

h 

K 

h 

b. 

■ 

-h 

K 

-h 

-h 

K 

-h 

*7 

■ 

-K 

-1', 

b. 

-*7 

h 

h 

-b. 

■ 

b. 

-h. 

-*. 

-*. 

-l>, 

K 

h 

■ 

h 

A, 

K 

-''1 

-i>. 

-h 

-b, 

■ 

-\ 

-h 

6, 

'', 

-i>, 

-b. 

b. 

p 

!>, 

-h 

-K 

''. 

K 

-h 

-b. 

r       *. 

-'', 

h 

-k 

K 

-b. 

b. 

-*.- 

1)  Siehe  in  Bezug  hierauf:  Krause:  Theorie  der  doppelt  periodischen  Funk- 
etner  TeriLnderlichen  Gröfae.     Band  II,  70. 
Atelli«  der  MttUieu)»Uk  und  Pti;«ik.    ITI.  B«iU<5.    1  6 
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M.  Krausk: 


§2. 

Anweidnng  des  Satzes  auf  die  ThetafanktioneE  zweier  veränderliclier 

Gröfsen, 

Wir  wollen  minmehr  den  in  §  1  aufgestellten  allgemeinen  Satz 
für  die  Theorie  der  Thetafuuktianen  zweier  veränderlicher  GröliBen  ver- 
werten^ indem  wir  für  die  Gröfsen  a  imd  h  bestimmte  Werte  wählen. 
Wir  setzen: 

«1  =  »f,    («)  *5  Wr  0,  =  ^4  («)  **  H  «»  =  ^Si  («)  ^Si  H  «4  =  ^t  («)  ^i  {^\ 

«5  =  »K  (w) -^,3  (v),ft6  -  &^^{u)%^{v\ a,  -  ^s,  («)  ^5^ (v),  ««  - ^, (u) ^j(v); 
wir  verstehen  ferner  nnter  den  Grölsen  h  die  analogen  Tlietaprodukte 
mit  den  Argumenten  tv  und  /. 

Unter    Berücksichtigimg    des    allgemeinen    Additionstheorems    der 
Thetafunktionen  zweier  veränderlicher  Grölsen  ergiebt  sich  dann  durch 
Anwendung  des  im  §  1  aufgestellten  Satzes  eine  eigenartige  Gruppierung 
von  Thetarelationen  recht  allgemeiner  Natur. 
In  der  That  setzt  man: 

2tt'  =  u  +  r  -V  tc-\-  i,        2v'  =  u  -f  v  -w-  t, 
2w'  «=  «  —  V  -\-  w  —  tj        2t'  =  u  —  V  —  w  -^  t, 
80  lautet  das  allgemeine  Additionstheorem: 

4^  lii]  {u)  #  [71  -f  (>]  (v)  d-  [ii  +  ö|  {w')  ö-  [t/  -  p  -  0]  {{[) 
=^  (-  if  ^'^  &  [b]  («)  &[i  +  Q]  W  #  [s  +  ff]  («0  ^  [5  -  p  -  ff]  (0. 

Hierbei  Itezeichnen  [iy  -f  p],  [iy  +  tf|,  [i';  —  p  —  ff]  tlrei  Charakteristiken, 
deren  Elemente  sich  aus  den  entsprechenden  Elementen  der  drei  will- 
kürlich wählbaren  Charakteristiken  \tj\,  [j>l,  |ff]  in  der  durch  die  Be- 
zeichnunLg  markierten  Weise  zusammensetzen,  während  die  drei  rechts 
stehenden  Charakteristiken  [f  -f-  p]»  [«  +  ö],  [s  —  q  —  6\  in  ähnlicher 
Weise  aus  [«],  |  p],  [ff]  entstehen.  Es  vertritt  ferner  das  Symbol  (c)  (ry) 
den  Ausdruck: 

fj  •  »;/  +  «/  •  »a  -I-  fj  •  1?,'  +  e^  •  Vi, 
wobei: 

[^] -[:;:;]'        [']=[?;?;] 

gesetzt  ist.  Endlich  ist  die  Snmmation  auf  der  rechten  Seite  über 
alle  Normaleharakteristiken  [*|  zu  erstrecken. 

Mit  Berücksichtigung  dieses  Additionstheorems  lassen  sich  die 
Gröfsen  //,  von  einem  gemeinsamen  Zahlenfaktor  abgesehen,  als 
Summen  von  zwei  Thetaprodukten  von  je  vier  Faktoren  mit  den  resp. 
Argumenten  u,  v'^  tv'f  t'  darstellen.    Wir  können  von  dem  Zahlenfaktor 
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absehen   und   ebenso   an   Stelle   der  gestrichenen  Buchstaben   die   un- 
gestrichenen setzen. 

Um  die  Beziehungen  möglichst  übersichtlich  darzustellen^  setzen  wir: 

und  setzen  die  Gröfsen  6'  gleich  den  entsprechenden  Produkten  mit  den 
Argumenten  w  und  t.    Dann  wird: 


9n  =      ^6«  =        «1  W  +  «6  K 
9iz  =  -  5^86  =  -  («8  ^4  +  %  ^  ) 
9i:=      9i%=        <V+<V 

^18=  .936=  «»'V+Ög'^' 

9n  =      5^65  =        a^h+  %  &5 
9%x  =  -  .%.  =  -  {<h^i  +  <K1 
r/ss  --9i&  =  -  «W+  «ö'V) 


.^12  =  -  ^66  =  »3  ^4   +  »8  ^     ; 

5^14  =    9i6  =  -  i^iW  +  »ö'^sO; 

9n  =  -946=        (hh+  «4  ^6   ; 

921  =  -9ß5  =  -  («4  *»   +  «1  ^s); 

9ii  =       </8r.  =        Ö3  ^2  +  «8  h   ; 

//«=         ^45  =  -(«6  ^3   +«1*8); 

Ä'SI  ==-968=  »4  ^   +  »7  *5     ; 

fl'sS  =  «8  ^8   +  «8  *8     ; 

^67  =  -(«3'V+a8'0; 

5'62=-«V+«4'&80; 
5^78  =  «8  *1    +  «3  ^     ; 

/7«  =      9si=-  KW  +  «/^80;     ^764  =-9n=        «6  ^4  +  «i  '>7    ; 

i^l«  =  -  Ä5  =  -  ^^38  =  i/47  =  <75>  =  -  ^61  =  -//74  =^88  =  -  («5'^/+  «s'^sO" 

Die  aus  der  getroffenen  Anordnung  folgenden  Thetarelationen  haben 
die  Form: 

r=8 


9it  = 

969  = 

«8^8  +<hh     \ 

^^88== 

9u  = 

-9n  = 

(hK'+  ^sW 

9ii  = 

948  = 

«6  ^3   +  «1  ^8     : 

<?41  = 

9Ai  = 

-  9bi  = 

<v+ W 

>        .'743  = 

9u  = 

911  = 

«4^4   +  «7  ^7 

961  = 

9ss  = 

-9«i  = 

flg'&j'+W 

i        ^54  = 

2^*'  ^2^"" 


r=8 
r  =  l 


•^r 


=  0. 


Setzt  man  alle  Argumente  gleich  Null,  so  erhalten  wir  das  folgende 
Resultat: 

Die  Quotienten  der  Elemente  der  Determinante: 

A  B 
-B  Ä 

und  der   Gröfse  ^g*  -f  -ö-,,,*  bilden   die  Koeffizienten  einer  oiiJwgonalm 
SuhstiMion, 
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Dresden,  den  27.  November  1900. 


Hierbei  ist  gesetzt: 

«•4*  +  »«*, 

V 

»4'+ »,'■»„', 

-vv 

V-V  +  V*»', 

V  +  »,*, 

vv 

V*»', 

'  -vv, 

0 

0, 

-vv, 

-(VV+*»'».') 

*»**.A 

0, 

»Ol'  •  V  +  *ri'  •  V 

-(V-V  +  V-V), 

*..' 

■v+vv, 

0 

Snr  une  suite  de  polynömes  ayant  toutes  leurs  racines 

reelles; 

Par  M.  Paul  ÄI'PELL  ä  Saint-GermaiD-en-Laye. 

On  sait  que  lea  polynömes  X„  de  Legendre  peuvent  etre  definis, 
a  un  facteur  constant  pres,  eomme  egaux  ä  la  derivee  d'ordre  n  de 
(l  —  X*)".  Ces  polynamea  ont  toutee  leurs  racLues  reelles  et  comprises 
entre  —  1  et  -f  1 ;  ils  verifient  une  equation  differentielle  lineaire  du 
deuxieme  ordre  qni  est  un  cäs  particulier  de  Tequation  de  la  s^rie 
hypergeometrique  de  Gauss. 

1,  Nous  nous  proposons,  ä  titre  d'exercice,  d'etudier  les  polynömes 
Pf  definis  comme  il  suit.  Designons  par  n  un  entier  poaitif  quelcon- 
qae  et  posons 

Cettc  eicpression  definit  evidemment  iin  polynöme  en  x  du  degr^ 
2n.    On  a^  par  exemple: 

P,=  l  =  3a^, 

Tous  ces  polynömes  ne  contiennent  que  des  puissaucee  paires  de  x; 
car,  d'apres  la  formule  (1),  P3«  ne  change  paa  quatid  ou  chan^e  x 
Pü   —  X. 

2.  Le  poIynöme  Pa«  a  toutes  ses  racines  reelles,  comprises  entre 

-  1  et  -f  1.     En  effet,  Texpression 

X*  (1  -  x*Y 

toutes  ses  racines  reelles:    eile  a  n  racines  egales  ä  —  1,  n  egales  h 
'xero,  M  %ales  a  +1.    Sa  derive'e  premiere  a  donc  «—1  fois  les  racines 

—  1,  0,  -f  1   et  une  racine  «  entre  —  1  et  0,  une  autre  ß  entre  0  et 
•j-1.     La  derivee  de  cette  derivee  ou  derivee  seconde  tL  n  —  2  fois  les 

—  1,  0,  -|- 1,  une  racine  a,  entre  —  1  et  c,  une  a,  entre  «  et  0, 
Bc  /Jj  entre  0  et  ß,  et  une  ß^  entre  ß  et  +  1.    En  continuant  ainsi  on 
fOit  que  la  derivee  d  ordre  k  a  n  —  /;  racines  egales  ä  —  1  ^  U^  +  1  et 
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2  Jk  racines  entre  —  1  et  +  1 ,  ce  qui  fait  en  tout  3 «  —  /•:  racmes. 
Pour  k  =  »,  Oll  obtiont  le  poljnome  P^«  qui  nadinet  plus  les  racmes 
—  1,  0,  + 1^  mais  qiii  a  2n  racmes  eomprises  entre  —  1  et  -f  1,  racines 
qui  sont  deux  ä  deux  egales  et  de  eignes  contraires,  piiisque  le  poly- 
nöme  P^n  est  pair. 

Si  dans  le  polynöme  F^„  on  remplace  a.*  par  r,  on  obtient  un 
poljnöme  de  degre  n  en  z  ayant  toutes  ses  racines  reelles  eomprises 
entre  0  et  1. 

ä.  D'apres  la  formiile  du  btnöme  on  a 

O'n  (1  _  j:S)n^  ^,_  I  ^n+a^  >*(»-  ^)  ^n-f  < 

D^oü,  en  prenant  la  derivee  d'ordre  n, 

+  "  (H  -  1)    («  +  1)  (»  +  8)  (n  +  8)  (n  +  i)  ^^         1 
12  12    3    4  *   J' 

Ou    voit  alors  que   le  polynome   Pg«  s'exprime   aiaeraent   a  raio 
de  la  Serie  hypergeonietrique  ä  5  elements  etudiee  par  C lausen  (Jour- 
nal de  Grelle,  t  li): 


(2) 


On  a,  en  effet: 

P,.  =  1.2.. 


«  ßysc 

S   i     1 


«(«+l)P(^+l)y(y+l)  X' 


»f(-«,ti±i,«4?,-hi,x.) 


comme  on  le  verilie  sur  rexpreasion  (2). 

Comme  la  fonction  F  verifie  une  eqnaiion  diflereutielle  lineaire 
troisii?me  ordre,  on  en  conclut  pour  P«„  une  equation  lineaire  du 
troisieime  ordre  que  1  on  pourra  former  directement  en  partant  de  la 
definition  (1). 

D  suffit  pour  cela  de  remarquer  qu*en  posant 

u  est  homogene  et  de  degre  3n  en  .r  et  ir;  on  a  donc 


(8) 

mais 


dx   '       dt  ' 


l'identite  (3),  dan»  laquelle  on  fait  z 
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Prenant  maintenant  la  derivee  d'ordre  n-\-2  par  rapport  kx  et  rempla9ant 
- — par  Ps«  =  y,  on  a  requation  differentielle  demandee: 

+  3  (w  -  1)  (w  +  2)  ccy'-^  2n  {n  +  1)  («  +  2)  y  =  0. 

4.  Ou  sait  que  M.  Hermite  a  considere  des  polynömes  ä  deux 
variables 

qai  sont  analogaes  aux  polynömes  deLegendreet  qni  se  rattachent  aux 
series  hypergeometriques  de  deux  variables  que  j'ai  definies  dans  les 
Comptes  Rendus  des  Seances  de  TAcademie  des  Sciences  de  Paris  le 
16  fevrier  et  le  29  mars  1880  (T.  90,  296  et  731).  D'autres  polynömes  de 
meme  nature,  mais  d'une  definition  plus  generale,  peuvent  etre  ratta- 
ches  anx  memes  series  hypergeometriques  (loc.  cit.)  comme  je  Tai 
montre  dans  ce  Journal  (66,  238)  en  1881. 

J'indiquerai  alors,  comme  un  sujet  d'exercice,  Textension  des 
proprietes  des  polynömes  P»»,  etudies  dans  Tarticle  actuel,  aux  poly- 
nömes analogues  a  deux  variables 

p  _^':.'».  +  «  fx^'  +  '^l-a;--/)'«-}-»] 

P2«.*,-  —   —  . 

On  pourra  en  particulier  etudier  la  position  de  la  courbe 

P2..,2«  =  0 

par  rapport  au  cercle 

Par  exemple  le  polynöme  Ps,o  est 

dx  ^ 

et  la  courbe  Pg,©  =  0  est  toute  entiere  dans  le  cercle.  Ce  fait  est 
general. 

Paris,  10  de'cembre  1900. 


Applications  of  the  elliptic  integral  of  the  tbird  kiad. 

By  A.  G.  Greenhill  (Woolwich,  England  |. 

The  two  following  elliptic  integrals  of  the  third  kind  are  submitted 
to  readere  of  the  Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  as  types  of 
&  series  which  can  be  constructed  im  which  the  elliptic  parameter  is 
an  aliquot  part  of  a  period,  and  the  integral  is  therefore  the  lojjarithm 
or  circular  funetion  of  an  algebraical  expression,  in  consequence  of 
Legendre's  and  Abel's  theorems  on  the  addition  of  the  integrals. 

Provided  with  a  list  of  these  integrals,  the  treatment  of  tbe 
mechanical  problems  which  depend  on  the  elliptic  integral  of  the  third 
kind  may  be  resumed  by  the  student  of  mechanics  at  the  point 
where  it  is  usiially  abandoned  in  an  iinfinished  state,  and  so  may  be 
continued  to  a  tangible  result,  capable  of  being  calculated  niimerieally 
and  compared  with  experiment^  at  the  same  time  the  accuracy  may  be 
tested  of  the  method  for  the  numerieal  computation  of  elliptic  functions 
given  in  Burkhardt'a  Eüiptische  Funktionen,  §  126. 

As  specimens  of  mechanical  problems  requirmg  corapletion  we 
may  cite  the  geodesica,  trajectories,  and  catenaries  on  various  surfaces; 
Poinsot's  theory  of  the  herpolhode  of  a  bodj  under  no  forces,  with 
Jacobi's  allied  motion  of  the  aiis  of  a  symmetrieal  top  or  gyroscope; 
and  Kirchhoff's  and  Ciebschs  case  of  the  movement  of  a  solid  in 
infinite  liquid  (American  Journal  of  Mathematics,  voL  XX,  p.  1);  in 
fact,  the  applications  considered  in  Halphen'a  Fonctions  ellipti- 
ques,  t.  U. 

An  article  in  the  Math.  Annalen,  Bd.  52,  has  already  shown  the 
game  idea  in  ite  application  to  Maurice  Levy's  problem  of  the  elastic 
curve  under  uniform  normal  pressure;  it  is  curious  that  the  integral 
makes  its  appearance  there  in  eiactly  the  same  shape  as  that  employed 
hy  Abel  (Oeu-vTes,  I,  p.  140,  11,  p.  160);  and  it  is  important  to  notice 
that  if  t'  is  the  value  of  the  elliptic  argument  n  in  AbeFs  form: 

corresponding  to  x=  oo,  then  3  t;  corresponds  to  x  —  0. 
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In  Abers  treatment  by  means  of  the  periodic  continued  fraction 
the  degree  of  the  result  is  uimecessarily  high,  four  times  higher  than 
is  reqaisite,  and  indeed  eight  times  in  some  cases;  the  two  following 
integrals  will  show  the  reduction  in  degree  which  is  possible;  they  are 
chosen  of  the  second  stage,  as  reqnired  in  most  mechanical  appli- 
cationS;  and  also  of  the  circnlar  form. 

The  first  series  of  elliptic  integrals  of  the  third  kind,  corresponding 
to  an  elliptic  parameter 

i2)  ^  =  ^+2^-7»«'- 


can  be  written 

l^)  I W  =  äT+T  ''^~  Ö^ — ^^^ 

1  1  X  —  A^  X  ~4~  A»  X  —  ....  xr 

=  2^rM'^*'~ — c— y^ 

where 

!4)  X^  =  {-x  +  l){x'-I\x  +  l\), 

and  the  constants 

•">  ^i)  •*»>  ^i>  ^f  '  •  • 
bare  to   be  determined  as  algebraical  fimctions  of  a  parameter  a. 
The  roots  of 

(5)  X*-  PiX  +  P^=0 

being  denoted  by  a  and  ßj  we  have 

'"'  '^  a*-ß^'   ^  a«-  ß*  ' 

and,  to  the  modulus  x', 


a  = j^^— ,  /5  =  dn 


(7)  Ä"      '  '^  "~'^2n  +  l' 

«°  2;r+i 

while 

io)  -7r-%^~or  =*  zn  ^-    ,    - ,  or  zs  - 


according  to  the  region  of  the  parameter  «;  and  these  division-values 
(Teilwerte)  of  the  elliptic  functions  undergo  linear  transformations  in 
different  regions  of  a. 

The  ftinction  znu  means  Jacob i's  function  Zu  =  ^-  log  @  u,  while 

Z8  M  ==  zn  ?<  +  ^  log  sn  M  =  -,    log  Hu  . 
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Denoting  by  u  the  real  elliptic  argumenta  we  can  put 
and  for  the  theta-functions, 


^  •'  x"         2n  +  1  1  —  x' ' 


(10)        I     (^-'-A^- 


18  a  constant  multiple  of  the  (2  m  +  1)*^  root  of 

(x^-^  -  A^x""-^  +  A^x""-^ )  yX^ 

-^  +  A^x—^+ — )yx,.^ 

Thus,    with   2»  +  1  =  9,    and   expressed   in   terms   of  a  para- 
meter  a,  and 

(11)  ^  =  a«+  2a'*+  5rt*+  10a»  +  10a«  +  4a  +  1, 
it  wül  be  found  that 

(12)  i>,  =  !^l±^!±|_r_Wd, 
(14)  ^,  =  -  *  (1  +  P.)  =  -"•-"•-//-^•^ . 


,.  -V     .   _  —  gT  —  6  —  11  —  19  —  24  —  16—7  —  1  H-  (g*  +  ^  +  6  +  3  —  I)  |/^ 

,.ßx     .         a'+6+16  4-  34  +  68  +  73  +  63 +31 +  6-1  + (—g*- 4 -9 -14- 14- 8-1 
^^^^  ^8 le'aCa'+a+l) 

/1  7\  Q  7?_  -  g*'  -  3  -  6  -  6  +  24  +  61  +  67  +  16  -  20  -  6  +  (g«  +  2  + 1  -  2  -  14  -  10  -  6 

U  <;  \)it-  g-j-^^  +  1)  («.+  o  +  1) 

The  second  series  of  integrals  is  constructed  with  a  parameter 

K'i  K'i 

2n  '  °^    2« 


(18)  v  =  K+^,or^, 


and  can  be  written 


(i^)    /(t;)  =  -^-sm ^^-,^--p  )/  2 

—      cos  In  1/  9 

2  J  (y«+  D)  y[(y«+  (?,)«-  ^,«y«J  "2^' 
and  the  constants 

P,    «,    ft,    «2,    ^1,    Jh" 

have  to  be  determined  as  algebraical  functions  of  a  parameter  h. 
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Now  as  Q^  and  D  are  both  negative,  or  both  positive, 
119)  J_  _  |/x  =  --%.-r,  or^  +  i/x  =  -%ry 

A   «2n  —  1     , 

(21)  zn^,  orzs^ 


2n'   "*''"2n-|;),  +V((?,«-4^,)' 
and 

is  a  constant  multiple  of  the  n-th  root  of 

(^»-1  -  B,r-^  +  B,y--^  -  . . .)  |/(y«  -  ft y  +  ft) 


(22)  . 

Thus,  for  2n  ==  10,  expressed  in  terms  of  a  parameter  6,  and 

(23)  J?=a-&*)  (1-46-6*), 
it  will  be  found  tbat 

,24)    j^  _{'^  +  ^)  {\^B  -  i  +  hy  [-  1  ^h  +  6h*  -  &»+  (1  +  h)  yB] 
^    ^  S  (pB  -1  -b)*yB  ' 

25N     Q  _  &(l  +  hy  (f^  -  1  +  fe)'  [-  (1  +  fe)'  (1  -  2&)  4-  (1  +  2&)  t^-B] 
^     ^      ^  ({^-B  -  1  —  &)  V-B  ' 

/97^    n      {i+hni'B-i+by[-ii-\-b*)ii-2b-Gb'+2b»+b*)+{i-bryB^ 

•     •■     ^*  2(fB-  1-6)V-B  ' 

{^^)  B  -  \^B  -r^ ' 

i9q\     9l-i  -  (1  + 6»)  (1-26-  66«+26»+&^) 
'•      '    fe«       «  8(l-6yvJ5  ' 

(30)  B.  =  -^ft-|p  =  ^^^U^|-i!:±f^, 

(3i)B,=-j4^;-;->', 

(32)   B,  =  |D-i£.'+£,<y,-ift, 

whence  B^  and  ^3  can  be  calculated  and  verified,  bj  a  differentiation 
and  identification. 
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Space  does  not  permit  of  more  thaa  a  ßtatement  of  these  resultfl; 
for  the  preliminary  analytical  detaüs  the  reader  is  referred  to  my 
papera  od  EUipti«  Functions  in  the  Proceedings  of  the  London 
Mathematical  Society,  vols.  XXV  and  XXVII;  by  their  aid  lie  will  be 
able  to  constnict  for  himself  the  result«  of  Iower  order,  correspond- 
ing  to  divißion  by  2,  3,  4,  5,  6^  7,  8. 

Numerical  tablea  of  the  elliptic  and  theta-functions  have  been 
projeeted,  in  which  tbe  elliptic  argiunent  should  proceed  by  degrees 
wbicb  are  the  90^^  part  of  Ä'  or  TT'*  the  two  particular  integral»  just 
giveo  for  9-  and  10-aection  will  by  addition  and  subtraction,  in  con- 
jimction  witb  the  integral»  of  Iower  order,  enable  us  to  assign  tbe 
divieion-values  for  any  such  degree  of  the  argumenta  when  the  param- 
eters  a  and  b  have  been  foiind,  whieh  give  by  trial  the  same  niodulus. 

It  will  be  noticed  however  that  in  the  mechanical  applieations 
the  Parameter  t'  is  a  firaction  of  the  imaginary  period,  so  that  these 
tabiüar  values  of  the  theta-functions  coiild  not  be  utiliaed,  even  if  they 
were  available. 

A  cbange  from  the  circiilar  to  the  logarithmie  form  of  these  elliptic 
integrale  of  the  third  kind,  and  to  a  parauieter  which  is  a  fraction  of 
the  real  period,   is  made  imniediately  by  a  change  of  Xj  into  —  Xj. 

The  mathematical  student  can  exercise  himself  in  the  construction  of 
particiliar  eases  of  these  Integrals  (A)  and  {B)\  also  in  the  constniction 
of  the  Integrals  of  the  first  stage,  corresponding  to  a  [>arameter 

and  afterwards  he  can  apply  them  to  the  exact  Solution  of  mechanical 
Problems;  for  instance  in  the  construction  of  the  corresponding 
algebraical  expreasions  for  the  multiplicative-elliptic-fimctions  a,  ßj  y,  d, 
employed  in  Klein-Sommerfeld,  Theorie  des  Kreisels,  2,  420. 

Incidentally  the  division-values  of  the  elJiptic  functions  are  given 
in  the  course  of  the  investigation;  so  that  in  this  theory  we  reverse 
the  ordinary  procediire,  and  begin  with  the  expression  of  some  of 
the  simplest  division-values  in  terms  of  some  parameter  a  or  ?>,  and 
afterwards  construct  the  modulus  and  algebraical  invariante. 

The  theory  of  the  transformation  of  elliptic  functions^  cultivated 
by  pure  analysts,  involves  the  Symmetrie  functions  of  the  division- 
values,  and  so  may  be  considered  solved  at  the  same  time;  but  the 
transformation  theory  is  of  no  practical  utility  for  the  mechanical 
applieations;  it  is  the  division  theory  which  is  required,  and  which 
should  be  extended  as  far  as  possible. 

Wöolwich,  Dec.  f),  1900. 


über  die  GUtigkeit  des  Drap  er  sehen  Gesetzes» 

Von  0.  LuMMER  in  Charlottenbnrg.^) 

Das  Drapersche  Gesetz  sagt  aus,  dafs  alle  festen  Körper  bei 
derselben  Temperatur  zu  leuchten  beginnen  und  dal's  sie  zuerst  rotes 
Licht  aussenden.  Glaubte  Drap  er*}  dieses  Gesetz  auf  experimentellem 
We^  nachgewiesen  zu  haben*),  so  gelangte  G.  Kirch  hoff  auf  theo- 
retischem Wege  dazu^  indem  er  ea  als  Folge  seines  bekannteu  Gesetzes 
TOD  der  Absorption  und  Emission  hinstellte.  Beide  Schlufsfolgerungen 
sind  nieht  erlaubt*)     Bei  der  genauen  Erörterung  beider  Folgenmgen 


1)  Der  Verfaaaer  bat  in  seinem  Rapport  „Le  rayonnement  de«  corps  noirs", 
^tlen  er  bei  Gelegenheit  des  Internat ionalen  Physiker-KongresBea  in  Paris  1900 
erstattet  hat,  eine  Reihe  neuer,  wichtiger  Ergebnisae  mitgeteilt,  welche  wohl  ver- 
dienen, auch  dem  deutschen  Leserkreise  bekannt  zn  werden.  Auf  eine  dahin- 
gehende Bitte  seitens  der  Redaktion  hatte  Herr  Lummer  die  Güte,  seine  Resultate 
unter  erweiterten,  neuen  Gesichtspunkten  in  diesem  und  einem  folgenden  Artikel 

Indem  wir  ihm  hierfür  Dank  sagen,  nehmen  wir  die«e  Gelegenheit  -mm 
1,  ixm  unser  Programm  bezüglich  des  physikalischen  Tetfn  im  Archiv  zu  ver- 
ndigen:  AuTser  mathematiBch-phyaikaliRchenUntersucbungcn,  welche  auch 
on  früher  in  dieser  Zeitachrift  Aufnahme  fanden,  werden  wir  gern  bereit  sein, 
olche  Arbeiten  aufzunehmen,  welche  im  Vordergrunde  stehende  Fragen  der 
experimentellen  Physik  von  neuen  Gesichtspunkten  aus  beleuchten.  Sp  sind  wir 
10  d«r  Lage  unseren  Lesern  für  den  zweiten  Band  einen  Aufsatz  über  die  Licht- 
emianoQ  der  Gase  in  Aunsicht  zu  Htellen,  den  uns  Herr  E.  Frings  heim  freund- 
lichst sogetogt  hat. 

Wir  hoffen  auf  diese  Weise  eine  Lücke  in  der  physikalischen  Liiteratur 
insofern  auasuftiUen,  als  dieser  Teil  des  Archivs  die  Mitte  halten  würde  zwischen 
den  Aimalen  der  Physik  und  denjenigen  physikaliachen  Zeitschriften,  dereo  Artikel 
mehr  didaktischer  oder  rein  populürer  Art  «ind.  Wir  richten  daher  an  die  Physiker 
die  Bitte,  ans  Beiträge  im  genannten  Sinne  gütigst  zugehen  zu  lassen. 

Die  Redaktion. 
«>  Draper:  Amer.  Joura.  of  Sc.   (2)  t.  IV.    1847.  —  Phil.  Mag.   (3}  t  XXX; 
1Ä47.  —  Scient.  Memoins  p.  44.    London  1878, 
t)  G,  Kirchhoff:  Pogg.  Ann    Bd.  109  p.  275—301      1860. 
4)  O.  Lommer:  „Le  rayonnement  des  corps  noirs".    Rapports  Congr,  Intern. 
de  Phj».     Bd.  n,  41—99.    Paris.     Gauthier-Villara  1900. 
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werde  ich  gleichzeitig  Veranlassung  finden,  auf  die  Bedeutung  des 
schwarzen  Körpers  für  die  Wärmestrahhmg  und  die  Leuchttechnik 
näher  einzugehen,  das  Kirchhoffsche  Gesetz  von  einer  neuen  Seite 
zu  beleuchten  und  die  Beziehung  der  neueren  physiologischen  Erkennt- 
nisse der  Wirkungsweise  unserer  Netzhautelemente  zur  Lichtemission 
eingehend  zu  erörtern, 

1.  Das  KIrfhhoffsche  Gesetz  in  seiner  wahren  Bedeutung.  —  Das 
schon  vor  Kirchhoff  bekannte  Gesetz  von  der  Konstanz  des  Verhältnisses 
der  Emission  und  Absorption  erhielt  seine  wahre  und  fruchtbare  Be- 
deutung erst  durch  Kirchhoffs  genaue  Formulierung  und  mathematische 
Begründung  fiir  jede  Wellenlänge.  Um  diesen  Beweis  erbringen  zu 
können,  führt  Kirchhoff  die  Definition  des  absolut  schwarzen  Körpers 
ein,  ,^wehhei'  aUe  Strahlen,  die  auf  ihn  fallen,  voUkommen  absorbiert^ 
also  Strahleji  weder  reßetäiert,  noch  himlurchldfst'.  Ist  ex  das  Emissions- 
vermögen des  wenigstens  „denkbaren*"  vollkommen  schwarzen  Körpers 
und  bedeuten  Eji  und  A},  das  Emissions-  und  das  Absorptionsvermögen 
eines  helkhifjen  Körpers,  bezogen  auf  thc  gleiche  Wellenlänge  und 
gleiche  Temperatur,  so  lautet  das  Kirchhoff  sehe  Gesetz: 

WO  ex  lediglich  eine  Funktion  der  Temperatur  des  schwarzen  Körpers  ist. 
Der  Kirch  hoff  sehe  Satz  sagt  also  aus,  erstens  dafs  das  Verhältnis 

Fl 
der  Emission   und   Ähsorptirm  -.     aller  Körper   hei   ein    und  derselben 

Tetnperatur  konstant  sei  und  zweitenSy  dafs  der  Wert  dieser  Konstanten 
stets  gleieh  dem  Emissionsvermögen  des  schwarzen  Körpers  für  die  gleiehe 
Temim'üiur  und  Wellnüamje  ist. 

Über  der  Fruchtbarkeit,  welche  eine  aus  dem  ersten  Teil  dieses 
Satzes  gezogene  Folgerung  für  die  Kenntnis  der  Gestirne  wie  der 
irdischen  Körpei-welt  mit  sich  brachte,  vergafs  man  nur  zu  lange  die 
strahhmgstheoretische  Bedeutung  des  zweiten  Teiles.  Noch  merkwürdiger 
aber  will  mir  scheinen,  dafs  das  K irchhoffsche  Gesetz  die  glänzendsten 
Früchte  auf  einem  Gebiete  gezeitigt  hat,  anf  dem  seine  strenge  An- 
wendung uns  heute  kaum  als  erlaubt  gelten  dürfte.  Das  K irchhoffsche 
Gesetz  ist  nämlich  wie  der  zweite  Hauptsatz,  mit  dessen  Hilfe  es  be- 
wiesen ist,  nur  für  reine  Tem}}eratursfrahfnmf  giltig,  sodafs  die  Strahlung 
infolge  Luminescenz  ausgeschlossen  ist.  Nun  wissen  wir  aber  heute*), 
dafs  das  Leuchten  der  Gase  und  Dämpfe  wesentlich  durch  Luminescenz, 
sei  es  Chemi-  oder  Thermoluminescenz,  hervorgerufen  wird,  nicht  aber 

1)  Vergl.  E.  Pring«heim:  „Sur  l'dnjiHsion  des  gaa".    Rapports  Congr.  Intern. 
Bd.  n  p.  100—131!.     Paris,  Gautbier- Villars  1900, 
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taf  der  ümen  innewohnenden  Temperatur  aliein  beruht.  Auf  die  in 
der  Sonne  leuchtenden  Gase  darf  somit  das  Kirch  hoff  sehe  Gesetz 
wenig    angewandt    werden    wie    auf   die    in    der   Natriumflamme 

Sluüichen  Flammen  glühenden  Dämpfe. 

Um  80  wichtiger  ist  die  strahlun^sthi-oretisc]w  Bedeutung  dieses 
deren  Gröfse  und  Tragweite  erst  jetzt  in  ihrer  ganzen  Fülle 
it  worden  ist.  Sie  gipfelt  in  der  innigen  Beziehung  des  schwarzen 
Körpers  zur  realen  Körperwelt  Durch  den  Kirehhoffschen  Satz  sind 
nämlich  die  Strahlungsgesetze  aller  Körper,  soweit  sie  infolge  der 
Temperatur  strahlen,  auf  dasjenige  des  vollkommen  schwarzen  Köi-pers 
rorückgefuhrt.  Ist  dieses  bekannt,  so  braucht  man  nur  die  Absorptions- 
vermögen der  übrigen  Körper  zu  bestimmeu,  um  auch  deren  Strahlungs- 
goietze  zu  kennen.  Kirchhoff  spricht  es  auch  aus,  dals  das  Gesetz 
der  schwarzen  Strahlung  unzweifelhaft  von  einfacher  Form  ist,  wie  alle 
Funktionen  es  sind,  die  nicht  von  den  Eigenschaften  einzelner  Körper 
ibhangen,  und  fügt  hinzu,  dafs  erst^  wenn  auf  eiperimenteOem  Wege 
dieoes  Gesetz  gefunden  sei,  die  ganze  Fruchtbarkeit  seines  Satzes  sich 
seigen  werde. 

Um   das   Strahl ungsgesetz   des  schwarzen   Körpers  zu   bestimmen, 

es  freilich  notwendig,  vorher  die  von  Kirch  hoff  definierte  schwarze 
ung  dem  Experimente  zugänglich  zu  machen.  Bis  in  die  neueste 
Zeit  hinein  bemühte  man  sich  meistens  vergeblich,  dieses  hohe  Ziel 
zu  erreichen.^)  Es  ist  dies  um  so  merkwürdiger,  als  auch  der  Weg 
för  die  Verwirklichung  der  schwarzen  Strahlung  durch  Kirchhoffs 
Gesetz  gegeben  und  in  einer  Folgerung  enthalten  ist,  die  schon 
Kirchhoff  aus  seinem  Gesetze  gezogen  hat.  Wegen  ihrer  Wichtig- 
keit werde  sie  wörtlich  angeführt.  Sie  lautet-):  „Wenn  ein  Raum  vou 
Körpern  gleicher  Temperatur  umschlossen  ist,  und  durch  diese  Körper 
keine  Strahlen  hindurchdringen  können,  so  ist  ein  jedes  Stralilenbündel 
im  Innnem  des  Raumes  seiner  Qualität  und  Intensität  nach  gerade  so 
beschaffen,  als  ob  es  von  einem  vollkommen  schwarzen  Körper  derselben 
Temperatur  herkäme,  ist  also  unabhängig  von  der  Beschaffenheit  und 
Geslalt  der  Körper  und  nur  durch  die  Tem^jeratur  betÜngt." 

£rhitzt  man  also  nach  dem  Vorgänge  von  W.  Wien  und  mir'') 
j^ane  mit  einer  kleimn  Öjfmfng  vt^sefietw  Hohlkugel  auf  eine  üJjerail 
^ttuhmäßige  Temperatur,  so  dringt  ans  der  Öffnung  die  dmer  Temperatur 
eKiBpndtende  schtoaree  StraMung"^. 

1)  Aaf  die  Geschichte  des  schwarzen  Körpers  und  seine  GcBetze  werden  wir 
is  CBASto  späteren  Aufsatz  znnickkommen. 

S)  G.  Kirchhoff:  Pogg.  Ann.  10»,  202.     1860. 

t)  W.  Wien  und  0.  Lummer:  Wied.  Ann.  5Ö,  451— 45G.    1895. 
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2.  Das  Drapersche  Gesdg  eine  Folgerung  Kirchhoffs  aus  seinetn 
Satz.  —  Eine  zweite  Folgerung,  die  Kirch  ho  ff  aus  seinem  Satze  zieht, 
führt  zum  Drape  rächen  üesetze.  Hierbei  geht  Kirch  hoff  von  der  Er- 
fahrung aus,  dafs  ein  Körper,  z.  B.  ein  elektrisch  geglühter  Platindraht, 
beim  allmählichen  Erhitzen  anfangs  gar  keine  sichtbaren  Stralüen  aus- 
sendet, dann  rote,  zu  denen  sich  bei  weiterer  Temperatnrsteigerimg 
gelbe,  grüne  etc.  Strahlen  gesellen.  Zunächst  folgert  hieraus  Ki rehhoff, 
dafs  die  Strahlungsintensität  («7^)  des  schwarzen  Körpers  für  alle  Tem- 
peraturen unterhalb  einer  gewissen  Temperatur  gleich  Null  ist  und 
für  höhere  Temperaturen  mit  diesen  wächst;  dabei  ist  diese  Grenz- 
temperatnr  je  nach  der  Wellenlänge  verschieden.  Die  Strahlungs- 
intensität {Ji)  des  schwarzen  Körpers  steht  mit  dessen  Emissions- 
vermögen (q)  in  der  eüifacheu  Beziehung: 

^i  =  ^i.  — ;i—  y 

wenn  man  mit  da  und  ds  die  Projektionen  zweier  sich  bestrahlenden, 
schwarzen  Flächenelemente  auf  die  Strahl ungsrichtung  und  mit  r  die 
Entfernung  der  Elemente  von  einander  bezeichnet.  Nach  Kirchhoff 
erleidet  Ji  einen  Sprung,  also  auch  e^,  und  da  Äi  bei  jeder  Temperatur, 
unter-  und  oberhalb  der  Orenztemperatur  endlich  sein  mufs,  so  folgt 
logisch  richtig,  dafs  auch  Ex  den  Sprung  bei  derselben  Temperatur  wie  ti 
ausführt.  Nun  gilt  das  Kirchhoffsche  Gesetz  für  jeden  Temperatur- 
strahler, also  gelangt  man  zu  Kirchhoffs  Folgerung:  „dafs  a//f  Körper, 
wenn  ihre  Temperatur  allmählich  erhitzt  wird,  bei  derselben  Temperatur 
rot  zu  glühen,  bei  einer  höheren,  allen  gemeinsamen  Temperatur  gelbe 
Strahlen  etc.  auszugeben  anfangen" 

Die  Kirchhoffsche  Annahme,  dafs  J^  einen  plötzlichen  Sprung 
mache,  ist  aber  nicht  zutreffend,  da  die  Strahlungsintensität  mit  ab- 
nehmender Temperatur  asymptotisch  der  Null  sich  nähert.^) 

Aber  selbst  wenn  diese  Hypothese  richtig  wäre,  entbehrt,  wie 
ich  nun  zeigen  will,  die  aus  ihr  mit  Hilfe  des  Kirch hoffschen  Satzes 
gezogene  Konsequenz  der  Berechtigung. 

Aus  dem  Ki  rehhoff  sehen  Satz  kann  man  nur  das  besonders  für 
die  Leuchttechnik  wichtige  Resultat  folgern,  dafs  bei  ein-  und  der- 
selben Temperatur  von  allen  Körpern  jedenfalls  der  schwarze  Körper 
die  maximale  Energie  aussendet  und  zwar  in  Bezug  auf  jede  Wellen- 
länge. Es  werden  somit  tlie  Energiekurven  aller  Substanzen  bei  jeder 
Temperatur  von  derjenigen  des  schwarzen  Körpers  gleicher  Temperatur 

1)  Hierauf  hat  auch  achon  Max  Planck  aufmerkgam  gemacht  bei  Gelegenheit 
der  Herausgabe  der  Kirchhof  fachen  Abhandlung  in  Ostwaldts  Klasaikern  der 
exakt.  Wissensch,    Nr.  100.    Leipzig.    Verlag  v.  W.  Engelmann  1898, 
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«ingehüUt,  gleichviel,  ob  der  strahlende  Körper  ein  kontinuierliches,  ein 
Bunden-  oder  ein  Linienspektnim  aussendet;  our  mul's  er  ein  reiner  Tempe- 
nttintnüiler  sein  und  darf'  sein  Leuchten  nicht  der  Luminescenz  verdanken. 

In  unseren  gebräuchlichen  Lichtquellen  wie  in  den  Uas-  und 
Fetrolenmiampen,  in  der  elektrischen  Glüh-  und  Bogenlampe  strahlt 
hauptsächlich  die  Kohle  in  festem  Zustande  und  ihre  Strahlung  ist 
zweifellos  reine  Teinperaturstra,hlung. 

Allen  diesen  Lichtern  iat  demnach  bei  gleicher  Temperatur  der 
aehwazze  Körper  an  Strahlungsintensität  und  Heliigkeit  übtrleyen;  wenn 
nutt  aber  auch  mit  keiner  dieser  Lichtquellen  einen  gröl'seren  Lichteflekt 
iraielen  kann,  als  mit  einem  gleichhoch  temperierten  schwai-zen  Körper, 
itt  dieser  gleichwohl  nkht  der  ökonomischste.  Denn  er  sendet  auch  die 
maximale  Energie  im  uiisirhtharcn  Gebiet  des  Spektrums  aus,  und  diese  ist 
tat  das  Auge  unnützer  Ballast.  Ökonomischer  sind  daher  als  Leuchtstoffe 
«Ue  diejenigen  nichtschwarzen,  selektiv  rellektierenden  Stoffe,  welche  relativ 
nun  »ch Warzen  Körper  die  Lichtwellen  besser  verschlucken  als  die  Wärme- 
wellen und  von  diesen  bilden  diejenigen  wiederum  die  ökonomischsten, 
welche  die  sichtbaren  Strahlen,  rot  bis  violett,  vollkommen  absorbieren, 
die  unsichtbaren  aber  vollkommen  Kurückwerl'en  oder  vollkommen  durch- 
lassen. Letztere  können  als  „ideale"  Temperaturstrahler  bezeichnet  werden. 

Ob  es  solche  Leuchtkörper  giebt,  die  absolut  schwarz  für  das 
sichtbare  Spektrum  und  absolut  spiegelnd  oder  durchlässig  für  das 
ansichtbare  Wellenlangengebiet  sind? 

Inwieweit  der  Auerstrumpf  seine  hohe  Leuchtkraft  dieser  selektiven 
ßcflexionseigenschaft  zu  verdanken  hat,  ist  »och  nicht  entschieden.  Bei 
den  Oxyden  der  seltenen  Erden  scheint  ebenso  wie  bei  den  in  der 
Nerustlampe  glühenden  Stoffen  «lie  Höhe  der  erreichten  Temperatur 
(etwa  2400*'  abs.)  die  Hauptrolle  zu  spielen.  Schreitet  doch  hier  die 
HftUigkeii  etwa  mit  der  zwölften  Potenz  der  absoluten  Temperatur  fort'), 
•odafs  ein  höher  temperierter  schwarAer  Körper  recht  wohl  ökonomischer 
sein  kann  als  ein  niedriger  temperierter  selektiver  ,^idealer"  Leuchtkörper. 

\)  Vergl.  0.  Lummer  und  F.  Kurlbauiu:  Verhdlgn.  d.  Düutacii.  Phy».  Ue^. 
Bd.  n.  Nr  8,  pag.  89—92.  löOa  Aus  dieser  Arbtit  werde  folgende  Tubell«  mit- 
gdeill,  auB  welcher  die  oben  Angegebene  Poteuz  gefolgert  ist,  Mifst  man  bei  einer 
abtoluteo  Temperatur  2',  und  der  ihr  benachbarten  'jT,  die  zugehörigen  Helligkeiten 
U^    und  if,  und  «etstt:   HJH^  =  {TjT^f,  m  erhält  man  folgende  Werte  von  xi 
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Aua  liieseui  rapiaeu  Anwachsen  der  photometrischen  HeDigkeit  ist  ersichtlich, 
eco  wie  Bchatfe»  Kriterium  hierdurch  für  Gleichheit  der  Temperatur,  i  B.  innerhalb 
dss  »c-hwarxeii  Köqiprs,  gegebeu  int. 
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Findet  man  experimentell,  dafs  eine  Lichtquelle  für  denselben 
Spektralbezirk  heiler  ist  als  der  schwarze  Körper  gleklier  Temperatur, 
flanii  folgt  nach  dem  Kirchhoffscbeu  Gesetze  notwendig,  dafs  üire 
Strahlung  als  Luminescenzerseheinung  auzusprecheu  ist.  Es  müfste 
dieser  Fall  eintreten  bei  den  leuubtenden  Dämpfen  mit  Linienspektren 
/,.  B.  bei  der  Natrium-  oder  Lithiumtlamme,  von  denen  E.  Frings  beim 
anderweitig')  nachgewiesen  hat,  dafs  sie  inl'olge  Cheniiluminescenz 
leuchten.  Hiernach  würden  also  gerade  die  Gasspektra  auszuscheiden 
haben,  da  für  sie  das  Kirchhoff  sehe  Gesetz  nicht  gilt.  Auf  sie  allein 
wendete  man  aber  die  spektralaualy tische  Methode  an. 

(femäfs  seiner  maximalen  Strahlung  wird  der  schwarze  Körjjer 
von  allen  anderen  Teniperaturstrahlem  auch  zmrd  skhtlmr  sein.  Es 
ist  klar,  dafs  wir  mit  unserem  Auge  die  Existenz  von  Wellen  erst 
nachweisen,  also  den  sie  aussendenden  Körper  sehen  können,  wenn 
deren  Intensität  den  Schwclfnitveti  überschritten  hat.  Dieser  wird  aber 
zuerst  vom  schwarzen  Körper  erreicht,  und  nach  ihm  erst  von  den 
übrigen  Substanzen,  geordnet  nach  der  Gröfse  üires  Absorptions-  und 
Emissionsvennögeus  für  die  der  Beot>achtimg  unterworfenen  Wellen.  Ein 
nichtachwarzer  Körper  wird  also  im  Vergleich  zum  schwarzen  bei  einer 
höhet'pu  Temperatur  erscheinen,  bei  derjenigen  nändieh,  für  welche  seine 
Strahlungsintensität  gera<ie  den  Schwellenwert  en-eicht  hat.  Und  sagt 
Kirchhoff  nicht  dasselbe,  wemi  er  obigem  Satz  hinzufügt:  „Die  Inten- 
sität der  Strahlen  von  gewisser  Wellenlänge,  welche  verschiedene  Körper 
bei  derselben  Temperatur  aussenden,  kann  aber  eine  sehr  verschiedene 
sein;  sie  ist  proportional  mit  dem  Absorptionsvermögen  der  Körper 
für  Strahlen  der  in  liede  stehenden  Wellenlänge,  Bei  derselben  Tempe- 
ratur glüht  deshalb  Metall  lebhafter  als  (Uas  und  dieses  mehr  als  ein 
Gas  etc." 

Mithin  ist  gezeigt,  dafs  das  Drap  er  sehe  Gesetz  sclüechterdings 
aus  dem  Kirch  hoff  sehen  Satze  nkht  abgeleitet  werden  kann;  jetzt 
soll  bewiesen  werden,  dafs  es  auch  uicld  aus  thn  Draper scften  Ver- 
suchen folgt. 

3,  Die  richtige  Deutung  der  Dr  aper  sehen  Versuclte.  —  Draper 
erhitzt  in  einem  unten  geschlossenen  Flintenlauf  die  verschiedensten 
Substanzen  Kalk,  Marmor,  Flulsspat,  Eisen,  Glas,  Kohle  etc.  und  be- 
obachtet mit  gut  ausgeruhtem  Auge  im  dunklen  Zimmer  den  Beginn 
des  Leuchtens.    Während  Kalk^  Mannor  und  Flui'sspat  mit  weifslicbem, 

1)  E.  Pringaheim:  Wied.  Anu  Bd  45  p.  4:i7  IHyti  und  Bd.  49  ji  347.  1893. 
Hierbei  möchte  ich  bpmerken,  dafs  mir  die  von  H.  Kajser  und  in  sehr  scharfer 
WeiDe  von  F.  Paschen  gegen  Pringaheima  Bebhlsse  geltend  gemachten  Bedenken 
der  tiegnlndung  zu  futbehreu  acheini'u. 
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_  bezrr.  bläulichem  Lichte  zuerst  erschienen,  begannen  alle  Metalle,  Kohlo 
ähnliche  Körper  bei  977"  F.  oder  525^  C.  zugleich  mit  dem  Flinten- 
roUs  Licitt  auszusenden.  Indem  Druper  das  vom  Kalk,  FIulV 
etc.  ausgesandte  Licht  als  Luminescenzlicht  üUBschlielst,  gelangt 
er  «u  dem  SchluTs,  „rfa/s  cüie  festen  Körper  und  vidldchi  auch  ge- 
\chnifJsene  Metalle  Im  derselfmi  Temperatur  su  leuchten  hcgltmen^'  und 
It  diese  Temperatur  sogar  für  einen  natürlichen  Fixpunkt,  welcher 
irdigerweise  fast  gerade  KHK)"  F.  betrage. 
Die  Drap  ersehe  Folgerung  ist  falsch,  da  Draper  alle  Substanzen  in 
nahe  gleichtemperierton  Holilraum  (geschlossener  Fliütenlauf)  er- 
Demi in  einem  solchen  Rüinoe  müssen,  wie  wir  heute  wissen, 
notwendig  alle  Substanzen  gleichzeitig  dieselbe  Helligkeit  aussenden, 
falls  sie  nicht  luminesciereiide  sind.  Andrerseits  ist  die  Drapersche 
Annahme,  dals  Kalk,  Marmor  und  Flufsspat  luminescieren,  da  sie  vor 
den  anderen  Substanzen  zu  leuchten  beginnen,  zwar  richtig,  das  aber 
konnte  Drap  er  nicht  wissen;  denn  erst  auf  Grund  des  Kirchhoffschen 
Satzes  und  mit  Hilfe  der  Theorie  des  Hohlraumes  kann  das  vor  dem 
Glahen  der  meisten  Substanzen  einti-eteude  Leuchten  von  Kalk,  Marmor 
und  Flul'sspat  als  Ausnahme  von  der  reinen  Teraperaturstrahlung  au- 
sgesprochen werden. 

Es  entbehrt  die  Drapersche  wie  die  Kirch  hoff  sehe  Deduktion 
oicht  einer  gewissen  Komik,  wenn  man  sie  vom  heutigen  Standpunkt 
WS  betrachtet: 

G.  Kirch  hoff  zieht  aus  seinem  Satze  zwei  Folgerungen,  von  denen 
die  erste  zur  Theorie  des  Hohlraumes  und  des  schwarzen  Körpers, 
die  zweite  zum  Draperschen  Gesetz  führt.  Als  Beweis  für  die  zweite 
Folgerung  sieht  Kirchhoff  die  Versuche  von  Drap  er  an  und  sagt,  dafs 
die  dem  Draperschen  Gesetz  nicht  folgenden  Substanzen,  wie  Marmor, 
Kalk  und  Flufsspat  als  Ausnahmen  von  der  reinen  Teraperaturstrahlung 
zu  betrachten  sind.  Es  entspinnt  sich  sogar  eine  Art  Priori tätsstreit 
teitens  Drapers,  welcher  betont,  dafs  seine  Arbeiten  von  Kirch  hoff 
nicht  genügend  gewürdigt  worden  seien  und  sein  Gesetz  auch  ohne 
die  Kirchhoff  sehe  Deduktion  als  erwiesen  hinstellt.  Nun  ist  aber 
weder  die  Kirchboffsche  Herteituug  des  Draperscheu  Gesetzes  stich- 
haltig, noi'h  folgt  dieses  Gesetz  aus  den  Draperschen  Versuchen.  Diese 
«ind  eben  kein  Beweis  für  Kirch  ho ffs  i weite  Folgenmg,  sondern  nur 
fÖr  Kirch  hoff  8  erste  Folgerung,  gemäfs  der  in  einem  gleichtemperierten 
Hohlraum  die  schwarze  Strahhmg  herrscht,  in  welchem  also  alle  indi- 
tiduellen  Eigenschaften  der  verschiedenen  Substanzen  verschwinden, 
ioweit  aie  ihre  Strahlung  der  Temperatur  verdanken.  Erst  auf  Grund 
Beweiskraft    der   Draperschen   Versuche    ist    der    von   Draper 
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und  Kirch büff  gemeinsam,  aus  falscher  Prämisse  erhaltene  Schluls 
berechtigt^  das  zeitlich  vor  dem  Hohlraum  eintretende  Glühen  von 
Kalk,   Marmor  und  Flulsspat  als  Luiniuesceuz  anzusprechen. 

Noch  ehe  also  KircbbolT  sein  Oesetz  formulierte,  war  der  schwarze 
Körper  verwirklicht  gewesen.  Aber  auch  der  von  W.  Wien  und  mir 
im  Jahre  1H95  gemachte  weitere  Vorschlag,  mittels  des  gleicbtemperierten 
Hohlraumes  die  luminescierenden  Substanzen  von  den  Temperaturstrablera 
zu  scheiden^  war  von  Drap  er  ausgeführt  worden,  wenn  auch  die  Deutung 
des  Versuchs  erst  jetzt  erkamit  worden  ist.  Dafs  selbst  dem  Schöpfer 
der  Hohlraumtheorie  deren  Bedeutimg  imd  praktische  Tragweite  nicht 
ganz  zum  Bewulstsein  gekommen  ist,  geht  wohl  daraus  hervor,  <lal8 
Kirchboff  im  Anschlufs  an  seine  Folgerung  vom  gleichtemperierten 
Hohlraum  sagt'}:  ,,Der  in  diesem  §  ausgesprochene  Satz  kann  auch 
nicht  aufhören  zu  gelten,  wenn  unter  den  gedachten  Körperu  sich 
fluorescierende  befinden.  Die  Gleichung  EjA  ^  v  kann  allgemeiji  für 
einen  solchen  Körper  nicht  gelten,  aber  sie  gilt  für  ihn»  wenn  er 
in  eine  vollkommen  schwarze  Hülle  von  derselben  Temperatur  ein 
geschlossen  ist  etc.'" 

Hiernach  hätte  also  Kirch  hoff  die  vorzeitig  leuchtenden  Sub- 
stanzen Kalk  etc.  auch  nicht  als  luminescierende  hinstellen  dürfen, 
selbst  wenn  er  sich  dessen  bewulst  geworden  wäre,  dafs  Drapers 
Versuche  gar  nicht  zum  Drap  ersehen  Gesetze  führen,  da  doch 
bei    ihnen    alle    Substanzen    im    schwarzen    Hohlraum    erhitzt    worden 


waren. 


Übrigens  hat  Kirchhoff  in  der  späteren  ausführlicheren  Publi- 
kation seiner  „Untersuchungen  über  das  Sonnenspektrum  und  die 
Spektren  der  chemischen  Elemente'*,  Berlin,  Dümmler  1KÖ2  obigen 
Passus  fortgelassen.  Da  er  aber  nach  wie  vor  das  Drap  ersehe 
fiesetz  beibehielt,  so  folgt,  dais  iliin  entweder  Drapers  Versuchs- 
anordnung unbekannt  oder  dafs  ihm  seine  Holilraumtlieorie  nicht  bis  zu 
ihrer  letzten   Konsequenz  vertraut  war. 

Jetzt,  nachdem  der  mit  einer  OÖnung  versehene,  gleichtemperierte 
Hohlraum  unsere  Kenntnis  über  cÜe  Gesetze  der  Strahlung  so  schnell 
und  gründlich  gefördert  hat,  scheint  man  von  gewisser  Seite  nur  zu 
geneigt,  die  Verwirklichimg  der  schwarzen  Strahlung  als  eine  selbst- 
verständliche Sache  hinstellen  zu  wollen. 

Wie  sicher  begründet  das  Drap  ersehe  Gesetz  galt,  ist  wohl  daraus 
zu  ersehen,  dafs  die  zu  Grunde  liegenden  Versuche  volle  40  Jahre 
ohne  Wiederholung  blieben,  obgleich  nach  dem  Kirchhof  fachen  Gesetz 


1)  G.  Kirch  hoff:  Pogg.  Ann.     B«J.  lOU,  p,  300     H*60. 
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f^nMiezu    erwartet  werden   mulste^  dai's   die  verscliietlenen  Temperatur- 
ftrahler    infolge    ihres    verschiedeneu    Äbsorptionsvenöögens    bei    ver- 
r4ckiedener  Temperatur  über  die  Schwelle  schreiten  würden.     Zu  dieser 
öhütt^rlichkeit   des   Drap  ersehen   Gesetzes    trug   freilich   Kirch- 
hoffe vermeintliche  theoretische  Begründung  wesentlich  bei.') 

4,  Die  Grau{fluf  in  ihrer  Beziehutig  eum  Drapcr.'ichat  Gesetz,  — 
Erst  H.  F.  Weber')  lenkte  die  allgemeine  Aufmerksamkeit  wieder  den 
Drap  ersehen  Versuchen  zu,  als  er  den  Beginn  der  Rotglut  verschiedener 
Kohlefasem  beobachtete,  um  die  Ökonomie  der  Glöhlampen  zu  be- 
stimmen. Bei  Ausführung  dieser  Beobachtungen  im  Dunkelzimmer  bei 
Nacht f  bemerkte  er,  dafs  die  Lichtentwickelung  gar  nicht  mit  der 
Roiglnt  beginnt,  sondern  der  Kohlefaden  anfangs  ein  ffdüskrncltelf/rmtfs'* 
I  oder  ^gespeiisterffi'aucs^'  Licht  aussendet  „Diese  erste  Spur  düsteniebel- 
iien  Lichtes  erscheint  dem  Auge  als  etwas  unstet,  glimmend,  anf- 
and abhnschend,  imd  dieses  Hin-  und  Herzittem  verschwindet  erat  mit 
dem  Auftreten  der  ersten  Andeutung  der  Rotglut;  von  da  an  machte 
i^das  von  dem  Faden  ansgesandte  Licht  deu  Eindnick  eines  absolut 
en  Lichtes." 

Hiermit  schien  das  Drap  er  sehe  Gesetz  ganz  zu  Falle  gebracht, 
nimal  H.  F.  Weher  und  R.  Emden*"^)  feststellten,  dafs  Gold  schon 
bei  42B"  C.  und  Neusilber  bei  403*  C.  Licht  auszusenden  beginnen, 
irihrend  die  erste  Rotglut  nach  Drap  er  erst  bei  etwa  .'»25*  C 
einsetzt. 

Aber  auch  hier  schleicht  sich  ein  Irrtum  ein,  der  die  Schluls- 
folgerung  aus  den  Web  ersehen  Versuchen  hinfällig  macht.  Ehe  ich 
die«  aeige,  mochte  ich  darauf  aufmerksam  machen»  dafs  Draper  selbst 
pbenfaJls  die  Grauglut  beobachtet  hat,  ohne  ihr  näher  nachzuspüren, 
ttoch  die  nötigen  Konsequenzen  daraus  zu  ziehen.  Aulser  den  Versuchen 
mit  dem  Flintenrohr  stellte  Draper  nämlich   auch   noch   Sehversuche 


l)  Auch  iu  dein  kürzlich  erscLieiieueii  I.  Band  de«  Handbutbi:  der  Spektroskopie 
TOB  H.  Kay  »er  findet  «ich  bei  Erwähnung  des  Draperachen  Gesetze«  noch  der 
US:  „Man  hatte  auch  wohl  nach  Ven*ucben  von  W»*Jfj|:ew()nd  schon  die 
daong aiUige«]>roche&,  alle  Körper  begönnen  bei  derselben  Tem]rpratiir  y,u  leuchten; 
erst  Draper  «uchte  diese  Frage  experimentell  zu  entscheiden  und  fand  die 
Antwort,  welche  «ich  später  ab  eine  Konsequenz  de»  Kirchboffgchen 
I  heraunatellen  «ollte",  au«  welchem  hervorgeht,  dals  der  Autor  diese  Konaequenx 
richtig  anerkennt,  unmittelbar  vorher  macht  freilich  auch  H.  Kays  er  darauf 
rk»amt  dafs  der  Draperache  Verfluch  in  Wahrheit  nichtH  beweine,  da  »ich 
die  iftintlichen  Körper  in  demselben  Hohlraum  bettinden, 

1)  II    F.   Weber:   Berl     Akad.   Ber    28,  4D1.      1887.     Wied.  Ann.  88,  266. 
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im  Spektnitn  an,  indem  er  durch  em  Prisma  nach  einem  elektrisch 
geglühten  Platindraht  blickte.')  Dabei  fand  er,  dafs  mit  der  ersten 
Sprir  orange-roten  Lichtes  sich  Licht  auch  im  <jelf/cn  Teil  (k.s  Spektrums 
bemerkbar  machte,  jedodi  farblos  und  grü^üich-ijraH  auftrat  Erst  wenn 
die  Temperatur  stieg,  verwandelte  sich  das  farbh)8e  Grau  in  Gelb  und 
gleichzeitig  dehnte  sich  das  Spektrum  nach  beiden  Seiten,  dem  Rot  imd 
<lem  Violett  hin  aus. 

Mufs  somit  Draper  als  der  Entdecker  der  Grauglui  angesehen 
werden,  so  gebührt  H.  F.  Weber  das  Verdienst,  ohne  spektrale  Zer- 
legung die  fTrHuglut  bemerkt  und  ihre  phantastischen  Erscheinungen 
beobachtet  zfi  haben.  Auch  Weber  dehnte  seine  Vei-suche  auf  das 
Spektrum  aus,  bei  deren  Deutung  er  ähnlich  wie  Kirch  hoff  den 
Unterschied  zwischen  rein  subjektiven  Erapfindimgen  imd  den  ihnen 
zu  Grunde  liegenden  objektiven  Vorgängen  nicht  genügend  berück- 
sichtigte.^) 

Soweit  ich  die  Litteratur  durchgesehen  habe,  schemt  Lecher'^)  der 
Einzige  gewesen  zu  sein,  der  die  Drap  ersehe  Entdeckimg  der  Grauglut 
beachtet  und  sie  sogleich  gegen  das  Drap  er  sehe  Gesetz  ins  Feld 
geführt  hat.  Da  nach  Drap  er  das  Leuchten  im  orange-gelben  Teile  des 
Spektrums  beginne,  könne  unmöglich  das  Drapersche  Gesetz  gelten. 
Aber  Lecher  schliefst  auch  unerlaubt  von  subjektiven  Erscheinungen  auf 
objektive  Vorgänge,  wenn  er  die  Draper  sehe  Beobachtung  im  Spektrum 
als  Beweis  dafür  ansieht,  dafs  die  Strahlung  eines  Körpers  schon  beim 
Beginn  des  Leuchten«  dieselbe  Zusammensetzung  habe,  wie  bei  den 
höchsten  Temperaturen.  Es  ist  bekannt,  dals  auch  die  Sonne  ihr 
Energiemaximum  im  gelben  Teile  des  Spekti'ums  besitzt.  Da  nun 
nach  Draper  die  erste  Lichtentwieklung  ebenfalls  mi  Gelb  stattündet, 
so  sieht  Lech  er  den  Satz  als  erwiesen  an,  dal's  das  Energiemaximnm 
bei  allen  Temperaturen  an  derselben  Sj»ektralstelle  liege,  ein  Gesetz, 
welches  Lecher  auf  theoretischem  Wege  aus  dem  Kirch  hoff  seilen  Satze 
gefolgert  hatte,  und  welches  durch  Versuche  von  W.  Jaques*)  wahr- 
scheinlich gemacht  war.  Die  beobachteten  geringen  Verschiedenheiten 
in  den  Wärmespektren  verschiedener  fester  Korper  schiebt  Lech  er  auf 
die  Störungen,  welche  die  aus  dem  Innern  kommende  Strahlung  an 
der  Grenzfläche  durch  selektive  Reflexion  erfährt. 


1)  J.  W.  Drap  er:  Scientific  Memoirs  p.  38.     London  1878. 

2)  Vergl.  hierzu  F    Stenger:  Wied.  Ann  82,  271.    1887  und  S.  P   Langloy: 
PbiloB.  Mag.  (6)  Bd.  27,  1-23     1889. 

3)  E.  Lecher:  Wien   Akad.  Bar.    8»,  (II)  p.  ai— 490     1882 

4)  W.  W   Jaquee:  Inaug.   Dias    John»  Hopkins  üniv    BalHmore.     I.  Wibon 
and  Son.     1879.    Proc.  Amer.  Acad.     Bd.  III,  p.  866.    1879. 
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wiseeD  heut€,  dafs  sich  das  Euergieniaximnm  mit  steij^ender 
Tejnperfttur  immer  mehr  vom  ultraroten  nach  dem  violettem  Teile  des 
Spektrums  Terschiebt.  wobei  das  Produkt  ans  der  absoluten  Temi>eratiir 
und  der  Wellenlänge,  bei  der  das  Maximum  im  Spektnim  liegt,  wenigstens 
\>e\m  schwarzen  Körper  und  beim  blanken  Platin  kunstant  bleibt. ' ) 

Während  daa  Drapersche  Gesetz  der  Theorie  von  Leeher  im  Wege 
stand^  betrachtet  R.  v.  KÖvealigethy')  bei  seinen  theoretischen  Shidien 
mr  Herleihmg  einer  Spektralgleichung  „das  Drapersche  Gesetz  als 
eme  theoretische  Forderung  des  Kirchhoffsuhen  Satzes,  das  weiteren 
Untersuchungen  wohl  zu  Grunde  gelegt  werden  darf*. 

Von  dem  Einwand,  der  dem  Draper  sehen  Gesetz  durch  die  Grau- 
|B;lut  erwächst,  wird  abgesehen.  Und  thatsächiich  haben  die  Grauglut 
und  die  Rotglut  auch  nur  das  eine  gemeinsam,  dafs  sie  subjektive 
Erscheinungsformen  derselben  objektiven  Ursache  sind.  Beide  Em- 
pfindungen werden  in  unserem  Gehirn  geweckt,  wenn  wir  im  Dunkel- 
dmmer  die  allmähliche  Tempera  tu  rsteigenmg  eines  Körpers  von  der 
Zimmertemperatur  bis  zur  Glühtemperatur  beobachten  und  uns  hierbei 
des  Äutjf^  bedienen.  Irgend  ein  anderer  Energiemesser,  wie  z.  B.  das 
Bolometer,  würde  nur  ein  kimfinuierlfchcs  Anwachsen  der  Enei^ie 
notieren.  Unser  Auge  aber  meldet  einen  zwämaliffen  Sprumf^  erst 
\om  Dunkel  zum  Gespenstergrau  (Grauglut)  und  später  von  der 
(»rauglut  zur  farbigen  Glut  (Rotglut).  In  beiden  FäUeu  entsteht  der 
J^prung"  durch  das  Überschreiten  der  Reizschwelle  unseres  Selmerven; 
nar  die  vermittelnden  Organe  sind  in  beiden  Fällen  andere:  die  Grauglut 
entspricht  der  Reizschwelle  der  Stähvheu,  die  Rotglut  der  Reizschwelle 
der  Zapfen  unserer  Netzhaut.*) 

5.  Wesf'u  der  Grautfhd  und  l(off/hä.  —  Dank  den  physiologischen 
Errungenschaften  der  letzten  Dezennien,  gelang  es  mehr  und  mehr,  die 
Wirkungsweise  unserer  beiden  Netzhautorgaue  von  einander  zu  trennen 
um!  ihre  gesonderten  Aufgaben  zu  ergründen.  Schon  A.  König*)  hatte 
(ins  Farblossehen  des  Spektrums  bei  geringer  Helligkeit  den  Stäbchen 
lULserer  Netzhaut  zugeschrieben  und  für  die  Zapfen  das  farbige  Sehen 
(Biit  Ausnahme   von   Blau)   reserviert.     J.  v.  Kries*)   ging   weiter   und 


1)  0  La  mm  er  und  E.  Pringsheim:  Verhdlpi.  d.  Deutsch.  Physik.  Gesellach. 
Berlin  L     Nr    12,  216—236      1899. 

8)  B.  V.  Kövesligethy:  „Grundzüge  einer  theoretischen  Spektralanalyse", 
Halle  im  H.  W.  Schmidt.     1890. 

3)  0-  Lummer:  Verhdlgn.  d.  Physik.  «Jes.  tu  Berlin  lö,  lt21— 127.  1097  und 
Wiedem    Ann   «2,  U— 2»,    1897. 

4}  A.  König:  Berl.  Akad.  Ber   IH94.  p.  677. 

ft>  J.  V.  Kries;  Z.  S.  1*.  Psych    u.  PhyB.  d.  Sinnesorgane  »,  81-123,  1894. 
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stellte  die  nyjtotheBe  auf,  clafs  die  Zapfen  das  farbige  Sehen  überhaupt 
die  Stäbchen  dagegen  das  farblose  Sehen  bei  geringer  Helligkeit  ver- 
mitteln, bei  der  die  Zapfen  ganz  ausgeschaltet  sind. 

DenientsprecheiKl  bezeielinet  Kries  die  Zapfen  als  unseren  färben 
tüchtigen  .,HeIlapi>arat"  die  Stäbchen  als  djen  total  farbenblinden  „Dunkel- 
apparat^'.  Dabei  hat  der  Stäbciienappftrat  die  besondere  Fähigkeit,  seine 
hohe  Empfindlichkeit  gegen  schwacheB  Licht  durch  den  Aufenthalt  im 
Dunkeln  wesentlich  zu  steigern.  „Diinkeladaptation"  nennt  Ivries  diese 
Eigenschaft  der  Stäbchen.  Es  ist  interessant,  dafs  die  vergleichenden 
Anatomen  lange  vorher  schon  gefimden  hatten,  dafs  die  im  Dunkeln 
lebenden  Tiere,  wie  die  Eule,  der  Maulwurf  etc.,  nur  Stäbchen  besitzen, 
während  wir  gerade  umgekehrt  auf  der  Stelle  des  deutlichsten  Sehens, 
der  Juwe/i  centralis  oder  der  Netzbautgnibe,  nur  Zapfen  aufweisen  können. 

In  der  citiei*ten  Arbeit:  „Über  Grauglut  und  Rotglut"  habe  ich 
gezeigt,  dafs  die  von  Weber  beobachteten,  merkwürdigen  (rlüh- 
erscheinungen  ihre  vollständige  Erklärung  linden,  sobald  man  die  Grau- 
gltä  als  eitw  Etnpfinduwf  der  Stähchefi  und  die  Hotglut  aU  eine  sMte 
der  Zapfm  hwstellt 

Betrachten  wir  z.  B.  im  Dunkelzimmer  hei  Narht  mit  gut  ausge- 
ruhtem Auge  ein  elektrisch  geglühtes  Platinblech. 

Solange  die  Zapfen  noch  nicht  in  merkbare  Erregung  geraten, 
kommt  von  der  Netzhautgrube  auch  keine  Licbtmeldimg  rAim  Gehirn. 
Diese  geht  vielmehr  von  den  Stellen  des  infiirpJde»  Sehens  aus,  mit 
denen  wir  für  gewöhnlich  nicht  zu  beobachten  gewöhnt  sind.  Dann  tritt 
der  merkwürdige  Zustand  ein,  dafs  wir  etwas  sehen,  was  wir  nicht 
anblicken,  und  dals  die  Lichtempfindung  aufliört  und  das  Gesehene  ver- 
schwindet, wenn  wir  den  Blick  dortbin  richten,  von  wo  die  erregenden 
Strahlen  zu  kommen  scheinen.  So  bleibt  unser  Bestreben,  die  mdirekt 
gesehene,  grau  leuchtende  Stelle  des  Platin  blech  es  direkt  zu  sehen  und 
scharf  zu  fixieren,  frucht.b>s.  Dieser  Umstand  bewirkt  offenbar  jenes 
von  Weber  den  Temperaturschwanknngen  und  der  Müdigkeit  des  Auges 
zugeschobene  „unstete  Hin-  und  Heraittem",  welches  Weber  während 
des  ganzen  Stadiums  der  Grauglut  beobachtet  hat.  Dieser  uns  unge- 
wohnte, und  weil  wir  auf  seine  Erklänmg  nicht  verfallen,  rätselhafte 
Zustand  hört  auf,  sobald  die  Temperatur  eine  solche  Höhe  (nach  Braper 
etwa  525^  C.)  erreicht  hat,  dais  auch  die  Zapfen  im  Gehirn  eine  deut- 
liche Lichtempfindung  hervorbringen.  Jetzt  erst  meldet  die  Netzhaut- 
grübe  ,Xicht",  und  uns  erscheint  auch  das  leuchtend,  was  wir  fixieren. 

Die  Färl>ung  dieser  ersten  auftretenden  fnrhigen  Glut  (sogenannten 
Rotglut)  hängt  nicht  unwesentlich  von  der  Gröfse  des  getroffenen  Netz- 
hautteiles ab.     Infolge  des  Wettstreites  beider  Sehapparate,   ihre  ge- 


di«  «iUigkejt  des  Dr»per«<?hen  Gesetzes. 

en  Meldungen  im  Gehirü  zur  alleinigen  Geltung  zu  bringen»  die 
clien  eine  farblose,  tlie  Zapfen  eine  farhitje  Empfindung,  mufs 
l^twendig  eine  Verschmelzung  beider  Empfiindungen  zustande  komnaen. 
liXst  sich  von  Tornherein  daher  nichts  Bestimmtes  über  die  Farbe 
eu,  mit  welcher  die  sogenannte  „Kotglut"  über  ^V\e  Schwelle  tritt. 
Imr  soviel  läfst  sich  vermuten,  dals  die  Farbe  infolge  der  Vermisebung 
mit  Weife  eine  wenig  gesättigte  sein  wird.  Unter  der  Annahme,  dafs 
(He  Zapfen  zuerst  auf  die  gelbgrüne  Strahbuig  reagieren,  für  welche 
Öpektrabnegion  wir  im  Hellen  am  empfiü<llichsten  sind,  wird  die  Grau- 
lflut zunächst  in  eine  gelhlichweifse  und  dann  in  eine  mehr  rötliche 
Glut  ahergehen  müssen,  ähnlich  wie  Weber  es  beschreibt.  Aber,  wie 
s<*hou  erwähnt,  die  Theorie  kann  hier  nicht  viel  leisten;  aus  ihr  folgt 
nur,  dafs  je  nach  dem  Verhältnis  der  Ajizahl  der  getroffenen  Stäbchen 
SU  derjenigen  der  Zapfen  der  Verlauf  ein  anderer  sein  mufs,  und  dai's 
<ier  Beginn  der  farbigen  Glut  nicht  allein  von  der  Höhe  der  Temjjeratur, 
•«»ndern  auch  von  der  Stelle  abhängt^  mit  welcher  wir  beobachten.  In 
iler  That  erscheint  un.s  eine  etwa  die  Netzhautgrube  ausfüllende  Fläche 
Hei  &)(f  C.  (iireJä  gesehen  in  schönstem  Feuerrot,  während  sie,  indirekt 
gw»hen,  einen  gespenstergrauen,  dem  Stemenl ich fc  ähnlichen  Ton  annimmt. 
6.  Hat  das  Draprrschc  (Tf,'<dz  idM-rhaupt  ritint  iSinni'  —  Oben 
bähen  wir  gezeigt,  dats  das  Draper  sehe  Gesetz  weder  aus  den  Draper- 
schen  Versuchen  folgt  noch  ans  dem  Kirch  hoffeeben  Gesetz  theo- 
retisch hergeleitet  werden  kann.  Vielmehr  ist  es  wabi"scheinlich,  dafs, 
entsprechend  ihrem  verschiedenen  Absorptions-  und  Emissionsvermögen, 
die  verschiedenen  festen  Körper  nicht  bei  derselben  Temperatur  rot 
^ni  leuchten  beginnen.  Die  Entdeckung  der  Grauglut  schien  das 
)raper9che  Gesetz  vollständig  umzustofaen.  Wenn  dieser  Schhifs 
meiner  Theorie  von  der  Grauglut  und  Rotglut  auch  nicht  mehr 
illichhaltig  ist,  so  folgt  aus  ihr  gleichzeitig,  dals  das  Drapersche 
Gesetz  kein«i  rechten  Sinn  mehr  hat,  wenigstens  aber,  dafs  die 
Fra^^estellung  beim  Drap  ersehen  Gesetz  eine  ganz  andere  werden  mufs. 
Jfi<-ht  ob  alle  festen  Körper  bei  gleicher  Temperatur  rot  zu  leuchten 
beginnen,  ist  die  Frage,  sondern  es  hat  vom  Standpunkte  der  ent- 
^wickelten  Theorie  der  Orauglut  und  Rotglut  aus  lediglich  einen  Sinn 
m  fragen,  tcdche  Körper  gleichzeitig  die  Reizschwelle  der  Zapfen  oder 
^dnr  Stäbchen  überschreiten  und  welches  die  Farbe  ist,  mit  der  sie  erscheinen. 
Abgesehen  davon,  dafs  so  spezielle  Fragen  lange  nicht  mehr  da« 
Interesse  beanspruchen  können,  wie  das  Drapersche  Gesetz,  welchem 
fast  die  Bedeutung  eines  Naturgesetzes  beigelegt  worden  war,  bietet  deren 
LBeantwortung  auch  noch  beträchtliche  Schwierigkeiten.  Relativ  leicht 
die  Ausschaltung   der  Zapfen   bei  Beobachtung    der  Grauglut 
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mittels  der  Stäbt-hen.  Man  braucht  nur  toit  dem  gut  im  Dimkeln  ausge- 
ruhten Äuge  pfriphcr  zu  beobachten  oder  su  grofse  leuchtende  Flächen 
zu  betrachten,  dafs  deren  Netzhautbild  aufser  der  Fovea  centralis  auch 
die  umliegende,  stäbchenreiche  Netzhaut  bedeckt.  Freilich  Bcheint  hierbei 
auch  die  GrÖfse  der  gleichzeitig  erregten  FlUche  eine  Rolle  zu  »pielen, 
sodaT»  vergleichbare  Angaben  nur  bei  Inauspruclmahme  der  ganzen  Retina 
Äu  er  warben  sind. 

Hatten  Weber  und  Emden  beobachtet,  dals  die  verschiedeneu 
Metalle  iimerhalb  4f>0*'  (.'.  und  423"  C.  grau  über  die  Schwelle  treten, 
so  gelang  es  mir  unter  den  günstigst  gewühlten  Bedingungen,  den 
schwarzen  Körper  schon  bei  360*"  C  grau  schimmern  zu  sehen.*) 

Schwieriger  gestaltet  sieb  die  Ausschaltung  der  Stäbchen,  um  die 
farhi(jt:  Glut  mittels  der  Zapfen  eiiiwaudsfrei  zu  beobachten.  Natürlich 
wählt  man  zunächst  die  leuchtende  Fläche  so  klein,  dafs  beim  Beob- 
achten lediglich  die  Fovea  centralis  in  Thätigkeit  tritt,  da  auf  ihr  die 
Stäbchen  ganz  fehlen.  In  diesem  Fidle  mufs  die  glühende  Fläche, 
sobald  sie  überhaupt  gesehen  wird,  sogleich  auch  farbig  auftreten.  In 
Wirklichkeit  ist  aber  auch  dann  die  Ausschaltung  der  Stäbchen  gerade 
im  iTsteu  Statlium  der  farbigen  Glut  schlechterdings  unmöglich.  Denn 
beim  Beobachten  im  Dunkeln  wird  man  durch  dlie  unwillkürlichen 
Augenbewegungen  zumal  bei  dunkeladaptiertem  Auge  nur  zu  leicht 
verführt,  die  viel  früher  eintretende  Grauglut  zu  beobachten.  Sieht 
man  aber  einmal  die  grauleuchteiide  kleine  Fläche,  ao  kostet  es  die 
allergrölste  Anstrengung,  durch  willkürliche  Blickänderiing  ihr  Bild 
mit  der  Fovea  centralis  zur  Deckung  zu  bringen.  Ist  dies  durch  Zu- 
fall geglückt,  dann  ist  die  leuchtende  Fläche  verschwunden  und  das 
Sehfeld  ganz  dunkel.  Aber  nur  auf  kurze  Momente  ist  das  Hervor- 
brechen der  graulen  eh  ten  den,  einem  Stemgebilde  gleichenden  und  immer 
heller  werdenden  Fische  trotz  bester  Absicht  zu  verhintleru.  Somit 
wird  man  den  Eintritt  der  farbigen  Glut  erst  feststellen,  wenn  die 
Konkurrenz  der  Stäbchen  überwunden  ist.  Dann  erst  herrscht  unum- 
schränkt die  Netzhautgnibe.  Man  wird  also  sowohl  die  Temperatur  der 
ersten  farbigen  Glut,  als  auch  deren  Farbe  infolge  der  unvermeidlichen 
Beimengung  des  ,,Stäbchengraus"  nicht  einwandsfrei  bestimmen. 

Wir  ersehen  jedenfallB  hieraus  recht  deutlich,  wie  genau  wir  erst 
unser  Handwerkszeug,  die  Sirmesorgane,  studiereu  und  kennen  lernen 
müssen,  ehe  wir  aus  der  Beobachtung  Schlüsse  auf  die  AuJsenwelt  oder 
das  Kant  sehe  „Ding  an  sich"  ziehen  dürfen, 

Gharlottenburg,  den  3L  Januar  1901. 

li  0,L umtuer:  Z    8.  f.  Instruinkde  IH,  216.    1899, 


Die  Beziehungen  der  Zentralellipse  eines  ebenen  Flächen- 
stiickes  zn  seinem  imaginären  Bilde. 

Von  Stanislaus  Jollks  in  Hprliii. 

1.  Binet  hat  das  Trägheitsmoment  Ju  eiiieti  FliicheTistückes  5 
eber  Ebene  f  hinsichtlich  eines  in  ihr  gelegenen  Strahles  g^  eingeführt. 
Ist  n  der  paraUel  einer  gegebeneu  Richtung  gemessene  Abstand  eines 
nächeuelemeuts  r/J  vom  Strahle  g^,  so  versteht  er  unter  J}.x  da»  über 
(JAS  Flächenstück  ^f  ausgedehnte  Integral: 

./W'rfS- 

Zugleich  rait  J^;.  untersucht  er  das  jetzt  meist  als  Zentril'ugalmoment 
hinsichtlich  der  Strahlen  g»  u«d  gi  bezeichnete  Integral: 

wrohei  sich  ebenfalls  die  Integration  über  alle  Flächenelemente  von  5 
erstreckt.  Zwei  Strahlen  g^  und  g^  werden  zuerst  nach  Binet  konjugiert 
liinsichtlich  ihrer  Trägheitsmomente  genannt,  wenn  für  sie  die  Beziehung: 

JmX  =  0 
gilt    Durch  jeden  Punkt  P  von  g^  geht  ein  ihm  konjugierter  Strahl  gx^^. 
Sind  in  «f«  die  r^  parallel  zu  gi^^j  so  ist  J^^  insbesondere  das  g^  hin- 
sichtlich P  konjugierte  Trägheitemoment  J»»^''^,    Der  Äuadruck  für  J^*^*^ 
lalst  sich  auch  in  der  Form: 

ireibeu-  Hierin  bedeutet  [p'''^]*  das  Quadrat  zweier  entgegengesetzt 
Jeicheu  Strecken  ±:  (i<''',  sie  laufeu  paraUel  zu  g»['^^,  und  heifsen  jetzt 
die  g,  beszüglich  P  konjugierten  Trägheitshalbmesser  Ihre  Endpunkte 
liegen,  weim  g»  sich  um  P  dreht,  und  sie  von  P  aus  der  Gröfse  und 
Hichtung  nach  abgetragen  werden,  auf  der  Tnigheitaellipse  n-*  des 
Punktes  P.  Die  Achsen  von  it^  sind  identisch  mit  den  beiden  durch 
P  gehenden  Hauptträgheitsachsen  und  berühren  in  P  zwei  durch  P 
bende  konfokale  Kegelschnitte,  die  einer  bestimmten  Schar  an- 
aoren.  Den  Tangenten  eines  solchen  Kegelschnittes  sind  hinsichtlich 
ihrer  Berührungspunkte  zu  ihnen  senkrechte  Trägheitshalbmesser  gleicher 
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Länge  konjugiert.  Diese  grundlegenden,  von  Bin  et')  schon  1813  ver- 
öffentlichten Ergebnisse  gerieten  bald  in  Vergesseoheit  und  %vurden 
später  von  Anderen  noch  einmal  gefunden,  ohne  dafs  hierbei  uene  Ge- 
sichtspunkte zu  Tage  traten.  Das  Verdienst,  solche  wieder  gegeben  zu 
haben,  gebührt  Culniann  und  Herrn  Kouth.  Jener  wies  zuerst  auf 
ein  für  die  Theorie  der  Trägheitsmomente  wichtiges  Polai'sjstem  F*, 
dem  Antipolarsystem,  hin"*);  dieser  auf  oo'  Dreiecke,  hei  denen  in  ihren 
drei  Eckpunkten  konzentrierte  Flächenstücke  von  der  Gröfse  J5  ^<^™ 
Flächenstücke  ^  hinsichtlich  seiner  Trägheitsmomente  gleichwertig 
sind.^)  Kurz  darauf  zeigte  Herr  Keye,  dals  Dreiecke,  in  deren  Eck- 
}nmkten  Flächenstücke  derart  konzentriert  werden  können,  dafs  sie  p^ 
hinsicbtlich  seiner  Trägheitsraomeute  ersetzen,  Poldreiecke  des  Polar- 
systema  P'  .sind.*)  Später  kommt  Hesse  ebenfalls  auf  das  Polarsysteni 
F',  dessen  imaginäre  Ordnungskurve  nach  ihm  das  imaginäre  Bild  des 
Flächenstückes  JJ  g<?naTint  wird  Bezüglich  ihrer  Taugenten  ist,  wie 
er  zuerst  hervorgehoben  hat,  das  Trägheitsmoment  von  5  gleich  NuU.^) 

Herr  Reje  und  Hesse  ergründen  den  Zusammenhang  des  Polar- 
systems r*  mit  der  Theorie  der  Trägheitsachsen  auf  analjtisehem  Wege. 
Im  Folgenden  wii-d  er  aus  einigen  ganz  elementaren  Eigenschaften  der 
Trägheitsellipse  synthetisch  abgeleitet,  und  dies  scheint  mir  mit  Kück- 
sicht  auf  (he  geometrische  Mechanik,  insbesondere  die  graphische  Statik, 
nicht  unwichtig  zu  sein. 

2,  Die  Trägheitsellipse  ;r*  eines  beliebigen  Punktes  F  und  die 
Zentralellijjse  ö*  haben  zwei  reelle  Tangeuten  mit  einander  gemein. 
Diesen  Strahlen  sind  in  Bezug  auf  tt^  und  ö'  wiedenmi  parallele  Durch- 
mesHsr  tl„  und  r/<,  konjugiert.  Zwischen  den  d„  und  ff„  hinsichtlich  P 
und  S  konjugierten  Trägheitshalbmessem  ±  6„^^^  und  ±  d„^^  und  dem 
Abstände  des  Schwerpunktes  *S  vom  Punkte  P  besteht  folglich 
Gleichung: 


1)  Binet:  Memoire  sxu-  la  th^rte  des  axeii  conjogu^  et  de«  momenp  d'inertie 
des  eorps.  Journ.  de  TEcole  Polyt  9,  16.  Heft  (1813),  8.  41.  (Lu  ä  I'Institut,  en 
Mai  1811.) 

3)  Culmann:  Die  graphische  Statik.  Zflrich  1866,  2.  Abschnitt,  7.  Kapitel, 
§.  68—67.  Die  ergten  beiden  Abechnitte  erschienen,  wie  aus  d«r  Vorrede  S.  IX 
jni  ersehen  ist,  als  erste  Liefening  schon  1664. 

3)  E.  J.  Bouth:  Note  of  the  moment  of  inertia  of  atriangle.  Qiiarterly  Journal, 
ö  (1864),  S.  267 

4)  Reye:  Beitrag  zu  der  Lehre  von  den  Trägheitsmomenten,  Zeitschrift  für 
Mathematik  u.  Physik  10  (1866),  S.  433. 

oj  Hesse:  Vorlesungen  über  analytische  Geometrie  de«  Raumes.  11.  Auflage, 
Leipzig,  186Ö,  25.  Vorlesung 
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Sie  lalst  sich,  wenn  die  Kegelschnitte  si^  und  a-  den  Strahl  SP 
{Fig.  1)  in  den  Punktepaaren  6'j,  6'/  und  Pj,  P^'  schneiden,  auch  in 
der  Form: 

PPi^^SSj'  +  SP" 

schreiben.     Und  nunmehr  folgt  aus  ihr: 

SS,^  =  iPP,  -  SP)  {PP,  +  SP), 
'oder  da  PP,  =  P,' P  ist: 
(«)  -  SS,^  =  SP,  .  SP,\ 

D.  h.  Tragheitsellipaen   »*,   deren   Mittet j)unkte  auf  einem   durch  den 


A/ 


Schwerpunkt  S  gehenden  Strahle  d  liegen,   schneiden   ihn   in  Punkte- 
piaren  P, ,  P/  einer  elliptischen  Involution  mit  dem  Mittelpimkte  ,S'. 
Bezüglich   der  Zentralellipse  ö-  sind   nun   auf  d  den  Punkten  P, 
dift  Punkte  P,  konjugiert,  sie  bilden  eine  durch  die  Beziehung: 

V»  S8,*  =  SP, '  SP, 

charakterisierte  hyperbolische  Involution. 
Aus  \u}  und  (/})  folgt  ohne  weiteres: 

sp;  =  -  SP,. 

P/  ist  also  das  Spiegelbild  des  zu  P,  bezüglich  ö^  konjugierten 
Punktes  P,,  wenn  die  Spiegelung  im  Schwerpunkte  S  vor  sich   geht. 

Die  einem  Funkte  P,  bezüglich  der  Zeutralellipse  cf*  konjugierten 
Punkte  P,   liegen   auf  seiner  F*<jLare  p,  bezüglich  a-   und   gehen    durch 
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Spiegelung  in  >S'  in  Punkte  P^'  auf  dem  Spiegelbilde  p^  von  p^  über. 
Durchläuft  P,  einen  Strahl  q^,  so  dreht  sich  p^  um  den  Po!  Q^  von  q^ 
bezüglich  ö*,  und  folglieh  sein  Spiegelhild  />/  um  das  Spiegelbild  Q^' 
von  ft.  Jedem  durch  P,  gehenden  Strahle  gj  entspricht  also  ein  auf 
Ih  gelegener  Punkt  Q^'.  Die  beiden  konjektiven  Felder  «I»!  {I\, . . .,  q^f.. .) 
und  ^'  {/>/,  .  .  ..  <^/,  .  .  .)  sind  demnach  korrelativ,  und  zwar  bilden  sie 
ein  Polarsystem  r*^  da  in  dem  von  den  Strahlen  d,  d^  und  der  un- 
endlich fernen  Geraden  begrenzten  Dreiecke  die  Eckpunkte  den  gegenüber- 
liegenden  Seiten  entsprechen.  Das  Polarsystem  V^  hat  eine  imaginäre 
Ordnungskui've,  seine  k(jnjugierten  Durchmesser  fallen  mit  denen  der 
Zentralen ipse  zusammen.  Die  Zentralellipge  und  die  imaginäre  Ordnungs- 
kurve  von  F*  geben  in  sich  selbst  über,  wenn  einer  dieser  Kegelschnitte 
in  Bezug  auf  den  anderen  polarisiert  wird;  sie  sind  harmonisch  einander 
zugeordnet*)  oder,  nach  Christian  Wiener,  jeder  eine  Iniaginär- 
projektion*)  des  anderen.  Da  die  Polare  j7j  von  I\  bezüglich  a^  sich  in 
»S  als  Polare  /j/  von  P^  im  Polarsyateme  F-  spiegelt,  so  nennt  (Jul 
mann  />/   die  Antipolare    von   F^  und  analog  Pj   den  Antipol   von  p^. 

Mit  der  Zentraleilijjse  <?-  des  Flächenstückes  5  ist  auch  sein 
Pohtrsysteni  F-  gegeben,  und  umgekehrt  mit  diesem  jene.  Zwei  in 
einer  Ebene  gelegene  Flücheuatücke  —  gleichgültig,  ob  sie  aus  einem 
oder  mehreren  Teilen  bestehen  —  sind  also  hinsichtlich  ilirer  Träg- 
heitsmomente gleichwertig,  wemi  sie  gleichen  Inhalt  haben  und  in  ihren 
Polarsystemen  F-  jedem  Punkte  dieselbe  Polare  entspricht,  d.  h.  sie 
aufserdem  ein  und  dasselbe  Polarsystem  F^  bestimmen. 

3»  Die  beiden  zum  Durchmesser  d  parallelen  Tangenten  w/,  und 
tn/  der  Trägheitsellipse  :t'  eines  Punktes  P  von  d  (Fig.  1)  berühren 
jede  ö*  in  dem  Pole  der  anderen  im  Polarsysteme  F*.  Das  Gleiche 
gilt  von  den  die  Trägheitsellipse  st*  berührenden  Strahlen  p,  und  p^\ 
ihre  Berührungsinmkte  P/  und  Pj  sind  nämlich  in  F*  konjugiert, 
während  sie  selbst  parallel  laufen  zu  dem  ^if  bezüglich  ^^  konjugierten 
Durchmesser  d„  und  somit  auch  zu  dem  ihm  in  V*  konjugierten  Durch- 
messer d„.  Das  der  Trägheitsellipse  sr^  umschriebene  Parallelogramm 
mit  den  Seiten  w^,  w/,  /üj,  /j/  ist  also  ein  Polviereck  des  Polarsystemes 
F^,  imd  folglich  sind  seine  Diagonalen  g  und  i)„  nicht  nur  bezüglich 
Ä*,  sondern  auch  in  ihm  konjugiert.  Die  durch  das  Polarsystem  F* 
im  Mittelpunkte  P  der  Trägheitsellipse  :r*  hervorgerufene  Stralilen- 
involution  hat  hiermich  mit  dem  involu torischen  Strahlenbüschel  der  kon- 


1)  Schröter- Steiaer:  Die  Theorie   der  Kegelschnitte.     I.  Aullage,   Leipzig» 
1867,  S    64. 

2)  ilhristiait  Wiener:  Lehrlnicb  der  darstellenden  Geometrie.    Ueipzig,  1884. 
l.  Bd.,  VT,   AlKrl.nitt,  Xtn 
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,  jagierten  Durchmesser  von  it^  zwei  ihrer  Stralileu  paare  rf,  dn  und  ,9,  //;» 
aein.  D.  h.  die  konjugierteu  DurehniesstT  der  Trägheitsellipse  %"• 
'^ines  beliebi||5en  Punktes  P  und  die  sidi  in  P  schneidenden  konjugierten 
Strahlen  des  Polarsystemes  F^  bilden  dieselbe  Strableninvolution.  Zwei 
hinsichtlich  ihrer  Trägheitsmomente  konjugierte  Strahlen  sind  auch  in 
r*  konjugiert,  insbesondere  sind  die  Haupttnigheitsaehsen  eines  Punktes 
V  f^^  Achsen  des  durch  F-  in  P  hervorgerulenen  involutorisehen  Strahleu- 
büschels.  Für  sie  gelten  also  alle  die  bekannten  Sätze  Über  die  kon- 
jugierten normalen  Strahlen  eines  Polarsystemes.  Fallen  zwei  konjugierte 
Strahlen  eines  Polarsjsteraes  /usamnien,  so  bilden  sie  eine  Tangente 
leiner  Ordnungskurve.  Hinsichtlich  der  Tangenten  der  imaginären 
Ordnungskurve  von  T-  ist  demnach  das  Trägheitsmoment  von  J^ 
gleich  Null. 

4«  Zwei  in  einem  Brennpimkte  (r«  der  Zentralellipse  «j^  sich  recht- 
schneidende    Strahlen    sind    bezüglich    n-    konjugiert,    sonach 
Iden    ina    Polarsysteme    V^    die    den   Strahlen    des    Büschels    G^   kon- 
perten    normalen    Strahlen    einen    Strahlenbüschel.     Sein   Träger    ist 
zweite  Brennpunkt  (t,'   von   ff'',  er   ist   nämlich    in  F*  der  Pol  der 
fr,    bezüglich    0*   entsprechenden    Leitlinie    ij^.      Die    beiden    Strahlen- 
bflschel    Cr,    und    (ix   sind    projektiv    und    eraeugen   einen    Kreis,    wenn 
jedem  Strahle  des  einen  Büschels  der  ihm  konjugiert<*  des  anderen  zu- 
gewieseu  wird.     Durch  seine  Schnittpunkte  K^  und  L^   mit  der  Neben- 
wibse  der  Zentralellipse  geht  Hufser   den   in   F*  konjugierten   normalen 
Strahlen  G^K^,   GiK^  oder  (tjLj,   G[L^   noch  je  ein  der  Nebenaxe  in 
r*  konjugierter  nonualer  Strahl.     Somit  sind   Ä'j    imd  /-,   die  Brenn- 
punkte von  F'j  sie  stehen  vom  Schwerpunkte  S  ebensoweit  ab,  wie  die 
Brennpunkte  G^  und  G[  der  Zentralen ipse.     Kont'okalen  Zentnüeilipsen 
entspricht  hiemach  dasselbe  System  von  Hauptträgheitsachsen. 

Die   Achsen  der  einem  Punkte   P  in   F-   zukommenden  Strahlen- 
mvolution  hälften  die  Winkel  der  Strahlen,  <iie  tlie  Brennpunkte  K^  und 
^^X|    Ton   P   aus   projizieren.      Es  folgt   also   hieraus   ohne  weiteres  die 
^^^kannte  Konstruktion  der  Hauptträgheitsacbsen  eines  Punktes  P  mit 
Hilfe  der  Brennimnkte  der  Zentralen ij»se  6^\  sie  werden  eben  bei  ihr  in 
tbe  Brennpunkte  von  F"  übergeführt. 

5.  Die  Brennpunkte  /f,  und  L^  des  Polarsystemes  F*  tragen 
rtrthogonale  Strahleninvolutionen  imd  fallen  sonach  mit  den  Trägheits- 
breiinpuukt«n*)  des  Flächenstückes  g  zusammen.     Ihre  Trägheitsellipsen 

1)  Die  Trii^beitiäbreuDpunkte  wurdtüi  gieiclizeitig  von  Pojssoti  uml  Biuet 
eotfleckt;  man  vergleiche:  Poitsöou;  Traite  de  metanique.  Vatw  \n\\ ,  Band  II, 
8.  103^105  und  8.  49ft— 500  (Addition  aux  propri4?t^i  des  moniens  d'inertie  et  des 

principaux).     Binet  u.  a.  <).,  S.  iiW. 
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aind  gleich  grofee  Kreise ^  deren  Halbmesser  die  Länge  der  halben 
Hauptsehne  a  von  ff*  haben.  Wird  den  senkrechten  AbaüLnden  cf^^  und 
<7,  der  Brennpunkte  if,  und  L^  von  einer  Geraden  //  gleiches  oder  ver- 
schiedenes VorKeichen  /uerteilt,  je  nachdem  sie  auf  der  nämlichen 
Seite  von  ij  liegen  oder  nicht;  so  läist  sich  die  absolute  Länge  q^  des 
einer  Geraden  c/  konjugierten  zu  ihr  senkrechten  Trägheitshalbmeasers 
bekanntlich  \)  durch  die  Formel: 

(o*  +  ffkffl) 
ausdrücken.  Das  Produkt  ^^</,  bleibt  konstant  tur  alle  Tangenten  eines 
durch  die  Brennpunkte  K^  und  L,  und  die  Tangente  r/  bestimmten 
Kegelschnittes  y,/,  also  bilden  alle  Kurven,  deren  Tangenten  gleich  lange 
ihnen  konjugierte  senkrechte  Trägheitshalbmesser  entsprechen,  eine  Schar 
konfokaler  Kegelschnitte  mit  den  Brennpunkten  A'i  und  />,.  Zu  ihnen 
gehört  nach  It.  auch  die  imaginäre  ürdnungskurve  von  F*. 

Aus  der  konstanten  Exzentrizität  ^-  dieser  koufokaien  Kegelschnitte 
und   dem  Quadrate   der  halben   Hauptsehne  a^  von  y^*  berechnet  sich 

und  folglich;  wenn  h  die  halbe  Nebensehne  der  ZentraleUipse  bedeutet: 

Hierin  ist  nicht  nur  h,  sondeni  auch  a^  bekannt.    Es  ist  als  halbe 

Hauptsehue  von  y^*  gleich  dem  Halbmesser  seines  Fufspunktkreisea, 
also  gleich  dem  Abstände  des  Schwerpunktes  *S'  von  den  Fulspunkten 
G^  oder  (?,  von  g^  oder  ^,  auf  g. 

Eine  unmittelbare  Folge  hiervon  ist  eine  aiisndimenil  einfache 
Konstruktion  der  absoluten  Länge  q.,  des  einer  Geraden  g  konjugierten 
zu  ihr  senkrechten  Trägheit^halbmessers.  Man  fällt  von  einem  Brenn- 
punkte (Fig.  2),  etwa  K^ ,  des  Polarsystemes  F^  ein  Lot  K^  G^  auf  g^  und 
beschreibt  um  den  Schwerpunkt  S  mit  SG^  einen  Kreis.  Er  schneidet 
die  Hauptachse  der  Zentralellipse  in  Punkten,  die  von  den  Neben- 
scheitelpunkten der  ZentraleUipse  um  Qy  abstehen.  In  Fig.  2.  sind  nach 
dieser  Angabe  die  den  Hauptträgheitsachsen  g  und  h  eines  Punktes  P  kon- 
jugierten senkrechten  Trägheitshalbmesser  +  q^  und  i  ^a  ermittelt. 

ö.  Der  erste  Beweis^),  den  Herr  Beye  von  seinem  in  1.  an- 
geführten Satze  gab,  lieferte  ihm  das  Polarsystem  F^.  Er  vereinfacht 
sich  nunmehr  imd  wird  frei  von  seiner  analytischen  Einkleidimg»  da  in 
2*  und  S.  der  Zusammenhang  zwischen  den  Trägheitaellipseu  beliebiger 
Punkte  und  dem  Polarsysteme  F'  unabhängig  von  ihm  synthetisch  be- 

1)  Näheres   iiieruber  %.  ü.  bei  K.  J    Eoutb:  An  elementary  treatttie  of  the 
dynamii»  of  u  «yatem  of  rigid  bodie«,    Cambridge  1800,  Sect    II,  KviA    li»— 20 

2)  a.  a.  0.,  %'A  und  $  4. 
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gründet  wurde.  Soll  ein  System  2^  von  drei  in  den  Punkten  Py,  /*, 
iiii(i  i'j  koüzeiitrierteu  Flächf^nstücken  5u  5*  ^"^  Sa  ^^  Flächenstück 
J  hmsichttich  seiner  Trägheitsmomente  ersetzeiii  so  muTs  nach  "Z.i 

*(•)  5.  +  5,  +  5.  -  3 

leiu,  rind  2^  iiud  J5  dasselbe  Poiarsystem  F*  bestimmen.  Nun  sind 
die  Zentrifugahnom  eilte  des  System  es  2?  bezüglich  je  zweier  Geraden 
«und  V  gleich  Null,  die  von  einem  der  drei  Punkte  Pj^  P»  und  P^  nach 
den  beiden  anderen   führen^  folglich   erweist  sich  nach  3.  it  und  v  als 


Fig.Z. 
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ein  Paar  konjugierter  Strahlen  von  T-   und  sonach  P,  Pj  P^   als  emes 

Heiser  Poldreiecke,      Die    in    seinen    Eckpunkten    zu    konzentrierenden 

fteenstücke    berechnen   sich   sehr  einfach  auf  folgendem   später  von 

BHerniReye*)  angegebenen  Wege.  Das  Poldreieck  P^P^P^  von  F*,  in 
flesseu  Eckpunkten  die  noch  zu  suchenden  Flüichenstiicke  JJj^  J»  ^^^ 
öj  konzentriert  sind,  hat  denselben  Schwerpunkt  *S',  wie  %,  Es  niufe 
Boniit  die  Verbindungslinie  von  jt>  mit  einem  Eckpunkte  des  Poldrei- 
ftfks  durch   den   Schwerpunkt  der  in   den   beiden   anderen  Eckpunkten 


li  Reyo;  Trllgheit«-  und  höhere  Moinetite  eine»  MassenajtflemeB  in  Bezug  auf 
*ieu    Joum.  f  d.  reine  ujid  aiigew.  Math    72  t.lH70),  S.  31t. 
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konzentrierten  Flächeu«tücke  gehen.  Demnach  bestellt,  wenn  z.  B.  S^^ 
der  Schwerpunkt  der  in  P^  und  P^  konzentrierten  Flächenstücke  5s 
und  5^  ist,  zwischen  den  drei  Flächenstücken  5^,  5s  ""*1  5»  *^'®  ^^" 
Kiehung: 

iß)  5i-;'.Ä  +  {g,  +  5.)s,.s-o. 

Nun  sind  Pj  und  S^^  ein  Paar  konjugiert-e  Punkte  von  F%  ihre 
Abstände  von  N  genügen  also,  wenn  —  a-  die  dera  Stralile  Pi-S,,  in 
r^  zugehörige  Potenz  ist,  der  Gleichung: 
{y)  SP,  •  SS,,  =  -  a\ 

Aus  («),  iß)  und  (y)  folgt: 


5.= 


5. 


I 


Sowie  5ij  tl-  li-  •i«'^'^  (<i)  auch  5,  ~+~  Sa  bekannt  ist,  ergeben  sich  Jt 
und  5j  aus  der  Bedingung: 

(ä)  5,  ■  P,s„  +  5,  ■  p,.s„  =  0. 

Das  Systeiu  £  dieser  in  den  •Punkten  P, ,  P^  und  P^  konzentriert 
gedachten  Flächenstücke  Jj,  J,  und  }^^  genügt  nunmehr  auch  voll- 
ständig, um  5  hinsichtlich  seiner  Trägheitsmomente  zu  ersetzen.  Nach 
(ö)  und  {ß)  ist  *S  der  Schwerpunkt  des  Systeme»  2?  und  folglich  auch  der 
Mittelpunkt  des  von  ihm  bestimmten  Polarsysteraes  F^.  Das  Zentrifugal- 
raoment  von  £  für  je  zwei  Verbiiidirngslinien  der  Punkte  Pj,  P,  und 
Py  ist  gleich  Null,  ilas  Dreieck  P,P^i\  also  ein  Poldreieck  rheses 
Polarsystem  es.  Die  beiden  durch  J  und  2?  bestimmten  Polarsysteme 
r^  haljeu  hieruach  tleu  Mittelpunkt  und  ein  Poldreieck  mit  einander 
gemein,  und  sind  somit  identisch.  Aulserdem  besteht  die  Beziehung 
{a)f  demnach  kömien  nach  2,  5  und  die  in  den  Ecken  des  Poklreiecks 
P^P^P^  von  P*  konzentriert  gedachten  Flächenstücke  J,,  g^  und  g, 
sich  hinsichtlich  ihrer  Trügheitsniomente  vertreten. 

üalensee- Berlin ;  den  15.  Januar  1901. 


Principes  de  G6om^trografle  on  art  des  constructioiis 

g^om^triques; 

V&r  M.  E.  Lemoine  a  Paria.  M 

11  est  toot  a  fait  extraordinaire  qu'une  chose  aussi  aimple  que 
Ia  Geometrogratie  quon  peut  aprendre  avee.  les  premiers  traces  des 
eleraeuta»  ue  soit  encore  venue  ä  l'id&  de  peraoue.  Dans  la  science  de 
Ift  meeure  on  a  donc  preciaemeiit  neglige  d'essayer  Ime  Evaluation 
des  Operations  courantes  que  l\>u  y  execute,  et  cependant,  en  etendant 
le  sens  pre'cis  du  mot  meaure  tel  que  le  delinissent  les  mateniaticiens, 
on  j  arire  tres  facilement  come  naua  aions  le  montrer  dans  les  pages 
BOiTaiiteB. 

Les  Solutions  de  la  Geometrie  canonique  uadmeteut  que    dea 
droites     et    des     cercies,     les     conatructionjs     de     la     Geometrografie 
canonique  nadmetront  donc  que  la  regle  et  le  compas.    La  Geom^tro 
grafie   est    speculative    par    essence^    mais    ele  aerre   d'asaez    pres    la 
pratique  pour  y  etre  d'une  grande  utiüte. 

Les    ipoteses   qui  reudent   la  Geometrografie  speeulative  sont: 
1**  Qu'on  supose  iiidetinie  la  teuille  de  l'epure. 
2*  Que  le   compas   et  la  regle  peuvent  servir    a    tracer    des    cercies 

et  des  droites  de  toutes  dimensions, 
3"  Ele    supose    qu'un    point    est    detenuine    parfaitement    quelque 
petit   que  soit  langle  sous   lequel   se  coupent  les  lignes  qui   le 
placent. 
4**  Ele    supose    l'existence    materiele    du    point   et   de    la  ligne. 
J'apMe  construction  geometrografique  d'im   problemc  ct?le  ou 
'  ede«  dont  le  coeticient  de  simplicite  detini  plus  loin,  est  le  plus  petit; 
^  oeese  de  l'etre  si  Ton  en  decouvre  une  encore  plus  simple,  et  cele- 
ci  devient  alors  la  construction  geometrografique.     Pas    plus   qu'on  ne 
|)eut  dire  en  geometrie:  tele  deoionstration  est  la  plus  simple  possible, 


1)   Dans  ce  Memoire  noui«   avous  conserve  rorthographe  de  Tauteur,  c'eüt  a 
iure  cell«  de  la  Society  philologique  rran9ai8e. 
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on  ne  peut  dire,  eü  geonietrografie,  töle  construction  est  la  plus  simplo 
possible. 

Afin  de  rendre  les  constructions  komparables  nous  suposerons  — 
ftttuf  Convention  particidiere  contraire  —  quW  ue  se  sert  que  d'un 
seul  compas;  qu'il  uy  a  sur  Tepiire,  h.  Torigme,  que  lea  doiiees;  que 
l'on  n'exeeute  pas  Tepure  definitive  aiir  les  donees,  exeepte  ai  la  chose 
est  speciJiee  par  la  question.  Ainsi,  si  Ton  demande  de  diviser  une 
droite  donee  AB  en  moyene  et  extröme  raison  (seetio  aurea),  il  est  clair 
que  les  constructions  devront  se  faire  sur  AB',  si  Ton  demande  de  con- 
struire  un  triaugle  conaiasant^  la  base  ßC,  la  mediane  ^L  et  l'angle 
au  somet  BAC,  il  y  aura  sur  l'epure  seulement:  une  longueur  representant 
BC,  une  aiitre  representant  ^X  et  un  iingle  representant  BAC,  mais 
on  ne  construira  le  triangle  sur  aucune  de  ces  donees;  on  poura  au 
contraire  executer  sui*  les  donees  les  constructions  auxiliaires  dont  on 
aurait  besoin,  ainsi  si  parmi  les  donees  il  y  a  une  longueur  ^^  et 
qu'on  ait,  pendant  la  construction  que  l'on  execute,  a  decrire  un  cercle 

Ali 
de  rayon     ^-^  on   poura   diviser  la  donee  AB  en  deus   partiea  egales. 

La  Geometrograüe  a  un  quadruple  objet: 

1.  Au  nioyen  des  Conventions  admises,  ele  done,  pour  une  construc- 
tion que  Ton  execute,  un  simbole  qui  est  une  sorte  de  mesure 
de  aa  simplicite  et  des  chancea  de  aon  exactitude. 

2.  Ele  conduit  aus  procedes  qui  permeteut  d'efectuer  le  plus  simple- 
ment  possible,  une  construction  deduite  d*une  Solution 
geometrique. 

3.  Ele  etudie  et  discute  une  construction  dont  le  principe  est 
indique,  pour  y  substituer  quelquefois,  une  construction  qui  peut 
diferer  totalenient  de  la  premi^re  indicatiou. 

4.  Ele  permet  de  comparer  entre  eles  toutes  les  constructions  qne 
Ton  conait  d'un  meme  probleme  et  de  choiair  la  conatruetiou 
geometrografique. 


NotatiooB  et  oonventlons. 

j4(g)  ou  A  [MN)  designera,  pour  abreger  le  langage,  une  circonference 
du  centrev^  et  du  rayon  p  «u  MN;  nous  convenons  que  toute  ligne  une 
fois  tracee,  est  et  reate  tracee  en  entier;  que,  aauf  avia  contraire,  1" 
quand  un  cercle  est  done  son  centre  est  place,  2"  quand  ii  est  trace 
son  centre  reste  place. 

Faire  passer  le  bord  de  la  regle  par  un  point  place  aera  loperation 
Ä,  ou  op.:  (Bi);  done,  speculativement,  faire  passer  le  bord  de 
regte  par  2  point«  places  sera:  op.:  (2ii?^);  tracer  une  ligne  en  sujvant 
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\e   Kord   de  la  regle  sera:  op.:   (7^,);   raetre  uue  pointe  quelconque  du 

beompas  en   uu   point  place  sera  op.:    (f.\);    donc,   spefulativement, 

'  preudre  entre  les  branches  du  e-ompas  la  loogneiir  comprise  entre  de  ms 

pomts    sera:    op.:    (^C/);    mHre    une    pointe   du   compas  en   im  poijit 

ind^termine  d'une  ligne  tracee  sera  op.:  (Cj).*) 

Tracer  le  eercle  sera:   op.:   (Cj). 

L'expoBition  de  la  base  de  la  Geoiiietrografie  est  dejä  terminee, 
et  rien  qu'aTec  cela  on  peut  ateiiulre  le  premier  des  objets  de  la 
G^nietrografie,  qui  est  d  evaluer  une  coiistrtictioii  efectuee.  11  reste 
ä  etudier  les  consequeüces  qu'oii  en  pent  tirer^  consequences  dont  la 
rariete  et  qnelquefois  le  cjjractere  de  delicate  recherclie  sout  difieiles  a 
preyoir  en  partant  tfime  origine  aossi  simple. 

Toute  constniction  canouique  peut  doiic  s'exprimer  finidement 
par  le  simbole  op.:  (/,i?i  +  /^J?^  -f  m^  C\  +  m^(\  -f  W36V);  /,,  /^,  wj,,  m,, 
»i,etÄntde8Dombre8entierB;/,  +  /,+ Wj-f  Wj-f-tWj,  sera  tlit  le  coeficient 
«le  8  i  m  p  1  i  c  i  t <?  ou  la  s  i  ni  p  1  i c  i  t e ;  ?,  +  Wj  -f  m^  qui  corespond  aus 
ü|)€rations  de  prepai'ation  aera  dit  le  coeficient  d'exactitude  011 
Texactitude;  /,  et  m^  seront,  respectivement,  le  nombre  de  droites  et 
le  nombre  de  cercles  traces 

ConstruotioiiB  fondamentckleB  des  tracös. 

Tracer  nne  droite  1'^  arbitraire  op.:  (iij),  2®  passunt  par  im 
point  plac^  op.:  (J{,  -f  li^),  B*"  par  deus  pointe  places  op.:  {2R^  +  iü,). 

Prendre  une  longueur  donee  op.t  (2(7,). 

Trailer  un  eercle  1"  arbitraire  op,:  (C,),  2"  arbitraire  mais 
dont  le  centre  est  place  op,:  (t',  +  Cj),  3"  dont  le  centre  est 
plac^  et  qui  passe  par  uu  point  place  op.:  (26\  -f  6j),  4*^  de 
centre  arbitraire  maia  dont  le  rayon  est  nne  lougueur  donee 
op.:  {2C\  -f  C'a),  5°  dont  le  rayou  est  une  Ii>ngneur  donee  et 
le  centre   un    point  place  op.:  (36'j-f-  Q). 

Porter  sur  une  ligne  tracee  a  partir  d*un  point  indeter- 
mine  de  cete  ligne  011  a  partir  d'un  point  plac^  sur  cete 
ligne,  la  longueur  comprise  entre  les  branches  du  coinpas 
op.:  (C;-f  C,)  ou  op.:  (C,  +  C^). 

1}  Cöt«  Operation  est  aeaez  rare  par  raport  ans  autreg,  on  poumit  prati- 
qnnment  raanimiler  ä  C,  ptiisqti'il  faut  viser,  en  nome.  im  point  de  la  ligne 
jwnr  j  poser  la  jwinte  du  compa«;  rnai«  corae  il  o»t,  Bp^culfttiremcut,  dif^rent 
de  mHre  la  pointe  du  compaa  en  un  point  placi?  ou  en  uu  point  indiHermine 
dun»?  ligne,  comc  d'aiileurs  cete  diatinction  n'a  aucun  inconv<?ntent  pratique, 
now   la   conservcron*   ä   cauge   du    CÄractere    sp^culatif   dos  simbolea  jg^om^tro- 

qaea. 
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Froblömes  dassiqties  öl^mentaires. 

I.  Tracer  un  äugle  droit  ou  tracer  deue  droites  perpendi- 
culaires  l'une  ä  Tautre. 

(Premiere  construction  geometrografif|ue.)  —  Je  trac«  \m 
cercle  (C's);  une  droite  «jui  c^upe  le  cercle  en  A  et  en  B  (i?,).  Je 
joins  A  au  ceiitre  0  du  cercle  (2  üj  +  E^).  OA  recoupe  le  cercle 
en  C.  Je  trace  CB  (2Iiy  -\-  R^),  l'angle  CBA  est  droit;  op.: 
(4i?i+  3J?j-|-  C^)\  simplicite:  8;  eiactitude:  4;  3  droites,  1  cercle. 

(Deusieiue    constructioii    geometrografiqiie.)    —    Je    trace ' 
deuB  cerclea  quelconques  0((>),  0' (q)  se   coupant   en  A  et  ^  (2C,); 
je  trace  AB  et   OO'    {AE,-^2B^):    op.:   (4i?,  +  2 JJ,+ 2C3);  8.:    8; 
E.:  4;  2  droites^  2  cercles, 

(Troisieme    contätruction   geom^trogratique.)    —    Je    tnMse 
une   droifce    (i^);    de   deuB    points    quelconques    de    cete    droite    conie 
centres,    je  trace  des    cercles  (2  C,  -|-  20^)   qui    se    coupent   en   A    et 
enS;  je  trace  ^i^  (2iJ,  +  ij,);  op.:  (2 JJ,  +  2ii,+ 2 Q  +  2 C,);  S.:  8;, 
K:  4;  2  droites^  2  c^rcles. 

II  Conatruire  un  angle  de  50"  ou  de  120";  de  30"  ou  de  150» 

(Conatruction  geometrografique.)  —  Je  trac-e  un  cercle  0(g) 
(C^);  un  diametre  quelconque  AA'  {Ei-^  i2j);  je  trace  A  (p)  (Cj  +  C,) 
qui  coupe  0(p)  en  B]  je  trace  OB  {2By  +  ^);  BOA  -  60". 

Si  c'est  Fangle  de  30*  que  je  desire,  je  trace  BA'  au  Heu  de  ^0; 
op.:  (3J2i+  2Jtf+  C, -f  2Ca);  S.:  8;  E.:  4;  2  droites,  2  cercles. 

m.  Tracer  un  cercle  passant  par  deus  points  dones  A  et  B. 

(Construction  geometrografique.)  —  Je  trace  A{gi'},  B{q) 
{2C\-^2C\),  qui  se  coupent  ea  0.  Je  trace  0(pj  (C, -f  (7,);  op.: 
(3C,  +  3C,).     S.r  6;  E.:  3;  3  cerclea. 

IV.  TrouTer  la  longueur  du  rayon  d'un  cercle  dont  le 
ceutre  ne  aerait  paa  place. 

(Construction  geonietrografique.)  —  P  etant  im  point 
arbitraire  pris  aur  le  cercle,  je  trace  un  cercle  quelconque  P{q)  (C,  +  C,) 
qui  coupe  le  cercle  done  en  A  et  en  /?;  je  trace  B  (q)  (Cj  +  T,) 
qui  coupe  P{q)  en  2  points;  je  joina  Tun  quelconque  d'eus  que  j'apele 
C  k  A  (2R^-\-  a^),  AC  coupe  le  cercle  done  en  D. 

DC  est  la  longueur  du  rayon;  op.:  (2  R^-l-  R^-^  C\-^  C^+ 2(^)\ 
S.:  7;  E.:  4;    I  droite^  2  cerclea. 

V.  Placer  le  centre  d'un  cercle  loraque  le  centre  n'est  pas 
place. 

(Premiere  couatruction  geometrografique/)  —  Ayant  opere' 
come    dana    le  probleme    precedent,    je   trace  i>  (DC)    {2Ci-{-C^)   et 
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B{DC)  (C,  -|-  Q)  qui  se  coupeut  au  n^utre  cherche;  op.:  f2ii,  +  ii, 
-f  4r,-|- Tj-f  4^,);  S.:  12;   E.:  7;    1  droitc,  4  cercles. 

(Deasieme  construetion  ^eometrografique,)  —  J,  ii,  C 
etant  trois  points  arbitraires  pris  sur  le  cercle,  je  tlecris  ^(p),  -B((»)i 
C(p)  (3Cj-f  3G,),  puiß  je  trace  2  mtersections  de  ces  eercles  2  ä  2 
(4Ä,  +  2ij;),  eles  se  rencontrent  au  centre;  op,:  (4 /?, -h  2  if^ -f  3  C; 
-f-SC,);   S.:  12;    E.:  7;   2  droitt-s,  3  eercles. 

VI.  Tracer  le  cercle  done  par  trais  de  see  points  A,  B,  C. 
(Constructiou    geoinetrografiqne.)  —  Je  trace  Ä  (^),   i?  (p), 

C(p)  (3C, +  3Cs);  je  trace  deus  intersections  de  ces  cereles  deus  ti  deus 
<4/?,  -f  ^2^^),  eles  se  coupent  au  centre  0;  je  trace  0  (Öy4)  (2  0i+  Q); 
op.:  (4i2,-f  2  7i3  +  5C',  +  4C'3);    S.:  15;   E.:  9;  2  droites,  a  eercles. 

VII.  Par  UD  point  don^  B  sitr  une  droite  B(\  tracer  une 
droite  qui  fasse  avec  BC  un  äugle  done  LOM. 

(Construetion  geometrografique.)  —  Je  trace  B{g),  qui 
C;  puis  O  (g)  (2C, -f  2^3)  qui  place  L  et  M\  je  prends  /viV 
le  couipas  (2C\);  je  trace  C{LM)  (Cj -f  Q)  qui  coupe  /i  (9) 
en  Ä,  je  trace  .4  J5  (2i2j  +  Ä,);  op.:  (2iJi  +  i^  +  5C,  -f  SC,);  S.:  II; 
E:  7;    1   droite,  3  eercles. 

Vin.  Etant  dones  3  points  A,  B,  C,  placer  le  simetrique 
Ä*  de  Ä  par  raport  ä  la  droite  qui  joindrait  BC. 

(Construetion  geometrographique.)  —  Je  trace  B  (BA) 
(2Cj'f  C\),C(CA)  {2C\-^  6',)  qui  se  coupent  eu  .4 ' ;  op.:(4C.'  -^2  0^); 
S.:  6;  E.:  4;  2  eercles. 

IX.  Par  un  poiut  ('  pris  hors  d'iine  droite  AB  abaisser  une 
perpendiculaire  sur  cete  droite. 

(Constructiou  geometrografique.)  —  Op.:  (2 E^-\-  R^-^  ^(\ 
-{-3Ci);   S.:  l»;   E.:  5;    1   tboite,  3  eercles. 

X.  Par    un   point   C  pris    sur    uue    droite    AB   elever    une 
»endiculaire  ä  cete  droite. 
(Construetion   clasaique.)    —    Tracer  ('  (p)  qui    place  A  et  B\ 

[iracer   i4(p'),    B(q')j    puis    rintersection    de    ces    deus    eercles;    op.: 
f2Ä,-|-  i2,-f  3C,  +  ^«"3);  S.:  9;  E.:  5;  1  droite,  3  eercles. 

(Constructiou  geometrografique.)  —  Je  place  une  pointe 
du  eompas  au  hasard  sur  Fepure  en  0,  je  inets  l'autre  poiute  en  C 
(C|),  et  je  trace  0(0C]  (C^)  qui  coupe  CA  en  ..4;  je  traee  AO 
i2Ä,  -\-  R^)  qui  coupe  0  (OC)  en  D,  je  trace  Z)C  (2iJi -f  ü,);  op.: 
(4Jl^  -h  2ii»  -f  Cj  +  tV);  S.:  H-  E.:  5;   2  droites,  1   cercle. 

On  reconiande  dans  les  elements  de  geometrie  cete  construetion 
if'ulement  pour  le  cae  ofi  C  pst  ä  Textremite  de  A  B,  on  voit  qu'ele  est 
plus  nimpie  que  la  construetion  claHsique  meme  pour  le  cas  gene'ral. 


104 


Tj.  LKMonrx: 


XI.  Preodre  le  milieu  0  d'une  droitc  ^4^. 
(Conetructinn  goometrografique.)  — Op.:(2/ifj+i2j+2C,-f  2Q)*, 

S.:  7;  E.:  4;  1  droit«,  2  eercles. 

XII.  Par  Uli  point  A  mener  la  paralele  k  la  droite  BC. 
Suivant  les  [tays^  ou  indique  en  general  une  des  deus  constructions 

auivantes  dans  les  livres  classiques,   la  premiere  est  toujours  donee  en 
France. 

(Premiere  constraction.)  —  On  trace  A  (q)  qui  coupe  BC  en  B^ 
B{g)  qui  coupe  BC  en  C\  on  prend  Tarc  CA  {2C^)  et  on  le  reporte, 
dan»  le  Bens  couvenable,  sur  A  ((>)  ä  partir  de  By  il  place  D  sur 
vl(p);    on    trace  AD,   op.:    (2i2j  + /«,+ 5  T, -f  3  Cj);    S    11;    E:  7; 

1  droite,  3  eercles. 

(Seconde  constraction.)  —  »le  trace  par  .4  ime  droite  quelcon- 
que  qui  place  f;  je  fais  avec  AC  un  angle  alteme  interne  egal  a  ACB 
(Constraction  VLI);  op.:  (3  Ä,  +  2  J^j-h  o  t; -f  SC,)-,  S.:  13;  E.:  8; 

2  droites,  3  eercles. 

Lee  deus  consfcructions  geometrografiques  suivautes  ne  sont  ja- 
mais  signalees  dans  les  livres  classiques  pour  ^fectuer  le  trace. 

tPremiere  coustruction  geometrografique.)  —  Je  trace" 
.4  (p)  qai  place  Bj  puis  B  {q)  qai  place  C  (2  (.\  +  2  Cj);  je  trace  C  (p) 
qui  coupe  A{q)  en  />  ( Cj  +  C,),  je  trace  AD  {2R^->rB^)  op.:  (2i?, 
-f  JJj-f  3  0,-1-  SC,);  S.:  9;  E.:  5;  1  droite,  3  eercles. 

(Seconde  construction  geometrografique.)  —  Je  trace  un 
cercle  0{0A)  {ß-\-{- C^  qui  place  B  et  C-^  je  prends  AB  dans  le 
compaa  [2C^,  je  trace  C{AB)  (C» -h  C,)  qui  place  D  sur  0{0A)  du 
meme  cot4  de  BC  que  .4;  je  trace  AD  {2 B^  +  /J^);  op.:  (2B,-f-  B, 
+  4Ci-|-  2C,);  S.:  9;  E.:  6;  l  droite,  2  eercles. 

(Construction  geometrografique  dans  le  cas  oü  les 
points  B  ei  C  sont  places,  mais  la  droite  BC  point  tracee.)  — 
Je  prends  BC  (2  C,);  je  trace  .4  (BC)  (C^  -f-  C,);  pendant  que  la  pointe 
e«t  en  .4,  je  prends  AB  {C^);  je  trace  C  {AB)  (C\ -h  Cj)  qui  place  D 
sur  AiBC)  du  cöt^  opose  de  AC  que  A,  je  trace  AD  (2 T?, +  /?,): 
op.:  (2R^^-  l2*-h  5Ci+  2C,);  S.:  10;  E.:  7;  1  droite,  2  eercles. 

Xlll.  DiTiser  1«  un  angle  AGB.  2^  Tarc  AB  du  rpr^lp  AOB 
en  deus  parties  egales. 

(Construction  geometrografique.^)  —  1"  pour  Tangle:  op.: 
(2Ä,+  /28+3C,-f  Sr,);  S.:  9;  E.:  ö;  l  droite,  3  eercles:  2"  pour 
r«rc  AB:  op.:  (2Ä,  -j-  12,  +  2C^  -h  2  0,);  S.:  7;  E.:  4;  1  droit«, 
2  eercles, 

S*il  8*agit  d'un  angle'  dout  le  somet  est  hors  de  T^pare,  voir 
oonstniction  XXIII. 


Priodpe»  de  GÖonxJtrografie  on  art  des  conBtroctionB  g«?«mt'triqui?p       t*'5 

XIV.  Pecrire  sur  iine  droite  donee  AB^  uu  segment  capable 
«!*aii  ungle  done  sya. 

(Construction  classique.)  —  Faire  avec  AB  en  B  im  angle 
ABD  ^gal  a  fya,  mener  la  perpendiculaire  au  milieu  de  AB  et  la 
adicolaire  en  B  a  AD^  Mes  se  coupent  en  0;  tracer  0  (OÄ). 
trouverait  op.:  i»3i?,  -f  31?,  -f  1H.\  -f  8C3);  S.:  28;  E.:  17; 
3  droites,  8  cercles;  eii  la  conduisant  avec  Teconomie  geometrografique 
an  pourait  la  r^duire  de  {C^-^-C^^  mais  voici  2  L-onstructions  geometro- 
grafiques. 

(Solution.)  Si  dans  le  triangle  isocele  fuy  oii  ay  =  ctf  =  AB 
tya  etani  Tangle  a  la  base,  on  apele  w  le  centre  du  cercle  circou- 
scrit  et  A  le  milieu  de  ya  et  que  E  soit  le  milieu  de  u4i?  et  0  le 
du  cercle  auquel  apartient  le  segment  eapable  cherche,  leg 
^les  rectangles  OEBf  toXa  sont  egaus  come  ayant  les  angles 
ÜBE  =  (oaX  et  EB  =  «1;  (ok  sera  done  le  rayon  du  cercle  sur  lequel  est 
segment  eapable» 
(Premiere  construction  geometrografique.)  —  Je  traee 
f^B)  (3Ci-|-  C3)  qui  place  a;  «  (AB)  (C^  H-  Q)  qui  place  e;  e  (AB) 
(Cj+  Tj),  puis  les  intersections  des  cercles  s  {AB)^  y(AB);  y  (AB), 
i(AB)  (4i?, -f  2/?,)  qui  placent  (o.  Poiir  placer  0,  je  trace  A  (gj«), 
f(»a)  i4C^-{-2Ci)  et  enfin  je  trace  0(o]«)  (X'^-f  Q;  op.:  (4  7?,  ^  2 E^ 
-h  lOCi-f  6Cg);  S.:  22;  E.:  14;  2  droites,  6  cercles. 

«Deusieme  construction  geometrografique.)  —  Je  trace 
les  cercles  A  (AB),  B  (AB)  {2(\  +  2  C3),  puis  y  (AB)  [C,  +  C^)  qui 
place  *  sur  ys  et  u  sur  y«,  je  trace  le  cercle  B  (ea)  (3  C,  +  Gg)  qui 
coupe  -4  \^AB)  en  D  du  cote  de  AB  oü  je  veus  que  soit  le  segment 
cApable:  je  trace  D  (fa)  {f\  +  C^)  qui  recoupe  A  (AB)  en  D'. 

.    Je  trace  le  per|>endiculaire  au  milieu  de  AB  par  rintersection  des 

cercle«  A  (AB),  B  (AB)  (2 R,  +  7?,)  et  BD'  (2i?j  +  R^)  qui  coupe  cete 

;  perpendiculatre  en  /;  eiifin  I{IA)  (2  C,  -f  C'j  ^  qui  done  le  segment  cberehe; 

^p.:  *4/?j-(-  2  7?j-h  I0t'i  +  Br^);  8.:  22;   E.:  14;  2  droites,  6  cercles, 

constroction   diferente    de  In   precedente,    mais   amenant   a  un  simbole 

identique. 

XV.  Mener  par  un  p'oint  A  pris  sur  un  cercle  de  centre 
0  la  tangente  ä  ce  cercle. 

(Construction  classique.)  —  Joindre  AO  et  mener  en  .4  !a 
|»erpendiculaire  sur  AO;  le  simbole,  en  employant  la  oonstructiou 
geometrografique  (Construction  X),  pour  mener  en  A  la  perpendi- 
(solaire  sur  OA  est:  op.:  (6  JB^  +  3  ig  +  Cj -f  C») ;  S.:  11;  E.:  7; 
3  droites,  1  cercle. 

(Constructiou  geometrografique.)   —  B  etant  im  point  quel- 
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conqiie  du  cfrcle  done,  je  trace  B  (BA)  (2  C,  -f  Cg)  qui  le  recoupe  eo  J '; 
je  tmr.'e  .1  LlJ ')  (2Ci-{-C^)  qiii  coupp  7?  (i?.41  en  T;  je  trace  la 
taiigente  cherchee  CA  (2  J^,  -f  i?^)  op.:  (2  J2,  +  Jij  +  4  C,  -f  2  C^);  8.:  9; 
E.:  6;    1   droite,  2  cercles. 

Remarqiions  que  le  trace  de  C  resoiit  le  probleme  de  la  geometrie 
du  rf)iupas  seul,  qui  demande  de  tracer  uiie  infinite  de  points  f '  de  la 
tangente  en  A  a  nn  eercle  (tels  cependant  que  AC  <2  Ii\. 

XVI.  D'un  point  .4  exterienr  a  nne  circonf^rence  donee, 
du  centre  0,  mener  une  tangente  ä  cete  circoiiference. 

(ConatruetioD  classique.)  —  Tracer  0^,  decrire  la  circonference 
qui  &  OA  poui"  diametre  et  coupe  la  circoDtereace  donee  en  B  et  B'\ 
tracer  AB,  AB';  op.:  (8 /?,  +  41^^  +  4  (',  +  3CV);  8.:  19;  E.:  12; 
4  droites,  3  cercles. 

(1*"*  Construetion  geometrografique.)  —  Je  trace  un  diametre 
quelconqne  M M' (B^ -\-  B^)]  je  trace  31  {ÖA),  M' {OÄ)  (4  Ci -^  2  C^) 
qui  se  coupent  en  w;  je  trace  A  (cj  0)  (3  C^  -f  Cg)  qui  coupe  la  circon- 
ference donee  en  B  et  jB';  je  trace  les  tangentes  cherchees  ABy  AB' 
(4jR,-h  2i?,);  op.:  (5i?,  +  3i2j4-7Ci-}-3Q);  S.:  18;  E.:  12;  3  droites, 
3  cercles. 

(Deusieme  construetion  geometrografique.)  —  Je  trace  par 
A  une  droite  quelconque  coupant  le  eercle  en  C  et  C"  (/?^  +  jRjj,  les 
3  points  se  suivant  dans  cet  ordre  Aj  C^  (?';  je  trace  C  {CA)  (2  C,  -}-  C,), 
C{C'A)  (C,  -\-i\)  qui  coupe  AC  en  D  de  Tautre  cöte  de  A  que  t';  je 
trace  D{CA)  (C, +  ^3)  qui  coupe  CiC/A)  en  i:.  ^yl  est  la  longueur 
de  la  tangente  menee  de  A  au  eercle,   ear  les  deus   triangles   isoceles 

ECA ,  C'EA  Bont  semblablea  et  donent  ^^  =  ^  d'oü  EÄ^  =  AC-AC\ 

Je  trace  done  A  (AE)  (2  C^  +  C^  qui  coupe  le  eercle  done  en  B  et  ^, 
je  trace  ^5,  yl i?' (4  72/-f  2  J2j) ;  op.:  (n  jR, -f  3  J2j  +  6  T^  +  4  C»);  S.:  18; 
E.:  11;  3  droites,  4  cercles. 

XVII.  Tracer  les  4  tangentes  eomunes  ä  deus  cercles  de 
centres  0  et  0'  et  de  rayons  B  et  jR'(J2>i?').  Nous  prendrons  le 
cas  oüles  cercles  sont  exterieurs,  Jaisaant  la  discussion  ä  faire  au  lecteur. 

(Premiere  construetion  classique.)  —  On  trace  (/  {B-\-  K) 
et  0[B  —  B'\  puia  on  niene  les  tangeutes  de  0  au  eercle  O'  [B  -|-  R') 
et  de  0'  au  eercle  {B  —  i?')  etc. 

En  efectuant  la  construetion  tele  qn'ele  est  indiquee  dans  tous  les 
traites  de  Geometrie  et  saus  recherche  sistematique  de  simplifications 
au  trace,  on  arive  a  tracer  lea  4  tangentes  par  op.:  (28/?|+  14/?, 
+  3ir\-f  19  r,^;  S.:  92;  E.:  59;  14  droites,  19  cercles.  Sans  aucun 
principe    de    Geometrogralie,    il    y    a    des    simplifications    evidentes    et 
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DO  n^ariverait  pas,  le  plus  souTent,  a  mi  simbote  aussi  eleve.  mais 
^lecutee  rleTant  moi  par  d'habiles  g^ometres  noo  preveniis,  ele  n'a 
jamais  ete  faite  avec  raoins  de  78  Operations  elenientaires,  soit  avec 
ime  simplicite  momdre  que  78;  traitee  econoiniquement  suivaut  les 
principee  geometrograliqnes,  saue  rien  changer  ä  ia  Solution  geometri- 
que,  on  arive  a  op.:  (24 //^-f  12^/5+  \l(\-\-H(\)'^  S.:  55;  E.:  35; 
12  droites,  8  c^rcles. 

Deusieme    construction    classique.)    —    Ele    s'apuie    sur    la 
rie  des  centres   de   sbuilitude   et,   traitee   avec   leconomie  geometro- 
Sque,  Me  a  pour  simbole  op.:  (ISJ  J?,  +  0  R^  4-  12  i\  -f-  8  C3);  S.:  47; 
E.:  30;  9  droites,  8  eercles. 

Avant  d'exposer  une  constnietiou  geometrogi'afique  du  problenie, 
crois  interessant  de  doner  quelques  expücations  generales  dont  il 
le  pretexte.  J  ai  dit  plus  haut  que,  inalgre  la  simplicite  absoiue 
de  la  m^tode,  la  recherche  du  simbole  georaetrografique  etait  parfois 
ttMez  d^icate;  les  leeteurs  ([ui  voudront  sexercer  sur  les  exemples 
qtti  terminejront  ce  travail,  pourout  juger  si  inon  alii'mation  est 
«XMSle,  mais  quelques  raots  dliistorique  sur  TetablisBeraent  du  simbole 
geometrografique  de  la  construction  du  probleme  seculaire  que  nous 
traitons,  montreront  au  moins  que  plusieura  fort  adroits  geometres  y  ont 
t^oopere  et  qn'il  u'est  arive  que  [leu  k  peu  a  sa  fonne  aetuele. 

Mes  Premiers  memoires  ou  notes  sur  le  sujet  datent  de  1888  et 
se  tronyent  dans  les  Comptes  Reudus  de  TÄcademie  des  Sciences  de 
Puis,  dans  le  j*^  Matbesis  et  dans  le  Compte  Rendu  du  Congres  d'Oran 
( 1888)  de  l'Association  Frant^aise  pour  FAvancenjent  des  Sciences.  Dans  ce 
demier  travail  la  Geometrografie,  a  laqiiele  aucun  nom  special  n'est 
encore  done,  est  traitee  come  une  aplication  de  eonsiderations  generales 
§ar  la  simplicite  dans  les  Sciences  niatematiques.  Je  crois  le  sujet 
fort  inte'ressant  et  meme  d'une  grande  importance,  mais  il  est  si  vaste 
qne  je  me  suis  borne  a  poiirsuivre  Fetude  du  modeste  rameau  qui 
forme  la  (.reometrogi'alie.  Des  Forigine  plusieurs  bahiles  geometres 
sy  soat  Interesses;  entre  autres  M.  Bern  es,  ancien  inspecteur  general 
<le  rUniversite,  auteur  de  beaus  memoires  sur  la  Geometrie  du  triangle, 
et  M.  0.  Tarry,  Fingenieus  savant  dont  le  jdus  recent  travail  que  je 
conaisBe  e«t  la  demonstratiou  de  Fimpossibilite  du  fameus  probleme 
des  36  officiers  qui,  depuis  Euler,  avait  resistc  a  tous  les  eforts  des 
g^metrea.  A  ce  raoment  une  cnrespondance  presque  jourualiere  avait 
lifiD  entrs  eu8  et  moi  pour  essayer  d'etablir  les  simboles  deBuitifs,  eu 
fiut,  lies  principales  constructions  classiques  de  la  geometrie  elementaire; 
c'«»t  a  l«ar  concours  que  je  dois  d'avoir  pu  metre  la  Geometrografie 
»ons  la   forme   didactique   ou  je   la   presente  maintenant.     En   1892  je 
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publiai  au  Congres  de.  Pau  ile  rAssociation  Franraise  poiir  rAvancement 

des  Sciences  im  premier  expose  d'ensemble  de  la  Geometrografie 
cauoaique;  les  2  coüstructions  des  taugen tes  comunes  a  2  circon- 
ferences  traitees  d'apree  ies  Solutions  elassicjues  y  etaieut  amenees  ä 
pew  pres  auß  simboles  que  je  viens  de  doner,  ä  un  lapsus  pres  rectifie 
Fannee  siiivante  an  Congr^s  de  Besanron  0^93).  Desesperaßt  de 
pouvoir  reduire  encore  les  simboles  des  constmctions  deduites  des 
2  Solutions  classiques,  M.  Tarry  cbercha  d'antres  Solutions  et  il  m'en 
coniuniqua  iine  que  j'interealai  dans  mon  memoire  dejä  cit^  dn  Cojigres 
de  Besan^'on;  ele  est  radicalement  diterente  des  Solutions  classiques, 
tres  simple,  fort  ingenieuse,  mais,  geometrografiquement,  le  coeficient 
de  simplicite  n*avait  pu  etre  abaisse  au  dessous  de  47  qui  est  celui  oü 
amene  la  Solution  par  les  centres  de  similitude.  Speculati vement 
equivalente  a  cele-ci,  la  coustruction  de  M,  Tarry  est  pratiquement 
bien  snperieure  et  pour  la  comodite  du  trace  et  paree  (ju'ele  reste 
toujours  dans  la  limite  de  l'epure.  C^te  question  fiartieuliere  ue  fit 
plus  de  progrcL'S  jusqu'en  189H  oü  amene  a  remarquer  quelques 
proprietes  de  la  figure  formte  par  2  cercles  et  leurs  quatre  tangentes 
comones  —  figure  qui^  pour  le  dire  en  passant,  a  de  nonibreuses  pro- 
prietes et  ne  me  semble  pas  avoir  et€  etudiee  sufisameut  —  je  cherchai 
un  peu  au  hasard  ä  les  apliquer  a  la  coustruction  des  tangentes 
comunes.  J'arivai  ä  une  Solution  tout  a  fait  diferente  des  Solutions 
ancienes;  ele  se  construit  avec  le  coeficient  de  siuiplicite:  44.  ("est 
ele  que  j'indique  come  coustruction  geometrogratique  dans  la  note 
didactique  sur  la  Geometrografie  que  m'avait  deraandee  M.  E.  Roucbe 
pour  lajouter  ä  la  T**"'"**  edition  de  son  grand  Traite  de  Geometrie 
(Roucbe  et  feu  de  Coniberoussej  parue  au  comenceuient  de  1900. 
Depuis  cete  epoque,  M.  Tarry  en  utilisant  plus  adroitement  que  moi 
mes  remarques,  a  reduit  le  coeficient  de  siroplicit^  successivement  ä 
42,  40,  39  et  enfin  a  36.  C>8t  sa  constructitm  que  je  doue  come  con- 
atruction  geometrografique  dans  l'etude  sur  la  Geometrografie  que 
publient  MM.  Naud  et  Carre  dans  im  volume  de  la  collection 
*'Scientia'*.  EniLn  tout  demierement  ayant  signale  ä  M.  le  Colonel 
Moreau  les  proprietes  de  la  figure  des  quatre  tangentes,  il  m'a  envoye 
ime  autre  coustruction  de  coeficient  de  siuiplicite  36  come  cele  de 
M»  Tarry;  c'est  c^le  que  je  vais  exposer. 

(Solution.)  —  Soient  (Fig.  1)  S,  S'  les  points  de  contact  sur  0 
et  Bur  0'  d'une  tangente  interieure.  S  etant  en  dessous  de  0  0';  5^,  5,' 
les  points  de  contact  de  lautre  tangente  interieure.  S^  etant  le  point 
de  contact  sur  la  eirconference  0.  Si  je  supose  decrit  le  cerde  0(R-\-  /?') 
et  que  de  0'  je  trace  la   tangente  O'^  ä  ce  cercle,  la  figure  O'S'Sß 
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•BT»  un  rectiingle,  Sß  paaaera  eii  O  et  ß  sera  sur  le  cercle  decrit  sur 
OO'  come  diametre.  8oit  cj  le  milieu  de  00'',  soient  rj, ,  a'  les 
points  de  contact  avec  0  et  0'  de  la  tangente  exterieure  situee  aii- 
ileMus  de  00';  0,  6[  les  points  de  (iontact  anaiogues  de  l'autre  tangente 
exterieure,  V,  V  les  intersections  de  (J^ö'  avec  S^^S[  et  SS\  Fi,  V[  les 
intereectioQs  de  oal  avec  SS'  et  SiS[;  \\  est  fa4Mle  de  voir  rjue,  jiarmi 
1«  proprietee  de  la  ligure  tbrniee  par  les  quatre  tangeutes  comuiies, 
iS,  Si,  8\  S[  sont  sar  un  cercle  qai  a  pour  oentre  le  milieu  w  de  00'  et 


A 


/ 


\" 


,- ^ 


! 


/vr 


(fle  F,  y\  Fl,  FJ  sonfc  sur  le  cercle  decrit  sur  00'  come  diametre 
flont  le  centre  est  egalem ent  o.  Cela  poae,  si  je  determiiie  ß,  on  aura 
le  point  *^  en  tra<;aQt  Oß,  les  points  *S'i,  -S^',  Si  en  travant  co  {(üS)  et 
les  2  tangeutes  interieures  eu  trac^-ant  SiS't,  SS'-y  en  tra^ant  le  cercle 
decrit  snr  OO'  come  diametre,  on  aura  sur  ces  tangentes  les  points 
^\  J'ij  F,,  K'  et  il  sufira  de  tracer  VV'j  ViV'i  ponr  completer  la  con- 
itruction, 

(Construction  geometrografique.)  —  Je  trace  00'  qui  coupe 
le  cercle  0  en  A  et  le  cercle  0'  en  A'^  A  et  A'  etant  entre  0  et  0' 
fi? /?,+  /?,).     Je    prends    sur    00'  on    tmvaut    O'ul.l'u    O'i^  -  J.4' 
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(3Ci-i-Cs)  de  Sorte  que  OB=OA-^ÄB=R-\-It'.  Le  compaa  etant  en  0', 
je  trace  0\q)  {(\)  Q  etaut  quekoiique,  (luis  0(p)  (C'j-f  Cj);  O'ip),  0(p) 
se  coupent  en  «,  cc^\  le  oompas  etant  en  O  je  trace  0(0i/)  (C\ -f  C,); 
je  traee  ««j  (2  ü^  +  JJ^)  qui  place  w;  je  trace  o  (oO)  (2  Cj -f  Cj)  qui 
eoupe  0{üB)  en  j8;  je  trace  O^  (2  if^  +  iJg )  qui  place  5;  je  trace 
w  (w-S')  qui  place  Su  S',  Si  (2  T,  +  C«);  je  trace  *S5',  S^Si  (4  jRi  +  2  jRj), 
ees  droites  placent  F,  Fi,  F',  F,  aur  w(oO);  je  trace  enfin  VV\  Vi  VI 
(4  /?,  +  2  K,);  op.t  (14  iJ^  -}-  7  /i,  +  9  C\  +  6  C,);  S.:  36;  K:  23;  7  droites, 
6  cercles. 

II  faut  remarquer  qne,  des  deus  Solutions  classiques  de  ce  probleme, 
cele  qui  etait  regardee  come  la  plus  compliquee^  et  Tetait  en  efet  dans 
le  trace  alora  indique,  c'etait  la  Solution  obtenue  en  menant  de  0'  et  de  O 
des  taugentes  aus  cercles  Ol/i-fÜ'),  0'{R  —  R')\  l'e'tude  geometro- 
graiique  montre  que  ce  trace  peut  etre  raniene  a  etre  le  plus  simple: 
car  dans  la  Solution  que  nous  venons  de  developer  c'est  le  trace  de  la 
tangente  0' ß  au  cerole  0  (R -{- R")  qui  a  resolu  le  probleme.  Au 
lieu  de  se  servir  du  poijit  ß  situe  sur  le  cerele  0  (Ä  -f  R')  on  aorait 
pu  se  servir  d'un  point  situe  sur  le  cerele  (J' (R  —  R')  et  avoir  une 
construetion  analogue  et  de  simbole  identique. ') 

XVIIl.  Construire  la  4'*""*  proportionele  X  ä  trois  lignes 

donees  M^  JN',  P;  X  =  ^  „     (Construetion   classique).   —  Tracer 

2  droites  ox,  oy\  prendre  sur  oxi  oN ^  N^  oM  —  3f,  aur  oy:  oP  =  P^ 
joindre  PM  et  traeer  par  N  une  paralele  a  PM  qui  coupe  oi/  en  X: 
oX  est  la  4'*"***  proportionele  chercbee;  on  arive  ä  im  coeficient  de 
simpücite  2H.  Si  Ton  coustruit  avec  F^onomie  geometrografique,  on 
ariverait  a  25  en  ne  tra^ant  pas  P3I  et  prenant  la  construetion 
donee  dans  XU  pour  le  cas  oü  il  faut  mener  par  un  point  une 
paralele  ä  une  droite  dont  2  points  aeuls  sont  places. 

(Construetion  geometrografique.)  —  Lemme.  Soient  AB^  CD 
deus  Cordes  paraleles  d'un  cerele;  soit  P'  un  point  de  ce  cerele, 
soit  /  le  point  ou  P'A  coupe  CD  on  a,  quel  que  soit  P':  P'B-Al 
=  AC'CB.  Cela  resulte  de  la  similitude  des  deus  triangles  CAJj 
P'BC,     AI  est  donc  la  4''''""^  proportionele  enti'e  P'B,  CA  et  OB, 

D'un  rajon  quelconque  plus  grand  que  la  moitie  de  la  plus  grande 


1)  Qnand  on  examine  un  deesin  trac^  g^am^trografiquement,  tel  qtie  celui  de  la 
f^g*  (1).  il  parait  en  geut^ral  pltu  compliqutf  que  le  deBsin  claasique  que  Poti  conait« 
mais  c'est  une  pure  illuaion  qui  tient  ii  ce  que,  dans  le  truc«?  gtbmetrografique, 
tuutea  les  lignea  anxiliaires  sont  tracees,  tandis  que  dans  le  dessin  du  geom^tre 
il  n'y  a  que  les  lignes  n^ceBsaires  ä  rexpo«e  de  la  Solution  et  pen  ou  point  des 
ÄUtres. 
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3  Hgnefi  donees,  je  trace  une  circoiiferenee  sur  laquele  je  inarque 
pointa  C  et  A  teU  que  ^'.4  -  N  (2  f ', -f  0,+  C^);  je  trace  C{P) 
(36\-f  Cj)  qui  coupe  la  circonference  eu  B  dans  le  sens  (.'A,  puis 
^  (/*)  (Q  -i-  C^)  qui  coupe  la  circonference  en  D,  toujours  dans  le  sena 
CAf  puis  JB  ( 3/)  (3  6', -f  C^)  qui  coupe  ia  circonference  en  P'  toujoure 
.dans  le  meme  sena.  Je  trace  T'D,  A  P' {4 It^ -^  2  TL)  qui  se  coupent 
/,  AJ  est  la  longueur  eherchee.  op.:  (4i?j  +  2if^  +  lOf;  +  ö  C'^); 
S.:  21;  E.:  14;  2  droites,  5  cercles. 

Remarque:  Pour  qu'une  construction  puisse  etre  dite  la  con- 
Ifltruetiou  geometrografique  d'nne  question  generale,  il  faut  qu  ele  s  aplique 
^qil^Ies  que  soient  les  valeurs  particulieres  des  donees,  c'e&t-ä-dü-e  qu  ele 
soit  generale.  Äinsi  voici  une  cünstruetion  beaucuup  plus  aimple  de 
,!•  4**^  proportionele  ä  3/,  N^  P,  inais  ele  u'est  pas  construction 
l'gfometrogratique  du  probleme,  car  ele  exige  que  \\m  ait  2  M  plus  ' 
I  grand  que  la  plus  grande  dea  2  lignea  N  et  P. 

(Construction  particuliere.)  —  0  etant  un  point  quelconque 
je  trace  0  {M)  (2  (\  -f  C,,);  d'un  point  (/  quelconque  de  0  {M)  come 
c«ntre,  je  trace  C  {K)  {2C^+ C\-^  C^)  qui  coupe  0{M)  en  A^  puia 
A{P)  (3C, -h  C,)  qui  coupe  0{M)  en  2/;  (\  A,  ß  se  auivant  dana  cet 
ordre  anr  0  (M).  Je  trace  B(P}{('.\  +  C^)  qui  coupe  C{X)  en  A';  AA', 
qo'il  n'y  a  pa«  beaoin  de  tracer,  est  la  quatrienie  propiirtioueie  cherchee; 
op.r(8Ci+  C;+  4  0,);  S.:  13;  E.:  9;  4  cerclee. 

Maia  on  ne  peut  employer  cete  constmction  dana  la  recherche  du 
isimbole  geometrografique  d'une  question  donee,  que  si  Ton  a  demontre 
^qne,  pour  cete  question,  sou  emploi  est  toujoura  le'gitmie,  c'est-a-dire  si 

XlX«  Trouver  la  troisieme  proportionale  J£  ä  2  lignes 
donees  ^  et  ilf ;  X=3f« 

(Construction  classique.)  -=—  On  arive  au  coeficient  de  simpU- 
cit^  21;  ou  20  si  Von  conduit  geonietrogratiqueuient  le  trac^. 

(Construction  geometrografique.)  —  Se  deduit  de  cele  de 
X  Vm  oü  Ion  fait  iV  =  P;  op.:  (4iJj  +  27?,  +  5  C^  -f  C,  +  ,H  CJ;  S.:  ir>; 
£.:  10;  2  droites,  3  cerclea. 

(Construction  particuliere.)  —  Si  2J'f>J\^en  apUquant  le 
mdme  procede  que  pour  la  construction  particuliere  de  XVIII,  on  a 
op.:  (6C|-f  ('2  +  4^5);  S.:  11;  E.:  7;  4  cerclea. 

XX.  Conatruire  la  moyenne  proportionele  Ä'  entre  deua 
droites  donees  A  et  B\  X^=^AB.    Soit  A>  B. 

II  }•  a  trois  conatructions  classiqiies  generdleuient  enipluyees. 
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(Premiere  construction  clasaique.)  —  On  prend  sur  une  drolie 
et  h  partir  du  nienie  jiuint  C,  le»  deus  loagueiu's  ('/>  et  CE  respective- 
ment  Egales  k  A  et  k  ß;  sur  CD  coiue  diametre  on  decrit  iine 
circonference,  et  on  eleve  en  E  une  perpendieulaii*e  a  CD  qxii  coupe 
la  circonference  en  F.  On  trace  FC.  Cete  cunstructiou,  ecouomique- 
ment  executee,  et  par  consequent  sana  le  trace  final  imitile  de  FC^  a 
pour  simbole  op.:  (4  ii^  +  3  J?^  +  9  C^  +  C,  +  5  CV);  S.:  22^  K:  14j 
3  droites,  5  cercles. 

(Deusieme  construction  claasique.)  —  On  prend  a  la  suite 
Time  de  lantre  sur  une  droite  deus  longueurs  ("D,  DE  respectivement 
^ales  a  A  et  a  B;  sur  CE  come  diametre  on  decrit  une  circonference 
et  par  D  on  eleve  iine  perpendiculaire  a  CE  qui  coupe  la  circonference 
en  F.  DF  est  la  longiieur  cherchee.  Ün  arive  au  simbole  (4  Üj  +  3  Ü^ 
+  12C|+  C'j+SC;);  S.:  2H;  E.:  17;  3  droites,  S  cercles  et  avec  le« 
precautions  geometrografiqueB  on  le  reduit  a  op.:  (4  It^ -{- ^  B^ -\-  10  C^ 
-f-  t'g -f  *i  Q;   S.:  24;   E.:  15;   3  droites,  H  cercles. 

(Troisieme  construction  classique.)  —  On  prend  sur  une 
droite  CD  et  CE  egales  ä  ..4  et  ä  B\  on  decrit  une  circonference  sur 
ED  come  diametre;  puis  on  trace  la  tangente  CG  raenee  par  C  k 
cete  circonference.  Si  G  est  le  point  de  contact  CG  est  la  longueur 
cherchee.  On  ariverait  au  simbole  (0 itj  +  4 B^  + 12 f,\  +  C,  +  l(\)y  Ö. :  30; 
E.:  19;  4  droites,  7  cercles.  Conduite  geometrografiquement  come  il 
suit,  on  diminue  ce  simbole.  Tracer  une  droite  quelconque  et  prendre 
sur  ele  CD  =  Ä,  CE  --  B  {B^  +  5  C,  +  C;  -f  2  C,),  tracer  snr  DE  come 
diametre  une  circonference  (2  iJj  +  üJ^  +  4  C\  +  3  C^)  dont  le  centre  est 
O;  la  perpendiculaire  a  DE  qui  passe  en  0  et  a  ete  tracee  pour  placer  0, 
coupe  la  circonference  0{0D)  en  «,  a\  je  trace  et  (C 0)  (3  C'i -f  ^j) 
qui  coupe  CO  en  ^.  OjS  qui  (voir  Construction  XVI,  1*"  Construction 
geometragrafique  I  serait  la  longueur  de  la  tangente  menee  de  C  a 
0{0D)  est  donc  la  moyene  proportionele  cherchee  op.:  (2  B^ -\- 2 B^ 
-\-  12  6,4-  ^8+  t3Q);  S.:  23;  E.:   15;  2  droites,  6  cercles. 

La  construction  derivant  de  la  3'*"*  Solution  de  ce  probleme  etait 
regardee  come  plus  compliquee  que  les  deus  autres,  on  voit  qu'il  neu 
est  rien,  ele  est  meme  plus  simple  que  lune  d'eles;  mais  on  n'arait 
avant  la  Geometrografie  aucune  metode  pour  couduire  les  constructions 
et  aucun  critere  pour  juger  des  siniplicites,  et  les  jnger  san«  conteste. 
La  construction  geomotrografique  suivante  est  un  exemple  de  la 
necessite  absolue  d'un  critere,  car  ele  a  aur  toutes  les  autres  un 
avantage  enorme.  Ele  n  etait  paa  ignoree  puiaqu'on  la  trouve  (Wallis: 
A  treatise  of  algebra  both  historicaland  practical,  London  1685) 
dans   une   leti*e   de   Thomas   Struve   datee  de   1684,  qu'Me  est  meme 
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dans  quelques   onvrages   come  Les    Le(;ona    de    Statique   grafique 
de  M.  Favaru  (Trad.  Terrier  2**"»'  partie  p.  ßH^  1885)  etc.  et  cependant 
ne    Ta    pas,    finalement,   remarquee   entre   toutes   et   ele   u'est  paa 
>ique. 

(Constroction  geometrografique.)  —  Soit  A'>  B,  Je  trace 
^  ane  droite  qoeiconque  (^i?,)  et,  0  etant  im  point  de  cete  droite,  je  trace 
1  0(^)(2Ci4-  C^-\-  CV)  qui  coupe  la  droite  en  C  et  en  C\  le  point  C, 
^^^tant  place  a  gauche  de  0;  je  trace  C{B){?t(\-\-  (\)  qui  place  E  dans 
^™  le  sens  CC  sur  CC]  je  trace  E(B)  ((\  +  V^)  et  en  tra^aiit  Tinter- 
I  BecÜon  des  2  cercles  C{B)^  E{B)(2B^-^  E^)  j'ai  la  perpendiculaire 
I  an  milieu  L  de  CE,  ele  coupe  0{Ä)  en  F;  FC  ou  FE,  qu'il  n'j  a 
pas  besoin  de  tracer,  est  la  longueur  de  Fa  moyene  proportionele  clierchee; 
op.:  {2Ri-^2I{^+  GC;  +  C\  +  3C,);  S.:  14;  E.:  9;  2  droites,  3  cercles. 
On    le   demontre    en    remarquant    que   dans    le    triaogle   rectangle 

CFC  on  aurait  CF^  =  CL  •  VC  =  ^  -  2A  =  A  -  B. 

XXL  Diviser  iine  droite  AB  en  moyene  et  extreme  raison. 
(Sectio  aui'ea.) 

(Coustructioii  classique.)  —  On  eleve  en  B  une  perpendiculaire 

AB 
rar  laquele  on  prend  BC  =  ^-^ ;  on  trace  A  C\  puis  le  cercle  C{CB) 

qui  coupe  AC  en  D  et  en  i>';  soit  AI)  <i  AD',  on  trace  A(AD) 
qui  coupe  ^B  en  M  entre  .4  et  B  et  ^UlZ)')  qui  coupe  AB  en  3/' 
dans  le  sens  BA.     M  et  il/'  sont  les  points  cherches. 

En  construisant  come  on  le  fait  ordinairement  sans  recherche  de 
Bimplicite  sistematique,  on  a  le  simbole  op.:  (GE^-^^B^-^-  llCi  +  9Cj)i 
S.:  29;  E.:  17;  3  droitea,  9  cercles,  quon  peut  reduire  geometro- 
grafiquement  come  il  suit:  on  ne  se  sert  de  la  perpendiculaire  elevee  en 
BkAB  que  pour  obtenir  le  point  C,  donc,  si  on  peut  obtenir  le  point 
V  directement  en  utilisant  des  traces  neeessaires  au  reste  de  la  cou- 
»truction  avec  une  addition  d  Operations  eleraentaires  et  que  le  tout  fasse 
Qüe  ecoDomie,  nons  diminuerons  le  simbole  total;  on  peut  y  ariver.  Je  trace 
U  perpendiculaire  au  milieu  0  de  ^J?  (2i?j  +  B^-\-  2Ü^  -{-  2Cg),  je 
trace  B(BO\  0(^0)(3Ci -f  2Ca),  cete  demiere  circonierence  coupe  en 
E  1»  perpendiculaire  elevee  au  milieu  de  AB;  je  trace  E{BÖ)(C\-\-  Q) 
qui  coupe  B{BO)  en  C.  Je  contintie  come  precedemment  en  tra^aut 
AC{2B,-j-  B^),  puis  C(J?0)(C,-f  C's)  qui  place  D  et  /)',  puis  A{AD}, 
A(AD')(SC\  +  2C\)  qui  placent  M  et  M',  op.:  {4R^-\- 2B^-\- m(\ 
•f  SQ);  S.:  24;  E.:  14;  2  droites,  8  cercles. 

II  y  a  un  trea  grand  nombre  de  constructions  plus  simples  que 
la  coustruction  classique  et  en  jiarticulier  plusieurs  constructions  geo- 
m^trografiques;  je  vais  seulement  indiquer  une  de  celes-ci. 

AntilT  a«r  MsthcniAtik  «ad  Pbytik.     m.  Reibe.    I.  H 
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(Construction  geometragrafique.)  —  Jetmce  A (AB) (2 Ci-^-i 


ir 


qui  coupe  Alf  en  JS  '^  je  trace  B{AB)  {C\  +  Tj)  qui  conpe  A  [AB) 
en  F  et  en  jF"*  je  trace  FF'  {2  R^  +  B^)  qui  coupe  AB  en  O:  je  trace 
G  (AB)  (Cj-f  Cj)  qui  coupe  FF'  en  -ff;  pendaut  que  j'ai  La  pointe 
en  G,  je  preudfi  GB  d&ns  le  coinpas  {Ci\  puis  je  trace  B  {BG)  {C\  -f  C\) 
qui  coupe  ^lif  eu  M  et  en  J/';  op.:  [2  B^  +  J^ -f  G  T^  -f  4^3);  S.:  13; 
E.!  8;  1  droite,  4  cereles;  de  29  ä  13  voilä  la  aimplification  obteuue. 
Ce  qui  precede  est  snfisant  pour  pemietre  d  apliquer  la  Geometro- 
grafie;  U  est  surprenant  qu'ele  alt  pu  reduire  presque  toutes  les  con- 
structions  fondanientales  donees  depuis  les  Grecs  et  avec  lesqueles 
tant  de  generations  de  Geometres  ont  fait  leurs  etudes  et  ont  travailie; 
par  cela  nieme  beaucoup  n'ontXete  simpliiiees  que  d'une,  deus^  troia 
Operations  elemeutaires;  mais  si  ce  que  nous  avons  dit,  sufit  pour 
compter  et  dispofier  moins  nialadroitement  les  traces,  il  faut  quelques 
exercices  pour  se  rendre  habile.  Ou  s'apercevra  vite  que^  si  la  reduction 
par  exemple  de  2,  3,  4  unites  (suivant  la  eonstructioD  classique 
usitee  dans  le  pays  oü  le  lecteur  a  fait  son  education  geometriqoe) 
que  nous  avona  operee  sur  le  trace  de  mener  par  un  point  done  une 
paralele  ä  une  droite  et  des  reductions  sur  d'autres  constructions 
simples,  ont  une  certaine  importance  par  la  repetifcion  de  ces  economies 
dans  un  trace,  la  recherche  sistematique  des  siiupliäcations^  laquele  est 
un  art  comparable  ä  celui  de  resoudre  les  problemes  de  geoinetrie 
^le'mentaire ,  en  a  une  bien  plus  grande  encore.  La  reduction  finale 
operee  par  Teniploi  de  la  metode  depasse  quelquefois  ce  que  Ton  aurait 
jtu  admetre  ä  priori;  nous  avons  dejä  vu  que  le  trace  geometrogratique 
de  la  moyenne  proportionele  eutre  deus  longueurs  reduit  de  2H  ti  14  le 
coeficient  de  simplicite,  cehü  de  la  division  en  moyene  et  extreme 
raison  de  2t)  ä  13,  celui  des  4  tangentes  comunes  a  2  cir Conferences 
de  92  k  3{)  etc.,  mais  il  y  a  des  exeraples  oü  la  reduction  ateint  une 
Proportion  beaucoup  plus  conaiderable.  Je  tiens  a  en  citer  un  qui  est 
caracteristique.  En  1893  j'eus  Fidee  de  nie  rendre  compte  experi- 
mentalement  du  quantura  poasible  de  la  reduction,  en  faisant  faire 
pour  moi,  par  un  geometre  ne  conaissant  rien  de  l'idee  geometro- 
grafique,  le  plan,  assez  detaüle  pour  que  je  puisse  la  niesurer 
exactementy  d'une  construction  un  peu  compliquee  ijue  moi  j'aurais 
^tudiee  georaetrografiquement,  et  de  faire  ensuite  la  comparaison  des 
deus  simboles  obtenus.  L'experience  n'etait  pas  tres  comode  k  realiaer 
impartialement,  parceque  si  je  demaodais  cela  ä  un  geometi"e  de 
mes  relations  parmi  ceus  —  qui  netaient  pas,  alors  surtout,  dificiles  a 
trouver  —  nayant  jamaia  exaniine  la  Geometrografie,  il  etait  certain 
qu'üs   la  conaissaient  de  nom  et  que  la  nature  de  la  demande  venant 
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de  moi  leur  aurait  fait  indiqiier  raeme  mvolontairement  dea  coa- 
stnictions  qu'ils  auraient  sistematiquement  simplifiees  aiitant  que 
ible  et  c'est  un  comencement  de  Geometrogratie!  Jo  n'aiirais  donc 
fait  la  une  experience  concluante.  Je  demandais  alors  ä  M.  Jnng, 
le  saTant  professeur  a  l'Ecole  dea  ingenieiira  de  Milan  avec  lequel 
farais  llioneur  d'efcre  en  relations,  s'il  voulait  bien  se  preter  a  raon 
experience  en  deuiandant  a  un  jeune  geometre  tle  ses  bons  eleves  de  faire, 
en  une  page,  Tesquisae  ecrite  d'im  trace  que  j'indiquerai  et  que 
M.  Jung  ni'enverrait.  II  eut  la  coniplaisance  d'y  consentir.  Voici 
la  coustruction  que  je  douai:  Oii  a  sur  i'epure  un  triangie  ABC^  il 
faut  y  placer  le  pouit  O  dont  lea  coordonees  normales  sont 


Lcej 


Ce  point  0  a  de  nombreuses  proprietes;  avec  leur  aide  il  se  place 
simplement,  mais  le  geometre  ne  les  conaissait  pas  et  il  etait 
convenn  d  aiUem*s,  que  le  trace  devait  etre  fait  sans  le  secours  d'aucune 
pn">priete  particulii'rc  a  recbercher  du  point  ^.  Le  trace  qui  me 
fut  indique  come  reponse  avait  pour  simbole  op,:  81  Jij-f-4B  jB^  -f  211  Cy 
+  121Q;  Simplicite:  459;  Exactitude:  292;  4tidroites,  121  cercles. 

Le  trace  geometrografique  que  je  fis  de  la  meme  question,  sans 
me  servir  non  plus  des  proprietes  du  point  <J»,  avait  pour  simbole 
op.:  (14JR,-)-7C,  +  48C,  +  22C;);  S.:  91;  E.:  62;  7  droites,  22  cercles. 
Mais  M.  E.  Bern  es,  dont  j'ai  de  ja  parle,  trouva  un  autre  arangemeut 
de  la  coustruction  et  ariva  a  un  simbole  de  simplicite  64!  De  459  ä 
64!  c'etait  plus  de  7  fois  plus  comptiqu^  que  le  trace  conduit  geometro- 
grafiquement.  La  construction  qu'on  niWait  envoyee,  etait  fort  logique; 
au  point  de  vue  Geometrique  il  n'y  avait  rien  a  dire  et  moi-raeme 
jauraiB  pu  en  doner  une  analogue  il  y  a  quelques  annees,  mais  au 
point  de  Toe  geometrografique,  qui  n'existait  pas  pour  l'auteur 
du  trace,  il  est  elair  qu'il  avait  eu  la  main  malbeureuse ;  je  nai  pas 
renouvele  l'eiperience  mais  il  doit  y  avoir  rarement  de  teles  diferences. 

(A  Buivre.) 
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Ein  Satz  über  geadätische  Linien. 

Von  V.  EoMMERELL  in  Reutlingen. 

Bezieht  man  die  Gleichung  einer  Fläche  auf  ein  Koordinatenaystem, 
dessen  ari/- Ebene  die  Tangentialebene  eines  Fläch enpunktea  ist,  und 
dessen  :r-  und  tf-Aehae  in  die  Hauptkrüramungsrichtungen  fallen,  so  läfat 
sich  bekanntlich  die  Fläche  in  der  nächsten  Umgebung  dieses  Punktes 
verwecheeln  mit  einem  Paraboloid,  dem  sogenannten  „Schmiegungs- 
paraboloid",   dessen  Gleichung  in  Cjlinderkoordinaten  {^,  p,  qp)   lautet 

WO  rj  und  r^  die  Hauptkrümmungsradien  der  Fläche  sind,  während  ^ 
und  Q  unendlich  kleine  Werte  der  Koordinaten  bezeichnen.  Stellt  man 
nun  für  eine  Nonnale  im  Punkte  q,  9  den  Neigungswinkel  doi  gegen 
die  ^- Achse,  d.  h.  gegen  die  Flächennormale,  und  ihre  kürzeste  Ent- 
fernung dl  Ton  derselben  auf,  so  findet  man: 


(2) 


(3) 


dl  = 


Q  Sin  9  COB 


<-f) 


•1 /coa'q 


-t  / COB*  tp 


-f 


sin*  9 


Durch  Multiplikation  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich: 

(4)  dl  d 07  =  Q^  Bin  {p  Gos(p  ( -V 

Für  Q  kann  auch  das  Linieuelement  ds  der  Fläche  gesetzt  werden, 
da  die  hierbei  vernachlässigte  Gröfse  unendlich  klein  von  der  zweiten 
Ordnung  ist.     Femer  lassen  sich  vermöge  der  Euler  sehen  Gleichung: 


cos*  9    ,    sin'  q> 
—;r-  +  — - 


COB  ip  und  sin  <p  in  Funktion  von  r  (=  Krümmungsradius  des  durch  9 
bestimmten  Normalschnitts)  ausdrücken,  und  zwar  ist: 


cosy  = 


sintp  = 
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(^) 


ds  du  ~  V  \r        r,/  \r,        r) 


Bildet  man  für  eine  Fläche  /'  (ir,  y,  xr)  =  0  in  einem  beliebigen 
Punkt  den  Aasdmck  für  die  kürzeste  Entfernung  und  den  Winkel  zweier 
unendlich  benachbarten  Normalen,  so  erhält  man: 

a  da  dx 
b  db  dy 
c  de  dz 


dl 


wo  a,  bf  c  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  der  Flächennormalen  sind. 

Femer: 

(7)  da  =  Yda^  +  dh*  +  rfc*. 

Multipliziert  man  (6)  und  (7)  und  dividiert  beiderseits  mit  ds*,  so 

erhält  man: 

a  da  dx 
h  db  dy 
c  de  ds 


dl  da 
ds  ds 


ds* 


oder  nach  (5): 


tt  dn  dx 
b  db  dy 
c  de 


c  de  dz    _  I /n  _  1_\  /l  _  1\ 
d's'        ~  V  \r       rj  Ir,        r)' 


(8) 

Die  linke  Seit«  ist  aber  die  negative  Torsion  der  in  der  Richtung 

di'.dy.ds  gehenden  geodätischen  Linie ^),  -  ist  die  Krümmung  des 

zugehörigen  Normalschnitts,  oder,  was  dasselbe  ist,  ebenfalls  der  geo- 
dätischen Linie.  Durch  Quatb-ieren  der  Gleichung  (8)  erhält  man  also 
den  bemerkenswerten  Satz: 

Für  eine  geodätisdie  Linie  ist  da^  Quadrat  der  Tarsion  gkicfi  deni 
Produkt  aus  den  Differenzen  ihrer  Krümmung  gegen  die  beiden  Haupt- 
}%mungen  der  FUichc  in  dem  betreffenden  Tunkk. 


I)  Vgl.  H.  Stahl  Tind  V.  Kommerell:  Gnmdform«hi  der  aUgemeiuen  Flächen- 
e.  «  16. 


tJber  die  Reduktion  des  elliptischen  Integrals 

erster  Gattung  auf  die  Weierstrafssche  Normalform  mit 

Htüfe  einer  Hermiteschen  Substitution. 

Von  Emil  Haentzschel  in  Berlin. 

I,    Weierstrafs    hat   in    seinen   Vorlesungen    gezeigt^   dals    man 
dae  eUiptische  Integral  erster  Gattung 

dx 


/dx 
YR{x) 


/, 


wo  Ii(x)  =  a^3^  -{-  4«!  j*  +  (yti^j:^  -\-  4rf^j:  -f  a^ 

ist,  in  die  nach  ihm  benannte  Norraalform 

,is 

wo  S  ^  4s^  -  ff^s  —  t/^, 

9i  =  «o«4  -  4a,a3  +  So,*, 

/73  =  rto"2"i  +  2  n^  fit.  «3  -  ö^jOs*  -  «^«1*  -  aj 
ist,  überführen  kann  mit  Hülfe  der  Substitution: 


(1)  X-^^^  %[8-i,R''(x,)Y-,\B{x,)B^^^{x,) 
wenn  ir(j  eine  beliebige  reelle  oder  komplexe  Konstante  bedeutet. 

Es  ist  bemerkenswert,  dafs  Weierstrafs  bei  der  Herleitung  dieser 
Formel  ganz  elementar  vorging,  dal"»  er  vor  allem  keinerlei  Vorkennt- 
nisse aus  der  Theorie  der  binären  Formen,  also  über  Kovaiianten  nnd 
Invarianten,  voraussetzte.  Die  Formel  (1)  entsteht  bekanntlich  als  die 
Wurzel  der  sowohl  in  x  als  auch  in  s  quadratischen  Gleichung: 

(2)  -  ({K{x,)  [s  -  Ä^'C^.)]  +  Ä  BW  «"'(^.))  (^  -  '.) 

die  ja  den  Ausgangspunkt  der  Untersuchung  bildet.  Im  besonderen 
ist  j  diejenige  der  beiden  Wurzeln,  Itir  welche  das  Fimzddien  vor  der 
Quadratwurzel  zu  nehmen  ist. 


ÜT>©r  die  Reduktion  des  elliptiacben  Integ^rale  etc. 


llf> 


Ordnen  wir  die  Gleichung  (2)  so  am,  dal's  s  die  unbekannte  der 
qntdralischen  Gleichiin|]f  wird,  so  ergiebt  sieh,  wenn  auch  hier  wieder 
'/a.<  Phisxadwn  vor  der  Wurzel  genommen  wird,  für  s  der  Wert; 

W  «  2  ix  -  x,y  ' 

welcher  erkennen  Üifst,  dafs  x  für  :jc  =  x^  unendlich  grols  wird.    Zwischen 

MD   beiden    oben    niedergeschriebenen    elliptischen    Integralen    besteht 

fl>ch  Weierstrafs  die  Beziehung 


J  vBix)  ^J  ys 


2.    Weierstrafs  pflegte   in   seinen  Vorlesungen  zwei  Sonderfälle 
^  P'onnel  (1)  mitzuteilen. 

Erstens,  es  sei  x^^  eine  Wurzel  der  Gleichimg  R{Xq)  ^  0. 
"^iOJl    liat  die  Gleichung  (2)  eine  Doppelwurzel,  so  dafs 


b«. 

ist. 


J!*0  + 


s-  ^\n"{x,v 


.=ÄB>,)+^> 


iiweitens,  es  sei  Xq 
^6  ist  dann 


oo. 


(P 


X  = 


]/äi"  ys  +  2«!  *  +  «^fl,  —  flj  a. 


I 

^K^  -Bedenkt  man,  dafs  Xq  als  Wurzel  von  Ji{x^  =  0  im  ersten  Falle 
^^P^  als  eine  tthjehratsvhe  Fuuktion  der  Koeffizienten  von  Ii{x)  dar- 
•^■It;,  so  erkennt  man,  dafs  keine  der  cbnei  angeführten  Transformations- 
fon^eln  eim  rationale  Funktion  der  Koeffisienleti  a^,  •  •  .,  «4  ist. 
doch  existif^t  eiw:  solche;  sie  i-ührt  von  Herrn ite  her  {Crelle's 
'■»»rnal  52,  S.  7—8,  1^56).  Herr  Fricke  nennt  sie  in  F.  Klein, 
örlesimgen  über  die  Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen,  eine 
'«rkwürdige  Transformation  vierten  Grades"  fS.  24).  Merkwürdig 
b  der  That,  dafs  Weierstrafs  von  ihr  in  seinen  Vorlesungen, 
•öTid  mir  bekaimt,  nicht  gesprochen  hat.  Sicher  ist  sie  älter  als 
^«  Weierstrafs  sehen  Formeln  (1}  und  (3),  die  sich  zuerst  in  der 
Disiertation  von  W.  Biermann  (Berlin  1865)  gedruckt  finden.  Diese 
H^'fmitesche  Transformationsformel  lautet: 


Evn.  HAxirrzflOHXi.: 


(5) 


WO  h{x)  die  Hesaiana  von  E{x)  =  a^j^  +  40^3^  +  Qa^x*  +  4a^x  -f  «4, 
lind  daher  gegeben  ist  durch 

h (x)  =  (a^a^  -  ßtj*)  z*  +  2  (aoftg  -  ßj Ojj)  a:*  +  («qO^  +  2a, Oj  -  3a,*)  x' 
+  2  (ttia^  -  a^ö-a)  z -\-  (a^a^  -  o,*). 

Her  mite  fand  die  Formel  (I)  bei  Untersuchungen  über  Kovarianten 
und  Invarianten  von  binaren  quadratifichen  Formen;  von  solchen 
ausgehend,  giebt  Halphen  in  seinem  Traite  des  fonctions  elliptiques 
(Bd.  n,  S.  360,  1888)  eine  Darstellung  der  bisher  aufgeführten 
Formeln. 

Mir  ist  nicht  bekannt,  dafs  schon  versucht  worden  wäre,  (I)  aus 
(3)  in  clemenkircr  Weise  absitleiten.  Dies  ist  der  Zwefk  der  folgenden 
Zeilen. 

U,  Wir  machen  zuerst  folgende  Beobachtung  an  der  Gleichung  (2). 
Berechnet  man 

,-iBWij"(x.)-jiirK)', 

80  erhält  man 

(5')  h(x^). 

Ersetzt  man  demnach  in  (2)  die  Grölse  x^  durch  x^  so  erhalt  man 
direkt  aus  (2) 

Es  geht  demnach  (I)  aus  (2)  dadurch  hervor,  dafs  man  Xq  =  x  setzt. 
Dadurch  wird  nun  freilich  die  Integralgleichung  (4)  illusorisch;  wir 
müssen  aho  sehen,  w^elche  neue  Gleichung  an  die  Stelle  von  (4)  treten 
wird,  zugleich  aber  (T)  ganz  streng  aus  (3)  herzuleiten  suchen. 

Dazu  wollen  wir  die  Gleichung  (3)  derartig  umformen,  dafs  wir 
die  Irrationalität  aus  dem  Zähler  in  den  Nenner  bringen;  wir  ziehen 
vorlüufifj  aber  beide  Wurzeln  von  (2)  in  die  Rechnung  hinein.  Wir 
setzen  deswegen 

(6)  G{x)  =  Rix,)  +  i  ß'  (^.)  (X  -  :^)  +  ■  R-'ix,)  (*  -  «.)' 

in  (3)  ein  und  erhalten 


(3) 


2  (X  -  X,)'  ' 


2  (x  -  w,y{±  Yem  VW) 


G{x)) 


%  (X  -  x^y  (±  i/ä(^)  ymxj  ~  G(T)) 

Nun  hat  Weierstrafs  selbst  schon  gezeigt,  dafs 

(7)  M{x^)  R{x)  -  G\x)  =  4  (a;  -  x^y  R(x,x^) 
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ist^  wo 

"~  UK»4-»«*)(^+^o)*+2(aias-V)^^o+(«i»4-»»fl8)(^+^o)+(«8»4-«8*) 
bedeutet.     Demnach  ist 

(Sa)  s  =  ^_^'(^^^  . 

Setzen  wir  jetzt  in  (3«): 

^0  "^  -^f 
80  wird 

(6-)  [<7Wk=.  =  ÄW, 

(8")  .R>,a?)  =  Ä(a;), 

wie  man  letzteres  aus  (5)  ersehen  kann.  Aber  (3")  wird  für  Xq  =  x  nur 
dann  ein  brauchbares  Resultat  ergeben,  wenn  man  da^  Minuszeichen, 
also  die  zweite  Wurzel  der  Gleidmng  (2)  nimmt  Dann  geht  nämlich 
aus  (3")  direkt  (I)  hervor. 

Damit  ist  ein  Teil  des  gesteckten  Zieles  erreicht;  jetzt  gilt  es,  die 
Integralgleichung  selbst  aufzustellen.  Wir  wenden  uns  zu  diesem 
Zwecke  der  Gleichung  (1)  zu  und  setzen  Xq  =  x,  so  wird  sich  er- 
geben: 

(9)  VW)  ys  +  1  R(,x)  [s  -  i  R'{x)]  +  1  B(x) R"{x)  ^  0, 
oder  wegen 

^-  *  ^ R{x)  ' 

R{x)  yjRix)  1/5=  -  i  R'\x)  -  i  R'ix)  E"\x)  + 1,  R{x)  R(x)  R"(x). 
Also  ist^ 

(10)  VS  =  --  ^V  ^^''(^)  -  ir  -R'(^)  ^i"'(^)  +  i'ff  i?fa)  ^(^)  Jt:'{x) 

Zur  Berechnung  des  Zählers  dieses  Ausdrucks  setzen  wir  einerseits 

'1'      *  -  -  ^)i  ^'  f: = -  ^(-)  ^*~^ + "(-)  -«'(-), 

and  andererseits 

_  _  ^\E{x)B:'ix)-^\B:{xy 

R{x) 
-  ^*  1^  =  2  (Ä  ^W'  +  f4  Ii\x)K-ix)  -  },  Rix) Rix) R:\xn 
Bezeichnen  wir  daher  den  Zähler  von  (10)  mit  ty  so  ist 

und 

2<  =  -i{(x)''*^'  +  A(x)ir(x), 


122  Emil  Hajcntzscbbi.: 

also  durch  Einsetzen  vou  R  und  h: 

+  5  («0«!  »4  -  ^fJoOjfljj  +  2a^^aJ  j:*  +  10  (a^^a^  —  a^a^^):i^ 


(11) 

Indern  wir  jiun 


und 

(10") 

kombinieren,  ergiebt  sich 

d.  h. 


dx 


2t 


VB(x)  ds  ^2 
du    n     dx 


Weil    aber  aus   (I)   hervorgeht,    dafs  .s  unendlich   grofs   wird  fiir  ein^ 
Wurzel  j*(j  von  R{x),  wenn  x  einen  solchen  Wert  amiimnat,  so  ist 


(H) 


M-^f 


dx 


yE(x) 


Damit   ist  das  gesteckte  Ziel  erreicht.     In  Beziehung  auf  i  leiten 
noch  aus  (lü)  die  Gleichung  ab: 


oder 


so  ist 


/»  =  _  4Ä3(:r)  H-  ff^h{x)R\x)  -  g^R^ix). 
4,  Wii-  behandeln  noch  folgenden  interessanten  SonderfalL    Es  sei 

«0  =  0;  rtj  =  1,  «2  =  ^K  «s  =  -  f ;  «4  =  -  Ä; 


JJ(x)  =  4^-^,x-^,;ÄW=-(x'4-tx«+2^32:+%)  =  -(^-H-';)-2^ 


s  = 


ris 


—  dti  und 


dx 


so  ist 


le  =  2«'  und  ä  =  |9(u),  o:  -  f>(H')  =  <P  (y) , 


=  —  dtt'f 


demnach 


Über  die  Reduktion  des  elliptischen  Integrals  etc. 

[.•(i)+fT+^...(i) 
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(•(«) 


*»''(|)-y.p(|)-», 


also  erhält  man  die  bekannte  Gleichung  für  die  Division  durch  2.  Die 
Gleichung  (I")  erlaubt  nun  aber  auch  die  Berechnung  von  x  durch  if; 
es  ist  nämlich 


(12) 


^  -  (V(«i  -  V)  {H  -  \)  +  «i) 


Berlin,  den  11.  Januar  1901. 


Die  Geraden  der  Reyeschen  KonfiguratiOE. 

Von  Ernst  Steinitü  in  Charlottenburg. 

Rejesche  Kf.  und  die  zu  ihr  gehörige  TramformationsgnAppe 
sind  der  Gegenstand  zahlreicher  Untersuchungen  gewesen.  Zweck  dieser 
Notiz  iat  die  Einführung  einer  symmetrisehen  Bezeichnung,  welche,  an- 
knüpfend an  allgemein  geliiufige  Vorstellungen,  viele  Ton  den  merk- 
würdigen Eigenschaften  der  Kf.  unmittelbar  hervortreten  läfst,  aber  auch 
hei  allen  weiteren  Untersuchungen  sich  als  ein  brauchbares  Hilfsmittel 
bewährt.  Dabei  fällt  den  Geraden  der  Kf.  eine  bedeutsame  Rolle  zu; 
ihre  überaus  einfache,  aber  bisher  wenig  beachtete  Gruppierung  nimmt 
die  folgende  DarsteUimg  zum  Ausgangspunkt. 

Auf  die  in  Rede  stehende  Kf.  Avurde  zuerst  Poncelet  bei  Betrachtung 
der  Ahnlichkeitspunkte  von  4  Kugeln  aufmerksam.  Bei  3  Kugeln  bilden 
bekanntlich  die  6  Ahnlichkeitspunkte  die  Figur  eines  vollständigen 
Viersei ts,  von  dessen  Seiten  —  „AbnlichkeitBachsen'*  —  die  eine  die  drei 
äufseren,  die  anderen  je  einen  äufseren  imd  zwei  innere  Ahulichkeits- 
punkte  enthalten.  Geht  man  von  vier  Kugehi  K^,  K^,  K^^  Ä',  aus,  so 
erhält  man  12  Ahnlichkeitspunkte,  welche  sich  zu  drei  und  drei  auf 
16  AbulichkeitB&chsen  verteilen.  Von  den  letzteren  geben  je  4  durch 
jeden  der  12  Punkte. 

Es  bezeichne  pqrs  jede  Anordnung  der  Ziffern  12  3  4,  (pq)  den 
äufseren,  {p7jj)  den  inneren  Ähnlichkeitspunkt  von  K  und  JE] ;  ferner 
{pqr)  die  durch  {pq),  (j)r)j  (qr),  endlich  (pqr)  die  durch  (jx/),  (ßr)^  {qr) 
gehende  Ahnlichkeitsacbse.  Dann  lassen  sich  die  Achsen  zu  dem  folgenden 
quadratischen  Tableau  zusammenstellen: 

(234)     (134)    (124)     (123) 

(134)    (234)    (123)     (124) 

(124)    (123)     (234)    (134) 

(123)    (124)    (134)    (234). 
In   diesem  Tableau  haben  zwei  Achsen,  die  weder  derselben  Zeile 
noch   derselben  Kolomie  angehören,  atets   einen  Abnlichkeitspunkt  ge- 
mein, während  zwei  zu  derselben  Zeile  oder  zu  derselben  Kolonne  ge- 
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hörige  Achsen  keinen  gemeinsamen  Ähnlichkeitspunkt  haben.  Man  sieht 
auch  leicht,  dafs  die  Geradenpaare  der  letzteren  Art  windschief  sind, 
wofern  nur  die  Mittelpunkte  der  4  Kugeln  nicht  in  einer  Ebene  liegen. 


Ais  ffHeyescJtes  System'*  bezeichnen  wir 
tm  SffSiem  von  16  qimdratisch  angeordneten  Geraden 


•1^ 


«11 

«41 


öl» 
«« 

a„ 


«w 


M 


»14 

a 


84 


a 


'U 


a. 


iv/.    »Ar   Bfsrhaffenheit,  dafs  die  einer  Zeile  oder  Kolonne  zugehörigen 
irtrautn  zu  nnnnder  windschief'  sind,  während  je  2  Geraden^  die  weder 
ieneUben   Zeile   noch   tlersetben  Kolonne   angehören ^   einatuier   schneiden. 
Es  wurde  bemerkt,  dafs  die  Ahnlichkeitsachaen  von  4  Kugeln  ein 
•olches  System  bilden;  doch  soll  darauf  nicht  weiter  Bezug  genommen 
werden.     Für  die  Existenz  Rey escher  Systeme  wird  später  durch  An- 
gftbe  einer  einfachen   Konstruktion  noch  ein  Beweis  erbracht  werden. 
Zunächst   wollen   wir  jedoch,   die  Existenz   vomuasetzend,  aus  der  De- 
finition (1)  einige  Folgenmgeu  ziehen. 

Wenn  man  im  Rey  eschen  System  («•  j  die  Zeilen  und  ebenso  die 
Kolonnen  unter  einander  vertauscht,  so  bleibt  sein  Charakter  erhalten. 
Diwe  Permutationen  bezeiclmen  wir  durch 


(2) 


vnria  s^  und  c^  (/,  A;  =  1,  . .  .,  4)  diejenige  Zeile  und  Kolonne  angeben^ 
^«Iche  das  Element  a,^  gemein  haben,  p  q  r  s  und  t  n  v  tv  aber  irgend 
zwei  Anordnungen  der  Ziffern  12  3  4  bedeuten.  Zu  dieseu  4!  ■  41  ==  57G 
»«rmnUtionen  kommen  noch  ebensoviele  Permutationen 


(8) 


'*'  Jenen  die  Zeilen  mit  den  Kolonnen  vertauscht  sind.  Damit  sind 
w  alle  zulässigen  Vertauschungen  erschöpft;  sie  bilden  insgesamt  eine 
"'^fipe  31  von  der  Ordnung  1152.  —  Auf  die  geometrische  Bedeutung 
•**  Pennatationen  gehen  wir  später  ein. 

Operieren  wir  mit  den  Symbolen  a-j.  der  Geraden  wie  mit  unbe- 
«tunmten  GrÖfsenf  so  »teilt  9R  die  Pennutationsgruppe  der  Elemente  a,^ 
^,  Welche  die  Determinante  |rt,jt|,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  ungeändert 
^t  Diejenigen  Permutationen,  welche  auch  das  Vorzeichen  nicht  ändern^ 


i2n 


Ernst  Steikitx: 


einer 


bilden  eine  ui Variante  Untergruppe  W  von  9t  vom  Indei  2,  also  von 
der  Ordnimg  576.  Eine  zweite  invariaute  Untergruppe  S  von  der 
Ordnung  576  wird   von  den  Permutationen  (2)  gebildet.     Jede   solche 

*  *  *  *)    und 

L  welche  in  beliebiger  Reihenfolge 

ZU  nehmen  sind.  Die  Gruppe  ©  ist  daher  das  direkte  Produkt  aus  der 
Gruppe  S'  der  Zeilen-  und  der  Gruppe  @"  der  Kolonnenpennutationen. 
—  Von  anderen  invarianten  Uutergi'uppen  führen  wir  noch  eine  Gruppe  % 
von  der  Ordnung  lf>  an.  welche  das  direkte  Produkt  ist  aus  der  Gruppe  %' 
derZeilenpermutationen  1  (=  Identität)  (-S'i^s)(-£'3'?4J,  (^i^^i^^dy  (^i^^JC^»'») 
und  der  Gruppe  %"  der  entsprechenden  Kolonnenperm utationen.  Die 
Gruppe  %  ist  dadurch  ausgezeichnet,  dafs  alle  ihre  Operationen  mit 
einander  vertauschbar  sind. 

n. 

Die  24:  Terme  der  Determinante  \an^\,  deren  12  positives  und  12 
negatiTes  Vorzeichen  erhalten^  lussen  sich  sehr  einfach  ff  com  drisch  inter- 
pretieren. Die  Faktoren  eines  jeden  Terms  rejiräsentieren  4  einander 
schneidende  Geraden,  welche  also  entweder  alle  durch  einen  Punkt 
gehen  oder  in  einer  Ebene  liegen  müssen.  Es  bezeichne  pqrs  irgend 
eine  Anordnung  der  Ziffern  12  3  4.     Wir  greifen   von   den  4  Geraden, 

a^     bezeiclmet    werden,    3 


welche    durch    die   Faktoren 


von   ßi^ttj^flar 


heraus,  etwa  a,^,  a^^,  a^^  Die  Gerade  n^,  schneidet  (nach  (1))  Oj^  und 
flgj,  ist  dagegen  zu  a^^  windschief  Daraus  folgt,  dafs  unmöglich  die 
Geraden  a^^^  öj^,  a^^  gleichzeitig  sowohl  in  einer  Ebene  liegen  als  auch 
durch  einen  Punkt  gehen  können.  Da  dies  von  irgend  ^  der  Geraden 
''ipp  ^0}  ^irf  ^hä  S^^j  ^^  ^^^^^  ^^^  2^'*^*  FäUe  möglich:  Die  4  Geraden 
gehen  entweder  durch  einen  Punkt,  alsdann  liegen  keine  3  von  ihnen 
in  einer  Ebene,  oder  sie  liegen  alle  in  einer  Ebene,  dann  können  nicht 
3  von  ihnen  durch  ©inen  Punkt  gehen.  Wir  sehen  im  ersten  Falle 
den  Schnittpunkt  der  Geraden,  im  zweiten  ihre  Verbindungsebene  als 
das  geometrische  Bild  des  Detorminantenterms  ^i  a^  a^^a^^  an.  Be- 
trachten wir  nun  zwei  Terme  »ip  «ap '^sr '^4.  ^^^  ^ip^iq^s»^ir*  welche 
durch  eine  einzige  Transposition  zweier  Kolonnenindicea  in  einander 
übergehen.  Ein  jeder  von  ihnen  stellt  entweder  den  Schnittpunkt  oder 
die  Verbindungsebene  der  Geraden  cr,^  und  a^  dar;  und  da  .sie  nicht 
beide  das  Nämliche  darstellen  können,  weil  sonst  alle  6  Geraden  a,  , 
^i^f  ^sr^  ^4*f  ^3»?  ^hr  einander  schneiden  würden,  während  doch  a,^, 
flj,  windschief  sein  sollen,  so  mufs  der  eine  Term  den  Schnittpimkt, 
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der  andere  die  Verbindungsebene  repräsentieren.    Ais  weitere  Folgerimg 

LJkiersias  ergiebt  sieb,   dafs   toh   deu   beiden  Klassen,   lu   welche  die  24 

iTerme  von  I  a.^  \  zerfallen,  die  eine  nur  Punkte,  die  andere  nur  Ebenen 

'darstellt     Diese  12  Punkte  und  12  Ebenen^  mit  welcben  alle  Sehnitt- 

pankt«  und  Verbindungsebenen  der  16  Geraden  erschöpft  sind^  stellen 

im  Verein  mit  diesen  Geraden  die  Reyescbe  Kf.  dar.    Die  Betracbtung 

des  quadratischen  Systems  (a,  J  und  seiner  Determinante  zeigt  nämlich 

ort,    dafs   jede  Gerade  mit  3  Punkten  und  3   Ebenen  Inzident  ist, 

Fda&    die    in    einer    Ebene    gelegenen    Geraden    und    Punkte    ein    voll- 

'ntändiges  Vierseit,  die  durch  einen  Punkt  gehenden  Geraden  und  Ebenen 

ein   vollständiges   Vierkant   bilden.     Man   sieht  femer,  dafa  ein   Punkt 

und  eine  Ebene  dann  und  nur  dann  inzident  sind,  wenn  die  zugehörigen 

Determinanten terine  durch  eine  einzige  Transpoaition  der  Kolonnenindices 

m  einander  übergehen.     Wenn  man  den  Term  fiip^i,,(i^r^\»  durch  das 

einfache  Zeichen  pqrs  ersetzt,  so  ei^iebt  sich  also: 

Vim  den  24  Äjiordmmgen  der  Ziffern  1234  stellen  die  zwölf  der 
Klasse  Punkte,  die  der  mideren  Klasse  Ebetien,  dar.     Ein  Punkt 
eine  Eigene  sind  imidenty  wenn  die  zugehörigen  Anordnungen  durch 
eine  einzige   Vertnuschung  zweier  Elemente  in  einmider  übergehen   (und 
dmm). 

Anstatt  des  unter  (1)  beschriebenen  Systems  von  Geraden  kann 
man  auch  das  soeben  beschriebene  System  von  Punkten  und 
Ebenen  der  Betrachtung  zu  Grunde  legen  und  von  diesem  zu  jenem 
gelangen. 

Im   Anschlufs   hieran    lassen    sich  leicht  diejenigen  Eigenschaften 
der    Kf.    ableiten,    welche    sich    auf  die  Anordnung  ihrer  Punkte   und 
enen    zu    desmi.schen    Tetraedern    beziehen    und    zur   konjugierten  Kf, 
Ihren;  doch  soll  hierauf  nicht  weiter  eingegangen  werden. 


III. 
Eine  einfache  Konsfmkiion  eine^n  Heye  sehen  Sifstems 

0„  Ö18  0,4 


«W  «84  «24 
«81  «13  «34 

«.^    «.9    «11 


It  man,  wenn  man  von  denjenigen  Geraden  ausgeht,  die  zu  einer 
1,  z.  B.  Oj,,  windschief  sind.  Diese  müssen  zwei  Gruppen 
^it?  «i3>  ^it'^  «Ji*  «>iJ  «II  ^*^^  }^  ^  windschiefen  Geraden  bilden,  und 
jede  Gerade  der  einen  Gruppe  muls  jede  der  anderen  schneiden,  so  dafa 
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also  die  Gruppen  den  beiden  Regelscharen  einer  Fläche  U.  Ordnung 
angehören.  Hat  man  die  6  Geraden  den  angegebenen  Bedingungen 
gemäls  gewählt;  so  folgt  die  Konstruktion  der  Geraden 

a„  «81  <hi 
(4)  (ijj  öjg  a^ 


*il  «48  «44  ■ 


Jede  von  ihnen  mufs  2  von  den  Geraden  fiig,  a^^,  a^  und  2  ron  den 
Geraden  a^^,  ßgi,  «4^  schneiden,  und  da  diese  4  Geraden  ein  windschiefes 
Viereck  bilden,  so  mufs  die  gesuchte  Gerade  eine  Diagonale  dieses 
Vierecks  sein.  Um  die  hierbei  noch  verbleibende  Zweideutigkeit  zu 
beseitigen,  hat  man  noch  eine  Festsetzung  darüber  zu  treflen,  ob  für 
das  zu  konstruierende  Reyesche  System  (a^J^)  die  positiven  Glieder  der 
Determinante  |  «,.^  |  Punkte,  die  negativen  Ebenen  repräsentieren  sollen 
oder  umgekehrt.  Jede  dieser  Festsetzungen  führt  zu  einem  bestimmten 
Key  eschen  System.  Es  genügt,  dies  für  die  eine  zu  zeigen.  Verfügen 
wir  also:  Die  positiven  Terme  von  |ö,.j|  sollen  Punkte  repräsentieren. 
Dann  mufs  z.  B.  die  Gerade  a^g  durch  den  Schnittpunkt  von  a^^  und 
a^i  und  durch  den  von  a^^  und  «j,  gehen;  sie  liegt,  so  bestimmt,  auch 
in  der  Verbindungsebene  von  a^,  und  a^^  und  in  der  von  a^^  und  0^. 
In  derselben  Weise  bestimmen  sich  alle  Geraden  (4),  und  man  erkennt 
leicht,  dafs  die  bisher  konstruierten  Geraden  den  vorgeschriebenen  Be- 
dingungen genügen.  Nun  schneiden  die  Geraden  öjj,  «jj,  a^^  einander; 
in  ebier  Ebene  aber  liegen  sie  nichtf  weil  die  durch  ttjj  a^  bestimmte 
Ebene  noch  die  zu  a^  windschiefen  Geraden  a^^^  a^^  enthält.  Also 
gehen  a^j,  a^j,  a^^  durch  einen  Punkt.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich, 
dafs  in  der  Determinante  von  (4)  jeder  der  3  positiven  Terme  einen 
Punkt  als  Schnittpunkt,  jeder  der  3  negativen  eine  Ebene  als  Ver- 
bindungsebene  der  durch  seine  Faktoren  bezeichneten  Geraden  liefertv 
Nun  hat  aber  jeder  positive  Term  mit  jedem  negativen  ein  Element 
gemein,  und  es  ist  daher  jeder  von  den  3  Schnittpunkten  mit  jeder 
der  3  Verbindungsebenen  inzident  Daher  müssen  sich  die  3  Ebenen 
in  einer  Geraden  schneiden^  welche  auch  die  3  Punkte  enthält  Diese 
Gerade  ist  die  einzige,  welche  die  9  Geraden  (4)  sämtlich  schneidet; 
sie  haben  wir  daher  für  a^^  zu  wählen.  Endlich  ergiebt  sich,  dalÄ 
auch  die  letzte  Bedingung  erfüllt,  dafs  nämlich  a^^  gegen  «jg,  a^s,  r/^^, 
öji,  «3,,  a^  windschief  ist.  Die  Geraden  o^  und  «jj  z.  B.  sind  wind- 
schief, weil  sie  beide  die  3  windschiefen  Geraden  «j^,  a^j,  a^j  schneiden 
Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  von  a.^^  a^^  mit  P^^ (», ^  =  2, 3, 4), 


80 


naben    die  5  Punkte  P, 


88? 


jt       p 


8SJ  ^nt  ^44  (i^^einmte  Lage,   d.  h. 


keine  4   von   ihnen   liegen   in  einer  Ebene,    imd   man  kimn  die  Kon- 
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ion  in  der  Weise  beginnen,  dafs  man  diese  5  Punkte  in  aUgemeiner 
im  übrigen  willkürlich,  wählt.  Alsdann  sind  die  Geraden  a^^, 
o,,  (f  =  2,  3,  4)  bestimmt  und  die  Konstruktion  ist  wie  oben  fortzusetzen. 
Nun  leuchtet  ein,  dafs  jede  lineare  Transfortnation  (KoUineaiion  oder 
KorrdaHon)  ein  Rejesches  System  wieder  in  ein  soicbes  überführt;  aus 
tlen  letzten  Resultaten  aber  ergiebt  sich  mittels  bekannter  Schlüsse, 
dafs  umgekehrt  zu  zwei  Reyesdieri  Systemen  {ai,,),  (6,^)  stein  eim  be- 
stimmte lineare  Transffjrmatiön  gehört,  welctie  jede  Gerade  a-^.  in  die 
(durch  dieselben  Indices  bezeichnete)  Gerade  b-,.  ührführt.  Je  nachdem 
die  die  Punkte  der  Kf.  bezeichnenden  Terme  der  Detenniiianten  |»,j|, 
l^al  gleiches  oder  verschiedenes  Vorzeichen  haben,  ist  die  Transformation 
Kolli  neation  oder  Korrelation. 


IV. 


Hiemach  ist  auch  die  geometrische  Bedeuhmg  der  1152  Permutationen 
Idw,  welche  ein  Reyesches  System  Uiik)  in  sich  überführen:  sie  werden 
dttreh  ebenso  viele  völlig  bestimmte  Uneure  Transformütionen  verivirklicht, 
Qttd  zwar  diejenigen,  welche  das  Vorzeichen  der  Determinante  {tia) 
tmgeändert  lassen,  durch  Kollineati ouen,  die  andern  durch  Korrelationen. 
Die  ersteren  nämlich  führen  die  Punkte  der  Rey eschen  Kf.  in  ein- 
ander über  und  ebenso  die  Ebenen,  die  letzteren  vertauschen  die  Pimkte 
mit  den  Ebenen.  Wir  bezeichnen  diese  Transformationen  durch  die 
Permutationen,  welche  sie  unt«r  den  Geraden  bez.  imter  den  Zeilen 
und  Kolonnen  des  Rey  eschen  Systems  hervorrufen  {{2)  und  (3)).  Es 
ist  sehr  leicht,  nach  dieser  Bezeichnimg  einen  Überblick  zu  gewimien 
3b«»r  die  Einteilung  der  Transformationen  in  Typen  von  solchen,  die 
innerhalb  der  ganzen  Gruppe  91  gleichberechtigt  auftreten.  Doch  soll 
diese  Einteilung  hier  nicht  in  allen  Einzelheiten  ausgeführt  werden. 

Die  Transformation  (r,^j)  ist  von  der  zweiten  Orilnung,  d.  h.  ihre 
zweimalige  Anwendung  ergiebt  die  Identität.  (^i-?j)  kann  also  nur 
Polar-  oder  Nullsystera  sein.  Nun  läfst  aber  {z^z^)  die  Genulen  von  z^ 
Ql^eixidert,  und  diese  gehören,  da  sie  windschief  sind  und  3  von  ihnen 
von  «4^  geschnitten  werden,  die  vierte  aber  nicht,  keiner  Regelschar  an. 
(/,£j)  kann  also  wicht  Polarsystem,  sondern  nur  Nullsystem  sein.  Man 
kann  dies  auch  daran  erkennen,  dafs  {^iJS^}  jedes  Element  (Punkt,  Ebene) 
der  Kf.  in  ein  mit  ihm  inzidentes  überführt  und  die  Punkte  der  Kf. 
nicht  alle  auf  einer  Fläche  II.  O,  gelegen  sind.  So  erhält  man,  den 
0  Zeilen-  and  6  Kolonnenpermutationen  entsprechend,  12  Nullsysteme. 
.Iwles  Nullsystem  ist  bekanntlich  eine  ,,eigentiiche'"  Transformatioftf 
iL  h.  die  bei  der  analytischen  Darstellung  auftretende  Transformations- 
deiürmlnftnie  ist  positiv.     Daher  müssen  auch  allen  auH  beliebig  vielen 
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Zeilen-  und  Kolonnentranspositioiien  resultierenden  Pemiutationen  eigent- 
liche Transformtttioneu  entsprechen.  Das  sind  aber  die  sämtlichen 
(unter  (2)  dargestellten)  Permutationen  der  Gruppe  ©.  um  zn  zeigen, 
dafs  die  übrigen  (unter  (3)  bezeichneten)  Permutationen  uneigenÜkhen 
Transformaimien  entsprechen,  hat  man  dies  nur  für  eine  von  ihnen 
nachzuweisen;  denn  aus  dieser  einen  ergeben  sieb  durch  Zusammen- 
setzung mit  allen  Permutationen  (2)  alle  Permutationen  (3).  Nun  stellt 
sich  aber  die  Transformation  zweiter  Ordnung  (-^i^i)  (j^j«"«)  (js^s^'a)  (-^«Ö? 
welche  «a  «nd  «i-,  vertauscht,  indem  sie  die  mit  einem  Punkt  oder 
einer  Ebene  inzidenten  Geraden  <^u^in%i^^u  *^  ^'*^^  überführt,  als  eine 
zentrisch- in volutorische  Verwandtschaft  und  damit  als  uneigentliche 
Transformation  dar.  , 

V. 

Die  H  Geraden  der  Zeilen  Zy  und  s^  werden  durch  das  NuUsystem 
(Kj^rj  nicht  verändert,  gehören  mithin  einem  linearen  Komplex  an.  Die 
durch  die  Nullsysteme  [z^z^]  und  (^g^J  bestimmten  Komplexe  haben 
eine  Ibeare  Sti-ahlenkongruenz  gemein.  Die  4  Geraden  von  s^  gehören 
dieser  Kongruenz  an,  und  sie  bestimmen  dieselbe,  da  sie  in  keiner 
Regelschar  enthalten  sind.  Wir  bezeichnen  diese  Kongruenz  mit  Z^ 
und  allgemein  die  durch  die  Geraden  von  Si  bez.  r,  bestimmte  Kongruenz 
mit  Zi  bez.  C«.  Da  die  Kongruenz  Z^  in  den  durch  die  Nullsysteme 
(rj-STj),  (z^z^,  (^8^4)  bestimmten  Komplexen  enthalten  ist,  so  läfst  jede 
der  6  Transformationen,  welche  nur  die  drei  letzten  Zeilen  permutieren^ 
jeden  Strahl  von  Z^  ungeändert.  Die  Kollineation  {ZiZ^z^^}  unterwirft 
die  Punkte  eines  solchen  Strahles  einer  cyklisch-projektiven  Vertauschung 
von  der  Ordnung  3.  Die  Doppelpunkte  einer  solchen  Projektivität  sind 
bekanntlich  konjugiert  imaginär,  dasselbe  gilt  daher  auch  von  den 
Directricen  der  Kongruenz  Z, .  Die  Strahlen  von  Z,  erfüllen  den  ganaen 
reellen  Raum  in  der  Art,  dals  jeder  Punkt  auf  einem  imd  nur  auf  einem 
Strahl  von  Z^  liegt.  —  Gleiches  gut  für  jede  der  Kongruenzen  Z,  und  CV 

Zwei  Kotigruemen  Zi  (zwei  Koiigrumzm  C,)  Icönnen  einen  reiilen 
Strahl  nicht  gemein  haben:  Nehmen  wir  an,  Z^  imd  Z^  hätten  die  reelle 
Gerade  g  gemein.  Dann  läl'st  jedes  Nullsystem  iZiZk)  diese  Gerade  un- 
geändert, 80  daf»  g  auch  den  Kongruenzen  Z^  und  Z4  angehört,  g  ge- 
hört ebenso  zu  der  Kongruenz^  weiche  die  durch  die  Nullsysteme  {z^z^ 
und  (z^z^)  bestimmten  Komplexe  gemein  haben.  Diese  beiden  Ntdl- 
systeme  sind  verfcauschbar  (liegen  in  Involution),  und  die  aus  ihnen 
komponierte  involutorisehe  Kollineation  {fiiSi){eiZ^  führt  jede  Gerade 
der  zuletzt  erwähnten  Kongruenz  in  sich  selbst  über,  indem  sie  die 
Punkte  der  Geraden  iuvolutorisch  paart.  Auf  diese  Weise  wird  durcli 
jede    der   3  Kollineationen  {ZyZ^){z^z^),  (z^£^){z^z^)y  {£^z^{z^z^    unter 
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den  Pankien  von  g  eine  Involution  hervorgerufen;  die  drei  Involutionen 
sind  unter  einander  vertausch  bar,  und  das  Produkt  zweier  von'  iknen 
ist  die  dritte.  Nun  ist  bekannt,  dafs  unter  drei  miteinander  vertÄUSch- 
bareu  reellen  Involutionen  in  einem  reellen  Gebilde  erster  Stnfe  stets 
zwei  sind,  die  reelle  Doppelelemente  besitzen,  während  die  dritte  kein 
reelles  Doppelelement  besitzt.  (Handelt  es  sich  um  Involutionen  unter 
den  Punkten  eines  Kegelschnittes,  so  bilden  die  drei  Involutionszentreu 
ein  Poldreieck.)  Im  vorliegenden  Falle  ist  al>er  die  Realität  der 
Doppelelemente  bedingt  durch  die  Realität  der  Directricen,  welche  zu 
den  durch  die  Involutionen  i2ye^){B^z^)j  {z^s^(z^g^),  {z^z^){z<^z^  be- 
itimmten  Kongruenzen  gehören.  Dafs  diese  Directricen  sämtlich  ima- 
gifllr  sind,  würde  durch  eine  nähere  Untersuchung  gezeigt  werden 
können.  Ohne  weiteres  aber  leuchtet  ein,  <tafs  zwischen  den  drei 
Kongruenzen  kein  Unterschied  hinsit'htlich  der  Realität  ihrer  Directricen 
bestehen  kann,  da  durch  die  Tran8formation8grupj)e  S'  mit  den  Zeilen 
Mich  die  Kongruenzen  und  ihre  Directricen  vertauscht  werden.  So 
flhrt  die  Annahme  einer  reellen,  den  Kongruenzen  Z, ,  Z,  gemeinsamen 
Geraden  zu  einem  Widerspruch. 

VI. 

Die  weiteren  Untersuchungen  werden  wesentlich  erleichtert,  wenn 
tntn  die  von  v.  St  au  dt  begi'ündete  Theorie  der  imaginären  Elemente 
n  Hilfe  nimmt.  —  Im  Anschlufs  an  den  zuletzt  geführten  Beweis  be- 
merken wir,  daß  Hm'  ihm  Kongnienzen  Z,,  Z^  (fcmeinsantc  Gf^rodü  auch 
nvk  ancn  reeüeti  Punkt  cnthaUen  kann.  Demi  durch  einen  reellen 
trankt  geht  nur  ein  Strahl  der  Kongruenz  Z^,  und  zwar  ein  reeller, 
'«icher  also  nicht  zu  Z»  gehören  kann.  Die  Directricen  einer  Kon- 
?n>«2  Zi{(^t)  sind  windschief.  Die  H  Directricen  von  Z,,  .,.,  Z^  sind 
*ll«  windschief;  denn  wenn  etwa  zwei  zu  Z^  bez.  Z^  gehörige  Directricen 
»ich  schnitten,  so  würden  die  beiden  andern  sich  in  dem  conjugiert 
iniaginaren  Punkte  schneiden.  Die  Verbindungsgerade  der  beiden 
^^i^  wäre  eine  reelle,  Z,  und  Z^  gemeinsame  Gerade.  —  Wir  be- 
t'wihten  nun  die  Kongruenzen  Zj  und  (\.  Die  Directricen  von  Zj(YJj 
•™  Uitstrahlen  der  durch  n^^,  Oj,,  a^^  (öj^,  «gj,  a^)  bestimmten 
^*plBchar,  gehören  also  der  durch  a^^,  a^i,  a^^  (ö,j,  a^^,  öj^)  bestimmten 
"*l?^char  an.  Daher  müssen  die  Directricen  von  (',  von  den  Direc- 
^c«ti  von  Z^  geschnitten  werden.  Dasselbe  gilt  von  jedem  Kongruenz- 
V^  y*i,  C».  Daher  gehören  die  Directricen  von  Z, ,  ...,  Z^  einer  Regel- 
^^  H\  die  von  C\,...,C\  der  zugehörigen  Leitschar  U"  an. 

Die  Directricen  von  Zj  gehören  als  Strahlen  der  von  0,1,  «jj,  a^^ 
'**'tiimuten  Regelachar  auch  der  Kiuigruen/,  (\  an.     Allgemein  ergiebt 
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sich:  Die  Directricea  von  jeder  Kongruenz  Zi{Ci)  sind  in  jeder  Kon- 
gruenz Ci(Zi)  enthalten.  Hieraus  folgt  weiter:  J}i€  Kotigntensen  Zt 
haben  die  GermJen  der  Beffelschar  R'\  die  Kongntenjfen  C;  die  Strahlen 
der  zugehörigen  Leüschür  W  gemein.  Die  Fläche  P  zweiter  Ordnung^ 
welche  diese  Regelscharen  enthält,  ist  imagimr. 

Die  Directricen  von  Z,  nnd  C*  bilden  ein  windschiefes  Viereck. 
Die  Diagonalen  dieses  Vierecks  sind  inbezug  auf  P  polar;  sie  sind  die 
einzigen  Geraden,  welche  Z,  und  CV  zugleich  angehören,  und  sie  sind 
reell,  weil  die  Gegenecken  des  Vierecks  konjugiert-imaginSr  sind.  Eine 
von  ihnen  ist  die  Gerade  ö/jt,  die  andere  sei  mit  «a  bezeichnet  t<,*=i.  .  *). 
Da  das  Polarsy stein  der  Fläche  P  die  Geraden  an  und  a'n  vertauscht, 
so  ist  (a'ik)  ein  Rejeschea  System,  es  heilst  das  zu  (aa)  ,yConßtfiiert&'' 
System.  Da  beide  Systeme  reell  sind,  so  stellt  das  Polarsjstem  von  P 
reelle  Transformation   dar.     Die  Zeilen   imd   Kolonnen   von   («i**) 


eine 


bestimmen  dieselben  Kongruenzen  wie  die  des  ursprünglichen  Systems. 
Von  (ait)  ausgehend,  gelangt  man  daher  zu  derselben  HUche  P  und 
erhält  {a,i)  als  konjugiertes  System.  —  Die  zu  (a-i)  gehörige  Trans- 
formatioüsgruppe  ist  mit  der  zu  («,*)  gehörigen  Gruppe  9?  identisch; 
denn  man  erkennt  sofort,  dafs  jede  Transformation  von  9i  die  Geraden  a-t 
in  derselben  Weise  wie  die  Geraden  o,*  permutiert. 

Die  Operationen  von  91  transformieren  die  Fläche  P  in  sich,  die 
Operationen  von  <3  führen,  da  sie  nur  die  ZeUen  (Kolonnen)  und  daher 
auch  die  Directricen  der  aus  ihnen  hervorgehenden  Kongruenzen  unter 
einander  vertauschen,  jede  der  Regelscharen  It\  R"  in  sich  über,  die 
übrigen  Operationen  von  ItR  vertauschen  die  beiden  Regelscharen.  Die 
Geraden  der  Regelschar  R'{R")  werden,  da  sie  den  4  Kongruenzen 
Ci{Zi)  (',*=i,  -,  1)  zugleich  angehören,  von  den  Operationen  der  Gruppe 
S"(©')  nicht  verändert. 

Es  stellt  sich  also  ?R  als  Untergruppe  einer  Gruppe  ^  dar,  be- 
stehend aus  den  sämtlichen  Operationen,  welche  die  Fläche  II.  0.  P 
unverändert  lassen.  In  ^  hat  man  eine  Untergruppe  Q  vom  Index  2, 
bestehend  aus  den  Operationen,  welche  jede  Regelscharen  von  P  in 
sich  überfuhren.  O  endlich  hat  zwei  Untergruppen  £l\  Q",  von  denen 
die  eine  jeden  Strahl  der  einen,  die  andere  jeden  Strahl  der  andern 
Regelschar  in  sich  überführt.  Die  Operationen  von  ü,'  sind  mit  denen 
von  Q"  vertausch  bar,  und  jede  Operation  von  O  lälst  sich,  und  zwar 
im  wesentlichen  nur  auf  eine  Art,  als  ein  Produkt  aus  einer  Operation 
von  Q'  und  einer  solchen  von  C"  darstellen.  Die  Gruppen  9?,  ©,  S',  ©" 
sind  bez.  in  ^,  D,  C,  D"  als  Untergruppen  enthalten. 

Charlottenburg,  im  Februar  1901. 


über  die  Nillstellen  der  Besselschen  Funktionen 
zweiter  Art. 

Von  Paul  Schafheitlin  in  Berlin. 

Von  Herrn  Hurwitz^j  ißt  bewiesen  worden,  tlafs  die  Bänitlichen 
Nulistellen  derBesseischen  P^inktionen  erster  Art  #/"(?)  für  reelle  positive 
Indicc«  reell  sind;  über  deren  Ljige  habe  ich  kürzlich*)  Oenauerea  zu 
ermitteln  versucht,  ebenso  wie  über  die  der  reellen  Wurzeln  der 
jBessel sehen  Funktionen  zweiter  Art  Y^ix).  Andere  Ergebnisse  Über  die 
Nallstellen  der  Funktionen  Y''Ur),  speziell  Über  deren  Realität,  sind  mir 
nicht  bekannt.  Die  Sache  liegt  bei  der  Funktion  Y'*{x)  insofern  etwas  ver- 
wickelter, ab  dieselbe  keine  eindeutige  Funktion  wie  J'*(x)  ist,  sondern 
eine  mehrdeutige  Funktion  mit  unendlich  vielen  Werten  wie  der  Loga- 
rithmus.    £s  ist: 


(1) 


J'^ix) 


Y*(x)  =  (  mn)  -  log  ^  )  J-{x)  + 


+2(-i)'^^,^"+"w. 


p=i 


wo  9^  die  bekannte  G  aufs  sehe  Transcendente  bedeutet.  Wie  derjenige 
Wert  des  Logarithmus,  wofür  das  Argument  von  x  zwischen  —  jt  und 
-f  71  liegt,  der  Hauptwert  genannt  wird,  so  will  ich   denjenigen  W^ert 

von  ¥*{x)f  wofür  das  Argument  von  x  zwischen  —  _    und  +  w  ^i^^> 

den  Hauptwert  nennen;  vom  Hauptwerte  des  Logarithmus  unterscheiden 


1)  Über    die    Nullstftllen     der    Besselschen    Funktion.      Math.    Ann.    38, 

i)  Die  Nollwtellen  der  DeB»el»chen  Funktionen,    /ourn.  für  reine  u.  angew. 
)hÜL  122,  «99-321 
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sich  alle   übrigen   um   ganzt?  Vielfache   von  2ni\  etwas  Abinliches   gilt 
für  Y''{x).     Setzt  man: 

X  =  ( (),«')  =  ^(cos-ö-  -f  I  sin  &), 
80  folgt  aus  (1): 

Y-{Q,7t  -f  ^)  =  (-  D"  (  r-(p,^)  -  2iJ-(e,  »)] 
und  allgemein: 
(2)  y«(p,  mx  -\-  -&)  -  (-  l)'"»  I  r-  (c»;  ^)  -  ^miJ"  ((>,  #)  | . 

Man  erkennt  hieraus,  dafs,  abgesehen  vom  Vorzeichen  der  Funk- 
tionen mit  ungeradem  Index,  alle  übrigen  Werte  von  dem  Hauptwerte 
sich  um  ganzzahlige  Vielfache  von  2ie/"U)  unterscheiden. 

Hier  will  ich  nun  zeigen,  class  die  Hauptwerte  der  Funktionen 
I^(x)  und   l^(jr)  keine  komplexen  NuUstellen  haben. 

Die  Differentialgleichung,  der  die  beiden  Funktionen  J''(jc)  nnd 
Y**{x)  genügen,  lautet: 

+  (l  -  ^,)  ^-^x)  =  0; 


d^Z^ix)         1  rf^"(ar) 


sie  kann  leicht  transformiert  werden  in: 

und  durch  VerwantUung  des  Arguments  in  r.r: 

Bedeutet  s  einen  von  r  verschiedenen  Parameter,  bildet  man  die 
der  letzten  Gleichung  entsprechende  für  s,  multipbziert  alsdann  die 
Gleichung  für  ]/arZ"(/j)  mit  Z''ifix)  und  umgekehrt,  so  erhalt  man 
dnrcb  Subtraktion  beider  Gleichungen: 

und  hieraus: 

[x  Z\fx)  ^^^  -  X  Z-{8x)  ^^^^]l  =  (»•"  -  ^')  A  Z^{rx)Z''{sx)dx} 
Benutzt  man  die  für  beide  Besselsche  Funktionen  giltige  B^orrael: 

so  erhält  man: 

b 

fxZ''{rx)Z''{sx)dx 


(3)   ■ 


=  ^r^~t  [rxZ*(sx)  Z^+i  (rx)  -  sxZ"  {rx)  Z-+i  (sa:)] 
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Diese  Formel  röhrt  von  Lomrael^)  ber;  wählt  man  unendlich  als 
Integratioiisgrenze,  so  dürfen  rx  imd  sx  keine  komplexen  Werte  an- 
nehmen; wälilt  man  Null  als  Integrationsgrenze,  ro  dürfen  nicht  beide 
Funktionen  Z*  Funktionen  zweiter  Art  sein,  sobald  n  >  1  i§t,  wie  aiia 
den  Entwicklungen  (1)  folgt;  im  übrigen  können  die  Orenzen  beliebig 
gewählt  werden. 

Ist  M  =  0,  80  folgt  aus  (3)  mit  Rücksicht  auf  (1): 
t 

fxJ\rx)J'{sx)äx'^:^,{rJ^{^)J\r)-sJ'(r)J\s)], 

ü 

t 

0 

I 

0 

Von  nun  an  sollen  r  und  s  zwei  konjugierte  komplexe  Gröfsen 
bedeuten;  es  soll  also 

r  =  {Q,&)  und  s  =  (^,  -  ^) 

»ein;   ist  alsdann   r  eine   Nullstelle  von    Y°(x}j  so  folgt,  aus  (1),   dafs 
auch  s  eine  Nullstelle  derselben  Funktion  ist.     Wählt  man  diese  Werte 
TOn  r  und  .v  in  der  letzten  Formel  (4),  so  ergiebt  sich: 
1 

(5)       l'x  r>(rx^  Y\sx)  tlx  -  -    ,.  *— ^  ■  log  '"  =  -  ^^„^• 

0 

Diese  Gleichung  kann  für  den  Hauptwert  von  Y"  nicht  bestehen;  denn 
ttPaHftnn    igt   die   linke   Seite   positiv,    die  rechte   dagegen   negativ,  d,  h. 
4tr  Haufttweti  vmi   Y^{x)  hui  krinf.  komplexen  NtdhteUeiL 
Setet  man: 

so  folgt: 

1 


ix  YHrx)  Y^'isx)  dx  =  -  *,^ 


Bin  2-0- 

Hieraus  erkennt  man,  dafs  sich  der  obige  Satz  dahin  erweitem  läfst, 
dafr  ^{x)  keine  komplexen  Nullsteüen  hat,  deren  Argument  in  den 
pontiven  oder  negativen  ungeraden  Quadranten  liegt. 

Wie  schon  erwähnt,  darf  in  (3)  für  höhere  Indices  die  Grenze  Null 
nicht  gewählt  werden;   um   aber   wenigstens  noch   für    Y^{x)  zu   einer 


1}  Zttr  Theorie  der  Besael sehen  Fuaktioneu.    Matli.  Ann.  14,  510— 6as. 
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brauchbaren  Formel  zu  gelangen,  differentiiere  man  die  letzte  Formel 
(4)  nach  r,  so  ergiebt  sich: 

-Cx*Y\rx)Y^(sx)dx 
=  ,-r^.  {  y(s)Y\r)  4-  rro(s)  ^-^  +  sY^{r)Y\s)  -  ^^] 

-  (FT^.  [rY'is)  Y\r)  -  s  T>{r)  Y^(s)  -  ±  log  {-} . 

Ist   nun   r   eine  NuUstelle   Ton    Y^{r),  so   erhält   man   die  einfachere 

Formel: 

1 

-fx'Y\rx)r'{sx)dx 


i 


Differentiiert    man   diese   Gleichung  nach  s  und  wählt  alsdann  5    als 
Nullstelle  von  Y^{x),  so  folgt: 

pY^rx)  YKsx)d.  =  ^-^,  [rY'is)  ™.-  ^,-^] 

0 

Aus  der  Formel: 

ergiebt  sich,  wenn  x  eine  NuUstelle  von  Y''{x)  ist: 

Hierdurch  wird  die  letzte  Gleichung: 

(o)      0 

32  rs        ,        r 

Sind   nun   r   und   s   wieder   die   konjugierten  Werte   (p,  #")    und 
(fif  —  d),  so  ist: 

rs  =  p»,      r«  +  s«  =  2p*  cos  2d,      r«  -  s*  =  2/p>  sin  2d, 
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und  es  wird: 

/V r (r.)  YKs^)  rf.  =  -  -,-J-,^ .  r>w  r»(.,)  +  -,^;^.\%-^ 
_     1* ! VOM  yor«!^  _  ^^^^-  "E_i?) . 

«»p*  sin»  a-fr  ~        p»  Bin«  29^  ^    ^>  ^    ^^^  j(\*  sin»  2» 

Diese  Gleichung  kann  für  den  Hauptwert  von  Y^{x)  nicht  bestehen; 
die  linke  Seite  ist  positiv,  die  rechte  dagegen  negativ,  d.  h.  der 
HmpUcert  van  Y^(x)  hat  Iceine  komplexen  NuUsteUen. 

Auch  dieser  Satz  läfst,  wie  man  sofort  erkennt,  die  Erweiterung 
w,  daTs  Y^{x)  keine  komplexen  Nullstellen  hat,  deren  Argument  in 
den  positiven  oder  negativen  ungeraden  Quadranten  liegt 

Berlin,  den  10.  Januar  1901. 


über  einen  zahlentheoretischen  Satz. 

Von  E.  Landau  in  Berlin. 

Die  Zahl'  x  =  30  hat  die  Eigenachaft,  dafs  die  tp  (30)  =  8  nnter 
ihr  liegenden  zu  ihr  teüerfremden  Zahlen  1,  7,  11,  13,  17,  19,  23,  29 
sUnitlich  Prini zahlen  sind,  wobei  1  zu  den  Primzahlen  gerechnet  wird. 
Von  den  Zahlen  x  <  30  haben,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  neun 
dieselbe  Eigenachaft,  dafa  keine  unter  x  liegende  zusammengesetzte  Zahl 
zu  X  teilertremd  ist;  ea  sind  dies 

a;=  1,2,  3,  4,  6,  8,  12,  18,  24. 

Oberhalb  30  begegnet  man  aber  zunächst  keiner  solchen  Zahl,  so  dafs 
man  zu  der  Vermutung^)  geführt  wird: 

Es  giebt  keine  Zahl  .r  >  30,  für  welche  die  (p{x)  zu  x 
relativen  Primzahlen  <  j?  absolute  Primzahlen  sind. 

Wenn  x  eine  Zahl  der  verlangten  Art  ist,  so  geht  oifenbar  jede 
Primzahl  p  <  |/^in  .r  auf;  denn  sonst  wäre  ja  gegen  die  Voraussetzung 
p^  eine  zu  x  teilerirerade,  unterhalb  x  liegende,  aber  dennoch  zusammen- 
gesetzte  Zahl.  Ist  umgekehrt  x  durch  jede  Primzahl  p  <  Yx  teilbar, 
so  ist  jede  zu  x  teilerfrerade  Zahl  unter  x  Primzahl;  denn  sie  könnte 
nur  durch  Primzahlen  >  ]/a^  teilbar  sein ,  ist  also  eine  solche  Prim- 
zahl, da  schon  das  Produkt  zweier  >  :c  wäre.  Also  ist  der  zu  be- 
vreisende  Satz  mit  dem  folgenden  identisch: 

Keine  Zahl  x  >  30  ist  durch  alle  Primzahlen  <  j/j*  teilbar. 

Unter  Benutzung  des  Tsch eh yschef sehen  Satzes,  dafs  für  jedes 
ganze  oder  gebrochene  «  >  1  zwischen  a  und  2a  mindestens  eine  Prim- 
zahl liegt,  ist  dies  sehr  leicht  beweisbar»  am  einfachsten  wohl  auf  folgen- 
dem, abgesehen  von  einer  geringen  Modifikation  von  Herrn  Maillet*) 
angegebenen  Wege:  Es  seien,  der  Grölse  nach  geordnet,  pj,  pj, . . .,  p^  die 
Primzahlen  <  Yx  und  Pf,  ^  j  die  erste  ^  ]/x.    Da  x  durch  p^,  p^,  •  •  ,  7»^, 


1)  Vgl.  de  Roequi^oy:  Tntenri(?cliaire  des  Math<5mfttideii8  6,  8.  243,   1899. 

2)  Interm^diaire  des  Math^maticienfl  7,  S.  264,  1900. 
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also    durch    das   Produkt   Pi  p^  .  .  .  p^,   teilbar   iat,    erhält   man   die    Üq- 


gieichuDgen 


Nach  dem  Ts 


Satz  ist  aber 


hef  sehen 

I     also 

^-  ;>,  .  ..p^-tp^,-lp^  <  2p^,  •  4pp_i, 

^^Bcnit,  da  das  Produkt  der  drei  ersten  Primzahlen  bereits  8  übersteigt, 
^^^^  Pp_,^3,    ;>p_i<:5,    Pp^7,    p^.  +  i£ilf 

^^r  x^pl  +  ,<V2l. 

(Zwischen  30  nnd  121  giebt  es  aber  keine  Zahl  der  verlangten  Art; 
denn  aus  j^  >  30  folgt  successive:  x  ist  durch  2,  3,  5,  also  durch  30 
teilbar,  also  5"  ^'^^  folglich  wegen  7*  <  60  durch  7^  also  durch  210 
teühar,  kann  daher  uicht  ^121  sein»  womit  die  Behauptung  allgemein 
bewiesen  ist,  da  ja  nach  dem  Obigen  höchstens  Zahlen  -^  121  das  Ver- 
langte leisten  konnten. 

Aber  der  Tschebyschefsche  Satz  erfordert  zum  Beweise  seiner- 
seits sehr  umständliche  Entwickelungen,  wie  alles  auf  die  Verteilung 
der  Primzahlen  Bezügliche;  er  war  auch  zuerst  von  Bertrand  vermutet 
vmd  als  Postulat  angewendet  worden,  ehe  Tschebyschef  seinen  Beweis 
fwid.  Ein  direkter  Beweis  des  am  Anfang  ausgesprochenen  Satzes  ist 
Hisher  nicht  geliefert  worden;  der  Zweck  dieser  Arbeit  ist,  einen  solchen 
m  fShren. 

Folgender  Umstand  ermöglicht  einen  derartigen  Nachweis.  Während 
ilie  Anzahl  der  zwischen  zwei  Grenzen  gelegenen  Primzahlen  mit  diesen 
Grenzen  sich  äufserst  uni*egelmäfsig  ändert,  kann  man  mit  grolser  Ge- 
mnigkeit  die  Anzahl  derjenigen  in  einem  Intervalle  (t .  .  .  m)  gelegenen 
Zahlen  abschätzen,  welche  durch  kein  von  1  verschiedenes  Quadrat  teil- 
w,  glsQ  nur  aus  verschiedenen  Primfaktoren  zusammengesetzt  sind. 
Iure  genaue  Anzahl  ist  bekanntlich  ^) 

S''i^-)([;]-[.'.])=^.<>-o+/'. 


*=i 


^^  4er  Fehler   R   höchstens   von   der  Gröfsenordnung  Yu   ist.     Doch 


'I  Hierbei  wird  die  untere  Grenze  t  ni*"ht  zum  Intervall  gerechnet.    Unter  \y] 
^^>  wie  gfcwöhnlich,    die    gröTste    nicht   oberhalb  y  gelegene  ganze  Zahl  ver- 
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E    LAxnAf: 


soll  hierTOß  kein  Gebrauch  gemacht  werden;  es  genügt  vielmehr  für 
den  gegenwärtigen  Zweck,  eine  untere  Grenze  für  die  AniiaU  der 
quadratfreien  Zahlen  zwischen  ^i  (exci.)  und  t  (incl.)  zu  finden,  speziell 
nachzuweisen,  daJs  jene  Anzahl  von  einem  angebbaren  t  ab  gröfser 
als  1  ist.  Diese  Hilfsbetrachtung,  deren  Zweck  sich  später  ergeben 
wird,  soll  vorweggenommen  werden,  um  den  Gang  des  nachfolgenden 
Beweises  nicht  unterbrechen  zu  müssen. 

Jede  nicht  quadratfreie  Zahl  zwischen  |/  und  t  ist  durch  mindestens 
eine  der  Zahlen  2',  3*^  4*,  . . .,  iVt]  teilbar;  zieht  man  also  von  der 
Anzahl  [/]  —  [Jij  der  ganzen  Zahlen  ^t  und  t  die  Anzahl  der  zwischen 
^t  und  t  gelegenen  Vielfachen  jedes  i'*  (»'  =  2,  3,  4^ .  -  .,  [|/^].)  ab,  so 
verkleinert  man  die  Anzahl  Q  der  quadratfreien  Zahlen;  denn  für  jede 
nicht  quadratfreie  Zahl  ist  ja  mindestens  eine  Einheit  (nämlich  die 
Anzahl  der  quadratischen  Teiler  der  Zahl)  von  der  Gesamtmenge  der 
Zahlen  des  Intervalles  abgezogen  worden.  Die  Anzahl  der  Vielfachen 
vt>n  v*  zwischen  ~i  und  t  ist  aber 


also  erhält  man 


[VT] 


ivn 

also  >  1  für  <  ^  81,  da  es  für  <  =  81  der  Fall  ist,  und  da  fiir  ^  ^  81 

Ein    Blick    auf   die    Zahlen   <  Kl    zeigt.,   dals   bereits    von    ^=11    an 
zwischen  ^t  imd  f  mehr  als  eine  quadratfreie  Zahl  liegt. 

Nach  dieser  Vorbereitimg  gehe  ich  zum  Beweise  des  Satzes 
über.  Aus  der  Annahme,  dafs  für  ein  :c  >  30  die  relativen  Primzahlen 
zu  Xf  die  unter  x  liegen,  sämtlich  Primzahlen  sind,  ist  ein  Widerspruch 
herzideiten.     Zunächst  läfst  sich  zeigen,   dals   ohne  Beschränkung  der 
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Allgemeinheit  x  als  quadratfrei  vorausgesetzt  werden  kann.  Anderenfalls 
ist  nämlich  das  Produkt  %  der  verschiedenen  Primfaktoren  von  j  auch 
ao  beschaffen, 

1)  d&Is  I  >  30  ist;  denn,  wie  schon  auf  Seite  139  bemerkt  wurde, 
wäre  z  durch  2,  3,  5,  7  teilbar,  |  also  auch; 

2)  dals  die  unter  |  liegenden  zu  %  teilerfreraden  Zahlen  Primzahlen 
sind;  denn  sie  sind  erstens  <  §  ^  x  und  zweitens  zu  jedem  Primfaktor 
Ton  I,  also  EU  jedem  Primfaktor  von  Xy  folglich  zu  x  teilerfremd,  daher 
Piimzahleu. 

I  würde  also  mit  x  den  Voraussetzungen  genügen;  aus  dem  nachher 
zn  erbringenden  Nachweise  der  Nichtexistenz  eines  %  >  30  folgt  daher, 
dafs  kein  x  >  30  existiert,  so  dafs  man  berechtigt  ist,  x  gleich  selbst 
als  qoadratfrei  anzunehmen. 

x    ist    durch    jede     Primzahl    <  Yx    teilbar,     also    durch    jede 

i X 

quadratfreie  Zahl  unter  ]/^.^)  d  sei  eine  solche,  dann  ist  -^ 
eine  ganze  Zahl  zwischen  Yx  und  x^  also  t  —  ^ ^  eine  ganze  Zahl 
zwischen  1  und  ^;  —  1.  Dieselbe  ist  zu  x  teilerfremd;  denn  ein  ge- 
meinsamer Primfaktor  /;  von  x  und  v  —  d  würde,  wie  sich  successive 
«rgiebt,  a;  —  rf*,  rf*,  r/,  ^  teilen,  während  er  thatsächlieh  in  " .  nicht  mehr 
voricommt,  da  x  jeden  Primfaktor  nur  einmal  enthält.    Die  Zahl  y  —  d 

liegt  also  zwischen  1  und  x  —  1  und  ist  relativ  prim  zu  x,  sie  ist  also 
nach   Voraussetzung  Primzahl  (1   zu  den  Primzahlen  gerechnet).     Der 

Ausdruck  j  —  <^,  als  Funktion  von  d  betrachtet,  nimmt  für  rf  <  y a:  mit 
wachsendem  d  ab,  da  der  Minuend  ^  abnimmt  und  der  Subtrahend  d 
wächst,  und  zwar  erreicht  er  für  d  =  Yx  den  Wert  0;  nun  soll  aber 
d  eine  ganze  Zahl  und  sogar  ein  Teiler  von  x  sein;  der  Ausdruck  -j  —  d 
erreicht  also  thatsächlieh  seinen  kleinsten  Wert  fiir  den  zunächst  unter 
Yi  liegenden  Teiler  von  x,  also  für  die  gröfste  quadratfreie  Zahl  unter 
Yx.  Dieser  kleinste  Wert  ist  eine  ganze  Zahl  ^  1.  Der  zweit- 
kleinste  Wert,  auf  den  es  allein  ankommt,  ist  ^  2  und  wird  fdr 
die  zweitgröfste  quadratfireie  Zahl  d  unter  "[/ic  erreicht.  Dieselbe 
liegt  aber,  wie  oben  bewiesen  wurde,  für  t  =  Y^'^llf  j;^121 
oberhalb  |y^.     Für  diesen  zwischen  ^Y^  ^°^  Y^  gelegenen  Teiler  d 


i)  Da  T  «luadratfrei  ist,  ist  \/x  für  x>l  irratioDal. 
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von  X  ist  aber  die  nach  dem  Obigen  nicht  in  x  aufgehende  and  von  1 
verschiedene  Primzahl 

2  -  <j<  j^=  -  Ay*  =  a  -  i)i/J= »yi  <  }ß. 

Es  gäbe  also  oberhalb  1  und  unterhalb  ^x  eine  Primzahl,  die  x  nicht 
teilt,  gegen  die  Voraussetzung.  Für  a:  [^  121  entsteht  also  ein  Wider- 
spruch; es  giebt  also  oberhalb  121  keine  den  Annahmen  entsprechende 
Zahl;  da  es  auch  zwischen  30  und  121  keine  giebt,  ist  der  Satz  be- 
wiesen. 

Berlin,  den  14.  Dezember  190(). 


Zur  neueren  Dreiecksgeometrie. 

Von  F.  Caspakv  in  Charlottenburg. 

In  den  Untersuchungen  über  die  neuere  Dreiecksgeometrie  wird 
dem  Lemoineechen  Punkte  und  den  beiden  Brocard sehen  Puukten 
eine  besondere  Bedeutung  zugewiesen.  Zwischen  diesen  und  gewissen 
anderen  Punkten  des  Dreiecks  bestehen  merkwürdige  und  einfache  Be- 
Hebungen,  welche  den  Gegenst-and  der  neueren  Dreiecksgeometrie  bilden 
natl  unter  einheitlichen  Gesichtspunkten  von  den  Herren  .).  Neuberg') 
und  A.  Emmerich-)  dargestellt  worden  sind. 

Da  geometrische  Beziehungen  mit  Hilfe  der  Grafsmann sehen 
Methoden  zu  Identitäten  führen,  welche  in  den  verschiedensten  Gebieten 
der  Mathematik  und  namentlich  in  der  Theorie  der  Thetafunktionen 
erfolgreich  verwendet  werden  können,  habe  ich  vor  einigen  Jahren  ver- 
sucht, die  neuere  Dreiecksgeometrie  mit  den  Grafsmannschen  Methoden 
ta  behandeln.  Im  Verlaufe  dieser  Untersuchungen  bin  ich  zu  dem 
Bberraschenden  Ergebnis  geführt  worden,  dals  ein  grofser  Teil  der 
Sitae  der  neueren  Dreiecksgeometrie  erhalten  bleibt,  wenn  man  den 
Lemo ineschen  Funkt  durch  einen  ganz  beliebigen  ersetzt,  und  dals  die 
^  hervorgehenden  Sätze  eben  so  einfach  und  übersichtlich  sind,  wie 
"'^  entsprechenden  speziellen. 

Von   meinen  Untersuchungen  und  deren  Ergebnissen  habe  ich  im 

'-Oüimer  1899  meinem  Freunde^  Herrn  E.  Jahnke,  Kenntm's  gegeben, 

*''  Üieselben  in  drei  Abhandlungen  weiter  geführt  hat,  von  denen  die 

^^^    vis  wissenschaftliehe  Beilage  zum  Jahresbericht  der  H,  Healachule 

^"  Berlin,  Ostern  19(>0,  Programm  Nr.  124  und  die  beiden  anderen  im 

^*-   Bande  des  Jonmals  für  reine  und  angewandte  Mathematik  bereits 

^«^fTentlicht  sind. 

Nachdem   ich   in  einem  an  Herrn  E.  Lern o ine  gerichteten  Briefe 
''^Uvelles  Annales   de  Mathematiques,   ?*"  serie,  t.  XIX,  fevrier  19CMJ 

It  RoQch^  et  de  Comberoasse:  Trait<i  de  0^om(5trie.  6**™«»  eiJ.  Pariw  i8lH 
V  **J— 485.     Note  in.     Sur  la  fTt-ometrie  recente  du  triangle. 

i]  Die  Brocardt»cbcn  Gebilde  uud  ihre  Be^iebungen  zm  den  verwandten 
B^tWünUgen   Punkten   und   Kreisen  des   Dreiecks.     Berlin   1891,  (Jeorg  Eeimer, 


p.  75)  einige  der  von  mir  gefiindenen  Sätze  mitgeteilt,  hat  Herr  L.  Ripert 
meine  Untersuchungeu  aufgenommen  und  in  bemerkenswerter  Weise 
ver\^ollständigt.  Herr  Ripert  hat  tlie  Güte  gehabt,  mir  in  zwei  Schreiben 
vom  1.  September  und  28.  Oktober  1900  von  seinen  wichtigen  und 
schönen  Ergebnissen,  die  denmächst  in  diesem  Archiv  zur  Veröffent- 
lichung gelangen   werden,   Kenntnis   zu  geben. 

Im  folgenden  will  ich  mir  erlauben,  einen  Teil  seiner  und  meiner 
Theoreme  einheitlich  mit  den  Grafsmannschen  Methoden  zu  beweisen. 
Zu  dem  Zwecke  schicke  ich  in  §  1  eine  knappe  Darlegimg  derselben 
voraus,  aber  nur  in  dem  Umfange,  in  welchem  ich  von  ihnen  in  der 
vorliegenden  Arbeit  Gebrauch  mache,  und  vei-weise  für  ein  eingehenderes 
Studium  auf  meine  im  Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik 
Bd.  92,  95,  lOlJ;  im  Bulletin  des  sciencee  mathematiques,  2*  serie, 
t.  XI  und  t.  Xin,  sowie  neuerdings  in  den  Nouvelles  Annales  de 
Mathematiques,  3*  serie,  t.  XVII  und  t.  XVIII  veröffentlichten  Ab- 
handlungen. 

Die  im  folgenden  eingeführten  Punkte  ^j,  5,,  B^;  />,,  2)j  (§  2), 
ii  (§  3);  0,  H,  N  (§  4);  C\,  C^,  C\  (§  5)  gehen  m  dem  Sonderfalle, 
dafs  der  beliebige  Punkt  X  der  Lemoinesche  Punkt  wird,  bez.  über  in 
die  Ecken  des  ersten  Brocard sehen  Dreiecks;  die  beiden  Brocardschen 
Punkte j  den  Steinerschen  Punkt;  den  Mittelpunkt  des  um  das  Dreieck 
AyA^Ay  beschriebenen  Kreises;  den  Höhenschnittpunkrt;  den  Tarryschen 
Punkt;  die  Ecken  des  zweiien  Brocardschen  Dreiecks.  Aufser  diesen 
Punkten  werden  noch  andere,  wie  die  mit  S,  IF,  Z,  F,  T  bezeichneten, 
eingeführt  und  ihre  gegenseitigen  Beziehungen  entwickelt.  Dies  ge- 
schieht, zur  Vereinfachung  der  Rechnungen,  unter  möglichster  Ver- 
wendung von  Übertragungsprinzipien,  die  überdies  aus  den  vor- 
handenen Punkten  neue  hervorgehen  lassen.  Die  Aufstellung  der  Eigen- 
schaften und  Abhängigkeiten  dieser  Punkte  sowie  ihre  Erzeugung 
bildet  den  Gegenstand  der  nachfolgenden  Abhandlung. 


1.  Es  seien  A^,  A^y  A^  die  Ecken  eines  Bezugsdreiecks  und  X  ein 
beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  desselben.  Stellt  man  den  Punkt  X 
durch  den  Ausdruck 

dar,  so  bedeuten  die  Koeffizienten  2"^,  a*,,  x^  die  Flächenkoordinaten 
desselben;  d.  h.  x^,  i'g,  x^  sind  den  Flächeninli alten  der  Dreiecke  X^-l,^,, 
XAy^A^y  XA^A^  und  die  Summe  J-i  +  ^s  +  •' 3  ist  dem  Flächeninhalte 
des  Bezugsdreiecks  A^A^Aj^  proportional. 


Ztir  neueren  Dreiecksgeometrie. 


145 


2,  Geht  der  Punkt  X  in  den  Schwerpunkt  G  des  Dreiecks  Ä^A^A^ 
Silber,  80  sind  die  Dreiecke  GA^A^,  GA^A^,  GAiA^  fläcbengleicli.  Dem- 
IgemiXs  wird  der  ScJitcerpunkt  des  Dreiecks  A^A^A^  durcli 

^dargeeiellt. 

S.  Liegt  der  Punkt  X  auf  einer  Dreiecksseite ,  etwa  als  Punkt  0 
»af  A^A^,  so  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks  OAiA^  gleich  Null,  während 
die  Dreiecke  AiA^A^,  OA^A^^  OA^Ai  bez.  den  Längen  A^^A^,  ^^tr 
A^O  proportional  sind.  Daher  wird  der  auf  A^A^  liegende  Funkt  0 
durch 


^1^-0=  OA^  A^-\-  A^OA^ 
dargestellt.     In  dem  besonderen  Falle,  dafs  0  in  den  Mittelpunkt  M 
Ton  A^A^  rückt,  wird  A^0=  OA^,  und  daher  erhält  man  als  Amdruck 
für  dm  Mitielpiinkt  M  vofi  A^A^ 

2Jf  =  ^i-f  ^,. 


4.  Da  A^O  -\r  0A^  =  A^A^  ist,  nimmt  der  Ausdruck 


A^A^'0=  ÖA^'A^^  A^ÖA^ 
auch  die  Form 

I7Ö'  (0  -  A,)  =  ÖA^  {A,  -  0) 

§ML  Diflferenzen  von  der  Form  0  —  A^  stellen  nach  Richtung ^  Rieh- 
hmgasinn  und  Lä}ige  Vektoren'^)  dar;  0  —  A^  einen  Vektor,  der 
in  A^  beginnt  und  bei  O  endet.    Wenn  daher  0,  A,  P,  B  vier  Punkte 

bedeuten,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  so  sagt  die  Gleichung 

0-A^P-B 

aus,  dafs  die  Strecken  A  0  und  BP  parallel,  gleich  gerichtet  und  gleich 
lang  sind.     Ebenso  sagt  die  allgemeine  Gleichung 

0-  A  =  X{P-  B) 

mni  1.  dafo  die  Strecken  Aö  und  BP  parallel,  2.  dafs  sie  gleiche  oder 
catgiegeilgeBetzte  Richtung  haben,  je  nachdem  l  positiv  oder  negativ 
ial^  S.  dafe  die  Länge  der  Strecke  AO  sieh  zur  Länge  der  Strecke  BP 
wie  X  :  1   verhält. 

5.  Es  seien  Ä'  und  L  durch 

ha-^ß)K=aA-\-ßB, 
\{a-ß)  L^ttA-  ßB 


1)  Vgl.   meine   Abhandlung    in    den    NourelleB  Annale»    de  Math^matique«, 
a*  Une.  18,  m^. 

AnUT  dm  MsttMuiftUk  und  Pbjnik.    Ili  Ktihe     )  II» 


•akfart: 


tlefinierte  Punkte,  dann  folgt 

j  aiK~Ä)  =  ß(B-  K), 
\a{L  ^A)^ß{L-  B). 
Hieraus  ergiebt  sich  für  die  Strecken  AK^  KB,  AL,  BL 
I  aAK^ß  KB, 
\  a'AL  =  ß'BL 
oder 

AKiKB^ALiBL. 

Aus   dieser  Proportion   ergiebt  sich,    dafs    die   vier  Punkte  A,  K, 
B,  L  vier  harmonische  Punkte  sind.     Daher  folgt: 
Die  beiden  simulianen  Gleichum/en 

j  icc-{-ß}K=^aA-^ßB, 
\{a-ß)  L  =  aA-  ßB 
sagen  aus,  dafs  die  vier  FunJcie  A,  B,  K,  L  auf  einer  Geraden  liegen 
und  tner  hnmionischc  Punkte  sind.  Zugeordnet  sind  A,  B  und  K^  L. 
6,  Der  in  Nr.  1.  aufgestellte  Ausdruck  für  X  läfat  sich  dadurch 
vereinfachen,  dafs  man  ihn  durch  j\^  j\  +  x^  dividiert.  Wenn  man 
diese  vereinfachte  Form  für  die  drei  Pimkte  P,  <y,  R  benutzt,  so  kann 
man  setzen: 

F-IJ.^i  +  IJg^  +  Pa^        (Pi  +  |>,  +  1)«  =  1), 

Q  =  ?i^i  +  ^i^  +  ^i^i        (9i  +  ff»  +  5a  =  1). 
.  i?  =  ri.4j  +  r,^  4-  r^A^        {r^  -h  r,  -f  r^  =  1) . 

Multiidiziert  man  P  mit  Q  und  ersetzt  die  Produkte  A^A^j  -^i^t 
(i,  /r  =  1,  2,  3;  *  +  A)  durch  die  Ausdrücke  [^,-^,],  [-4,-4J,  die  man 
den  Bedingungen 

unterwirft,  so  erhält  man,   wenn  man  mit  [PQ\  den  auf  dieso  WttMl 

aus  FQ  hervorgehenden  Ausdruck  bezeichnet: 

VPQ\  -  9,.  t^*-U  -f  fk,  IAA,]  +  g.AAAl 

wobei  zur  Abkürzung 

gik-ihqk-Pkqi  (t,Ä:=  1,2,3;  »4=Är) 

gesetzt  ist. 

In  derselben  Weise,  wie  man  aus  dem  Produkt  PQ  den  Ausdruck 
[Pf^]  erhält,  gelangt  man  von  dem  Produkt  PQB  zu  dem  Ausdruck 
{Pi^R\^  und  zwar  findet  man 

I  Px  Pi  A 

!   '■l    '•f    »^3 

7,  Die  Ausdrücke  [PVJ  ^^^  [PQ^]  werden  äufsere  Produkte  und 
der  Algorithmus,  durch  den  sie  her\*orgehen,  äufsere  Multipiikation  ge* 
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naniit.      Das    die   äofsere   Multiplikation   charakterisierende   Funktions- 
seichen  ist  die  eckiffe  Klammer:  [     J. 

Die  Koeffizienten  p,*,  die  auf  der  rechten  Seite  des  Ausdruckes 
für  [PQ]  vorkommen,  sind  den  Längen  der  Lote  proportional,  die 
▼on  den  Ecken  des  Bezugsdreiecks  anf  die  Gerade  PQ  gefällt  werden 
können^  also  den  Koordinaten  dieser  Geraden.  DaJur  stellt  \PQ]  (fie 
dmch  die  PunJcie  P  und  Q  gehende  Geritdc  dar.  Elmiso  skllt  das 
imfsere  Produkt  [PQR]  den  doppelten  llächminhalt  des  Dreiecks  PQR 
dar,  Ist  dieser  Flächeninhalt  gleich  Null^  so  liegen  die  Punkte  P,  C/,  R 
in  einer  Geraden;  also  i.sf  [P(^R]  =  0  die  Bedingmig,  dafs  die  drei 
Ftmkte  Pf  Qf  R  auf  einer  (icraiJen  ffekge^i  sind.  In  diesem  Falle  besteht 
OAch  Nr.  3.  zwischen  den  Punkten  P,  Q,  R  eine  lineare  Beziehung  von 
der  Form 

aP-^ßQ^YR  =  0, 

und  zwischen  den  Koeffizienten  «,  ß,  y  die  Beziehung 

«  +  ß  +  r-  0. 

8.  Ebenso  wie  das  äul'sere  Produkt  zweier  Pimkte  die  durch  sie 
hindurchgehende  Gera-de  darstellt»  stellt  reciprok  das  äufsere  Produkt 
sweier  Geraden  den  gemeinschaftlichen  Schnitt jiunkt  und  das  äufsere 
Produkt  dreier  Geraden  den  Flächeninhalt  des  von  den  drei  Geraden 
umschlossenen  Dreiecks  dar.  Ist  dieser  Flächeninhalt  gleich  Null,  so 
gehen  die  drei  Geraden  durch  einen  und  denselben  Punkt;  r.s  stellt 
daher,  wenn  p,  g,  r  drei  gerade  Linien  bedeuten,  {jtqr]  =  0  die  Be- 
dimgmig  datf  dafs  die  drei  Girat/m  p,  //,  r  elmn  (jemeinscftaftlidum 
Sekmttpunkt  hesiteen.  In  diesem  Falle  besteht  zwischen  den  Geraden 
Pf  q,  r  eine  lineare  Beziehung  von  der  Form 

np  -\-  xq  +  Qr  =  0, 
wobei 

9,  Sind  die  Geraden  in  der  Form  gegeben,  wie  [PQ]  in  Nr.  (»., 
so  bedarf  es  zur  Aufstellung  ihrer  äufseren  Produkte  noch  der  folgen- 
den Bedingnngsgleichungen 

IA,A,  A,A,]  =  A,-\AA,A,], 

IAA  A A]  =  A  •  iAAA]  - 
M,A  AA]  =  A*LAAAJ- 

Dabei  ist  zur  Vereinfachung  der  Sclireihweise  statt  [[yl/yltl|.lt,l/|], 
*äiät  Weglassung  der  inneren  Klammem,  [A,At  AtA.\  geschrieben;  von 
dieeer  vereinfachten  Sehreibweise  werde  ich  stets  bei  denjenigen 
äoliseren  Produkten  Gebrauch  machen,  bei  denen  die  einzelneu  Faktoren 
selber  äufsere  Produkte  sind. 

10» 
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^         148                   ^           fT  Caspabv:                      ^^^I 

■ 

^H                           § 

n 

^^^H                10.  Vertauscht  man  in  dem  Ausdrucke  für  den  beliebigen  Pmikt  X 

^^H        (1)                                 xX  =  XiAi  +  a;,^,  +  Xj^Ä^        {x  = . 

r.  +  a-.  +  Ji)  1 

^^^^H         der  Reihe  nach  x^  und  x^,   Xj^  und  x^,  :r^  und  x^,  so  möge  der  Punkt 

^^^^B        X  in  die  Punkte  Bi,  B^,  B^  übergehen.     Für  diese  Punkte  findet  man 

^^^^^^  auB  (1)  die  Ausdi-ücke: 

^^^^PP                                   I  xB^  =  a-j ^1  H-  x^Aj  +  ^2^8 , 
^^^r^    (2)                                xB^  =^Xj^Ai-h  x^Ä^  4-  s-^Ai , 
^^^^.                                         l  xB^  =  x^A^  +  Xi  A^  -f  jfj^s . 

J 

^ 

^ 

^^^^^^P         Bildet  man  aus  (2)  die  äufseren  Produkte  [.4]J9,],  [A^ 

B,llA,B,],  \ 

^^^H        wobei  die  Indices  i,  k^  l  der  Reihe  nach  die  Werte  1,2, 

3;  2,  3,  1;    1 

^^^^H         3,   1,2  annehmen^  so  findet  man,  dafs  das  Uursere  Pro<lukt  dieser  drei    ] 

^^^^H        äufseren  Produkte  verschwindet.     Es  schneiden  sich  daher 

nach  Nr.  8, 

^^^H        die  drei  Geraden  AiB^,  A-iBk,  A3B1  in  einrm  Punkte  D,. 

Diese  drei 

^^^H        Punkte  Dj;  Dg,  D^  sind  durch  folgende  Ausdrücke  bestimmt: 

^^^B                                     1  (5  Dl  =  x^ x^  A^  -f-  ^'s ^1  ^3  +  J 1  -^8  -"^3 » 

M 

^^H        (3)                           dD^^x^x^A^-^-x^x^Aj-^x^x^A^, 

■ 

^^H                                      1  ÄD3  =  x^XiA^  +  ^i^iA  4-  arg Jj^i . 

m 

^^^H^                11.  Aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  folgt: 

■ 

d'Dj  =  Wi^,  +  xx^Bi, 

■ 

=  02,^,+  a^a^j^j, 

■ 

^cas^8+ 2:5^3.03; 

■ 

«JDa  =  Wj^i  +  ^iTaS,, 

■ 

^H  («) 

=  co^A^-j-xx^B^i 

d/>3  =  Wj^l+  xx^B^, 

=  G)iA^-\'XX■^B^, 

1 

^^^^1         wobei  zur  Abkürzung 

■ 

^^H        (5)                                    if  =  XJ^x^-\-x^x^  +  x^x^ 

■ 

^^^H 

■ 

^^H        (6)                                          w/  =  XkXt  —  Xi* 

■ 

^^^H        gesetzt  ist. 

■ 

^^^H                 Addiert  man  die   Gleichungssysteme  (2)   und  (3),   so 

erhält    mfiA  " 

^^^^B         unter  Berücksichtigung  von  Nr.  2.: 

i 

^^1       (7)           ^i+I?,-f  ^,=  D,+  D,+  Db-4+^+^  = 

3G, 

^^^H         und  durch  Addition  der  Gleichung  (1)  zu  jeder  der  Gleichungen  (2) 

^H        (8)                    a:(XH-i?,)=3(ar,-f  :r,)  G-  (x,+x,-2x,)A,, 

^^H                                                           (1,  A-,  I  =  1,  2,  3;  2,  3,  1 ;  3,  I,  2). 

J 
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Subtrahiert  man  die  Gleichung  (1)  von  jeder  Gleichung  (2),  so  er- 
giebt  sich 
(9)  x(ß,-X)^(^,-j:,){A,-A,). 

11  Die  Diirchschnittspunkte  X^'")  der  Transversalen  A^X  mit  den 
DreiecksBeiten  A,^Ai  sind  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

(Xf  +  x^)  X<i)  =  xX-  x^Ai  =  x^Ai  +  x^A^ , 
{x^+x,)  X<»)  =  ^X  -  x,A,  =  x^A^-\-j-,A, , 
(Xi  +  ^g)  X<»»  =  xX-  ;rg^j  =  a:,^i  +  a;g^,, 

denen  sich  durch  äufsere  Multiplikation  ergiebt: 

13.  Bestimmt  man  auf  der  Dreieckaseite  A^A^  den  Punkt  J5}'^ 
dmh  die  Festsetzung  X>U,=  J^^f'^,  sowie  die  Punkte  i^f^^  und  Bj'^ 
*^  Schnittpunkte  von  A^A^  mit  den  Parallelen,  die  durch  X^'''  zu 
-^■^1   und  durch  X'^  zu  -4^^^  gezogen  sind,  so  findet  man 


(12) 


(x,-^x^)BW^x,A^+x,A,, 
{x,-\-x^)Bj,'^==x,A,-hx,A^, 

{x,  +  x,)Bi*>=x,A,-^x,A,, 


j      ^^^  clurch  cy kusche  Permutation  r 


—  x^Af^-{-  x^A^  f 
{x^-\-X:,)Bf^x,A^-^x,A,, 
{x,-{-x,)Bl'y=x,A,  +  x,A,; 

00  \{x,-^x,)Bi^^^x,A,-^x,A^, 

\(x^+x,)Bi'^=x,A,-^x^A^. 

14.  Wählt  man  aus  den  Gleichungssystemen  (12),  (13),  (14)  je  die 
^^  Gleichungen  aus^  die  auf  der  linken  Seite  den  nämlichen  Faktor 
^"^  j,,  oder  dr, -f-Xj.  oder  j"!  +  a:,  aufweisen,  und  addiert  sie,  so  er- 
^"»^^    man 

Ebenso    ergeben    die    Gleichungssysteme    (12),    (13),   (14)    durch 
*ere  Multiplication 

lii«x  !  l^i'^'i''^^''^  =  lBi'^Bl^^Bl^y\  =  [5i^>^[»)5W] 
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und  in  Verhindimg  mit  den  Gleichungen  (4): 

^  XiXjÄ^  -\-  x^  (Xi  +  x^)  i?<»); 

ö  D,  =  x^x^A^  +  Ä,  (Jjj  -f  a:^)  ^ti)^ 

(H)  {  =x,x^A^-^x,{x^  +  x,)Bi*\ 

dl)^  =  .rsTj^l,  +  x^  (x^  -f  a^i)  ^^'', 
=-  x^x^A^  +  j^a  (ar-i  +  x^)  B^^\ 
=  .r,x,A,-{-x,(x,-\-x,)Bi^K 

15.  Bezeichnet  man  die  Längen  der  Dreiecksseiten 
A^A^^  bezw.  durch  (/j,  a^,  a^  und  setzt  jj  =  «f,  Tj  =  a|,  ir^  =  o*,  so 
geht  der  beliebige  Punkt  X  in  denjenigen  über,  der  1847  von  Grebe^) 
aufgestellt  und  seit  1873  Ton  Herrn  Lemoine^)  znm  Änsgangspnnkte 
seiner  wichtigen  Untersuchungen  gemacht  worden  ist.  Der  Punkt 
öj-yl,  +  a^A^  -j-  a^A^  wird  daher  in  Deutschland*)  als  Grebescher 
Punkt,  in  Frankreich*)  als  Lemoinescher  Punkt  bezeichnet. 

16,  Die  in  diesem  Paragraphen  gegebenen  Entwiekelungen  lassen 
sieb  in  folgende  Theoreme  zusammenfassen: 

/.  In  der  Ebene  ein4is  DreiecJcs  A^A^A^  sei  ein  beliebiger  PwiM  X 
tjegehen  und  die  Schnitipunfäe  der  Tran»vers(den  A^X^  A^X^  A^X  bet, 
mit  den  Dreiecksseiien  A^A.^,  A^A^,  ^4,.4j  seien  durctt  X^^\  X^*\  X^*J 
bejseichnef.  Es  sei  femer  auf  der  Dreiecksseite  ^1,  A^  der  Punkt  B^^^  durch 
die  Festseteung  X^*>^,  =  A^^^"^  bestimmt j  somie  die  beiden  weiteren  Prmkte 
B^^  und  i^''  ah  Schniäpunkte  vun  A^A^  mit  den  Farallden,  die  durdi 
X^^^  SU  Aj^Ai  und  durch  X'^'  zu  A^A^  gezogen  sind.  Endlich  mögeti  aus 
B^\  Bi\  B^)  durch  eykiisciie  PermuMion  die  Punkte  B^\  B^\  Bfi; 
ßis)^  ^j",  B^^  hervorgehen.  Alsdann  sdineidett  sich  die  Geraden 
A,B^i^\  AiPtP^  AiP^P  im  Punkie  Bi,  wobei  der  Index  i  die  Werte  1,  ^,  if 
annimmt. 


1)  Dieses  Archiv,  9,  260 

2)  E.  Lemoine:  Sur  quelques  propriet*?»  d'un  point  remarquable  du  triangle 
(Association  Fraiii;ai8e  pour  ravanceioeDt  des  ßi^iences,  Congres  de  Lyon  1873). 
BetreifB  der  Punkte  7>,  und  />,  vgl.  H.  Brocarti:  Nouv.  Ajin.  (2'  söriei  14  qoes- 
Liou  ließ,  1879  und  Elducatinniil  Times  67,  89.  Brocard:  Qaestion  13420.  Fort- 
schritte der  Math^^niatik  2H,   1H97,  S.  464. 

3)  Emmerich:  1.  c.  Vorwort,     FV.    Fussnote. 

4)  Neuberg:  1.  c.  p.  463  und  Memoire  sur  le  tt-trafedre.  Tome  XXXVIl  des 
M^moiree  couronneB  et  autres  Mt^moires,  pubhcs  par  l'Acade^mie  royale  de 
Belgique.     1Ö84.     No.  1. 
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//  Die  Dreiecke  AiA^A^  und  B^B^B^  sind  dreifach  iMirspeMiv, 
ami  iwar  schneiden  sich  die  Geraden  A^B^,  A^B^,  -la^a  ""  Punkte  D^, 
die  (jeroilen  A^B^^  A^B^,  A^B^  im  Punkte  D^^  umi  die  Geraden  A^B^, 
A^B^y  A^B^  im  Twnktc  /),. 

lU.  Die  Punkte  D^,  />,,  i)g    sind   auch  die  Persjhektitntäfszen^a 
Dreiecks  A^,  A^,  .1,   und  Ijesi.  der  Dreiecke  B^W}^Bi\  B^^Bf^m^, 

JV.    Die    Dreiecke    A,A,A^,    ^K^^K    ^^l^^^P^K    B^'^BpB^\ 
V^^Iff^B^\  D^B^D^  hcsit^en  den  niimlichai  Schwerpunkt  G. 

r.  Die  Dreiecke  &^'^B^^B^'\  B^'iB^^^B^'\  m^^W^^  hüben  denselben 
ächaiitdialt  wie  (hs  Dreieck  X^'^X^^>X^^K 

VL  Die  Geraden  XB.  sind  den  Dreiecksseiten  A|,A^  parallel;  oder 
nit  anderen  Worten: 

yja.  Zieht   man   durch   die  Punkte  i>\,  ü,,  ii-j  Paralhlen,  hejs.  zu 
Seiten  A^A^^  A^A^,  A^A^,  so  schneiden  sieh  dieseUten  in  einem 

?,  mndicJi  in  X. 
VIL  Die  Mittelpunkte  der  Strecken   XB-  liegen  hez,  auf  den  Ge- 
ndm  Aß. 

Aus  Theorem  U  folgt  immittelbar  das  Gleichungssystem: 

(.4,/?,  AI  -  0,  {A,B,D,]  -  0,  [-l,ß,  A)  =  0, 
lA,li,D,]  -  0,  [A^B,D,\  =  0,  \A,B,I),]  =  0. 

Kafst  man   die   in.  derselben  Vertikale  stehenden   Gleichungen  zu- 
Jiunrxxen,  so  folgt: 

VIIL  Die  Geraden  B^D^^^  B^D^^  ^i^a  schtteideti  sich  in  A^^  die 
f<i4:kn  B^D^f  B^D^y  -ßiA  i^*-hneidcn  sich  in  A^^  die  Geraden  B^B^, 
\^s,  B^B^  Schweden  sicA  in  A^;  folglich  situl  die  Dreiecke  /i,  i/^Z^j 
H^D^D^  dreifach  perspekiiv,  und  die  Punkte  A^,  A^,  A^  bilden 
drei  Pers})ektivitätszentra . 
Das  Gleichungssystem  (IH)  geht  in  siuh  selbst  über,  wenn  man  A, 
™*^  i?,,  aber  gleichzeitig  auch  D^  und  D^  mit  einander  vertauscht.  Da- 
t»«»-  folgt  aus  VIII: 

/5.  Die  Geraden  AiD^,  A^D^,  A^D^  schneiden  sicJi  in  i?j,  die 

}Gtt(uhi  A^D^,  A^D^,  A^D^  schneiden  sich  in  B^,  die  Geraden  Aj^D^^ 

l-'^iA»  A^D^  schneiden  sich   in  B^;  folglieh  sind  die  Dreiecke  A^A^A^ 

"«d  h^D^D^  dreifach  perspeMiv  utui  die  Punkte  B^,  B^,  B^  bilden  die 

<^«  PerspektiviUitszentra.^) 


i)  Vgl.  E.  Jahnke:  Programm.    Theorem  11.    S.  9. 
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(a:  -  jr,  -f  :r,  -h  x^) 


(ß)  =  »1  -H  o,  +  ©a ) 


§  3. 
17,  Kehrt  man  das  Gleichungssystem 

xB^  ^x^Ä^  +  jr,^  -f  ^1  ^5 , 
xSj  =  X^Ä^'^X^A^-)r  X^A^ 

toA^  =  ®|Bi  +  ro,2?j  -I-  ü3j  J?j , 
©  ^j  =  cjj  /ij  +  Ct)j  J:?,  +  (Ol  /ij  , 
rd^3  =  (xifBi  +  G>i-B^  +  f^J^Bij 

'»i  ==  ^^  -  ^*» 

%  —  '^1  •'^8  ~  ■**'>    • 

Substituiert  man   die  Werte  der  ©j1,.  aus  (19)  in  das  Gleichung» 
System  (3) 

IÖDi  =  x^x^Ai  +  x^XtA^-\-  XiX^A^, 

wobei 

ist,  BO  ergiebt  sich: 

S  mD^—  Wj  ojj  £j  -j-  Wj  M,  iJI,  +  CO,  ©2  £j , 

und 

Die  Gleichungssysteme  (2)  und  (19),  (3)  tmd  (20)  setzen  in  Evidenz, 
dafs,  wenn  man  x^  mit  m,  und  A^  mit  B^  vertauscht ^  auch  D,  mit  />, 
sich  vertai4Sf:ken ,  während  D^  unverändert  bleibt 

18,  Wendet  man  dieses  Übertragungsprinzip,  durch  das  bereits 
Theorem  VlII  in  Theorem  IX  ttbergeftihrt  wurde,  auf  Theorem  Via 
an,  80  folgt: 

X.  Zieht  man  durch  die  Punkte  A^,  A^,  A^  Parallelen  hex.  zu  den 
Seiteti  B^B^,  A^u  ^x^f  ^^  schneiden  sie  sich  in  einem  Punkte  Ä  *) 

Da  dieser  Punkt  R  dem  Punkte  X  entspricht,  so  folgt  aus 
(1)  xX  =  x^A^-^  XjA^i- x^A^ 

für  R  der  Ausdruck 
(21)  oj  J?  =  cji  ^1  -f  o,  B^  +  wj^, 

1)  Vgl.  J.  Neuberg:  Surtepoint de  Steiner.  Joara  de  Uatbem. 


* 


[atbem.  speciale«.   1886.  I 
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üfld  die  Substitution  von  (2)  ergiebt 

da  aber  wegen  (31^) 

[  Gi^Xi  4-  o, J?,  +  ö,x,  =  a;  (x,  -  Xj)  (x^  -  x,)  =  xp, , 

rA)  «i^Js  +  »jX,  -h  ra«Xi  -=  X  (x,  -  Xg)  (xj  -  Xj)  =  x;;, , 

I  O,  jr,  -f  o,Xi  +  ©3X3  =  X  (Xg  —  Xg)  (Xj  -  Xi)  ==  xi?8 , 
*)  ergiebt  sich 


Wobei 


(2S) 


w  =  i^  +  f '1  +  i>» 


p,=  tXi-X,)(x,-X3), 

unU   regen  (22) 

iat. 

£netzt  man  in  (231  .r,  durch  w^,  so  verwandelt  sich  2>i,  weil 

«1  ~  W5  =  -^  (^3  -  ^1)  * 
t*c)  G?j  —  «1  =  X  (Xj  —  Xj)  , 

ö?3  -  OJj  =  X  (Xj  -  Xj) 

'■*.    in  x'/)j;  ebenso  verwandeln  sich  /j,  und  /»j  bez.  in  x'^,  und  x*py 
'^'^cii   die  Vertauschimg  von  x-  mit   w^  und  die  gleichzeitige  von  A^ 
i     ^^  ^f  geht  (22^  in 

1  Multipliziert    man    noch   die  Gleichungen  (2)   der  Reihe  nach  mit 

^^2^  ^if  ^t  ""^  addiert,  so  folgt 

^^^K  X  (fi>i Bi  +  cog^  H-  fijji^j)  =  (Xi  oji  +  Xg cög  +  XjOj)  ^1 

^^^H  +  (Xg  CO,  +  x,ö)g  +  Xi  ra,)  ^g 

^^^^  -f  (XjtOj  -f  Xj  »3  +  X3M,)  A^ . 

^«  Da  die   linke   8eite   dieser  Gleichung  gleich  xtaÄ^   ist,   so  liefert 

Aie   Gleichsetzimg  der  Koeffizienten  von  Ai'. 

Xj  ©1  +  Xj  CJj  +  XjtOj  =  JTM  , 
Xi  Mg  4-  Z,  Wi  +  J-j  COg  =-=  0 . 

1».  Aus  (2)  folgt 

.r  (ß,  +  ß^)  ^  (x^  +  X,)  A,  +  (x,  +  X,)  A,  4-  (x,  4-xO  J, 
'^««1  «laher 

/ 1.4,  (7y,  4-  A)]  =  (-^1  +  -^t)  IAA]  -  (-P.  +  X,)  [A,A,] . 
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bezeichnet  also  mit  B^j  B^^,  B^^  die  Mittelpunkte  der  Strecken  BjB^, 
B,B,,  B^B,,  so  folgt 

(  2x  [Ä,B,,]  =  (x,  +  X,)  [Ä,A,]  -  (x,  +  X,)  [A,A,], 

(24a)  2x  [A,B,,]  =  (x,  +  x,)  [A,A^]  -  (x,  +  x,)  [A^], 

l  2x  [A,B,,-]  =  (x,  +  X,)  [A,A,]  -ix,-\-  x,)  [A,A^] . 

Da  die  Summe  der  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  gleich  Null 
ist,  so  schneiden  sich  die  drei  Geraden  A^B^,  ^^sit  ^^^i»  ^  einem 
Punkte,  der  mit  S  bezeichnet  werde. 

Bildet  man  aus  den  rechten  Seiten  zweier  Gleichungen  (24  a)  das 
äufsere  Produkt,  so  ergiebt  sich  für  S  der  Ausdruck: 
(25)  (x'+d)  S=  {x,  +x^)  (x^+x,)  A,+  (x^+  x^)  (x,+x^)A^-^{Xi-\-x,)(Xt+Xt)A^, 

Wenn  man  für  die  A^  die  Ausdrücke  in  (19)  benutzt,  so  erhält 
man  für  den  Punkt  S,  ausgedrückt  durch  die  B^: 
6S=  «1  («,  +  (Og  —  ©i)  Bi  +  Wj  (cj^  +  cöi  —  cög)  B^  +  dj  (cöi  +  ©g  —  Oj)  5„ 
wobei 

tf  =  ©1  (»2  4-  ©8—  OJl)  +  ^1  (Ps  +  ^l—  <»i)  4-  ©3  (»1  4-  G),  —  ©,) 
=  2   (©2  03+  CDsöi  -I-  ©lOj)  —  (Oi*+  ©2*+  <»a*) 

ist. 

Löst  man  die  beiden  letzten  Gleichungen  in  (%)  nach  x^,  x^,  x^ 
auf,  so  folgt 

^  •  iCj  =  Wj  0)3  —  Oj  , 
9  •  rCj  =  Ws©!  —  »2*, 

und  durch  Subtraktion 

(p  {x^  —  arj)  =  03  (©1  -  033) 
oder  wegen  (2I4) 

9'(a-8-a^i)  =  »-^'(a^3-^i)- 
Demnach  ist  tp  =  ioXy  und  man  erhält 

(cjjCOj  —  ©i'  =  ©  •  ica?! , 
©3©i  —  ©2^  =  ©  •  aJOTj  , 
©1  ©2  —  ©j*  =  ©  •  ajrCj , 
und  durch  Addition 

©2  ©3  +  ©3©i  +  ©i©2  —  (©1*  +  G>2*  4-  ©»*)  =  «ax"'. 
Da  nach  (20) 

0©  ==  ©2©8  -f"  ©8©i  4"  ©i©2 

ist,  SO  folgt 

©1*  4-  ©2*  4-  ©3*  =  ©  (^  —  iP*) 
und 

6  =  2©d  -  ©  (d-  a;>)  =  ©  (a;*4-  ^). 


Zur  neueren  Dreiecksgeometrie.  155 

Daher  hat  man 

( fo{x*+d)S=G}i(a^+ai—(o^)B^+e)^((o^+(o^—(Oi)Bi+  o»8(®i+  (Oi—(Ot)B^ 
=  ©1  (©  —  Soj)  ^j  +  a>,(ai  — 2  Wj)  1^2+0)3(0)  — 20)3)55, 


125.) 
und 


Ä) 


(D^Og  4"  Cj®!  ~l~  CDj  (Dj,  =  od, 

»l*  +  <»2*     +  Os*      =  O  (d  —  iC*)  ; 


3d- 


o 


=  a:V 


20.  Da  in  dem  anter  (25)  gegebenen  Ausdruck  für  S  der  Koeffi- 
nent  Ton  Ä^ 


=    X, 


+  ä, 


=  2ari(j-s  -f-  3-3)  -  (a^i  -  a;,)  (ar,  -  a^J 
ist,  und  die  Werte  der  Koeffizienten  von  A^  und  A^  durch  cyklische 
Pmnntation  daraus  hervorgehen,  so  findet  man 

(s5=     x^X+    (JI>i, 
=     wW+SdG, 
=        irZ-f     d(2),+  2)3), 

=  -a)B-f-2(J(Z),4- A), 


(26) 

wobei  zur  Abkürzung 


(27) 


und 

(28) 


wW=  x,^  A^  + 

zZ  =  (a^ar,  +  x^^)  A^  +  {x^x^  -f  a:^*)  ^  +  {x^x^  +  x^^  A^ 


x^     A.^  -\-  -T  x^     A.^ , 


s  =  a:*4-  (J  =  4d  —  (0, 
M;  =  a:*— 2d=  d  — rj, 
^  =  .r«-    (J  =  2d-w 

gwetzt  ist.     Durch  Subtraktion  der  Gleichungen  (27)  folgt  noch 
i^)  zZ-wW=ÖD^. 

21.  Multipliziert  man  die  dritte  Gleichung  (26)  mit  2  und  sub- 
^ert  davon  die  vierte,  so  ergiebt  sich 

sS=2zZ+(oR. 
Nach  (25j)  aber  erhält  man 

(osS  =  &*R  -  2  (c3i*J?i  +  (D2*J9, 4-  «s'^s) , 

daher 

[^  (ozZ  =  -  ((Di*Bi  4-  «8*5,  +  oj*!^») 

»«»d  wegen  (29) 

(31)     (DW  W=  -  \  (CD,(»3  +  Wj*)  -Bi  +  («3(01  4-  «,")  ^8+  (dl  (»2  4-  CD3*)  B3 ) . 

Die  Gleichungen  (27)  und  (30),  (31)  zeigen,  dafs  bei  Vertauschung 
^^^  ij  mit  co<,  wW  und  jeZ  bez.  in  —  w;?Z  und  —  awW  übergehen. 
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22.  Setzt  man^) 

(32)  Wi  »  [A,B^    A,B^  (».  t,  /  =  1,  2,  3;  2,  3,  1;  3,  1,  2)  (•  -f  *  +  0, 
80    folgt 

(33)  «?,.  Wi  =  x^XtAi  +  x.^Aj,  +  a;,M, 
und 

(34)  Wi  =  x^Xi-\-  x^  +  xf. 

Setzt  man  in  (33)  für  die  A^{m  =  i,  k,  l)  die  in  (19)  angegebenem 
Werte  ein,  so  erhält  man 

(35)  (oWi  Wi  =  a>4©,5,.  +  (o^^Bj,  +  i»,*i?, 
und 

Für  i  =  1,  Ä  =  2,  Z  ==  3  lassen  sich  der  Gleichung  (33)  die  folgen- 
den Formen  geben: 

Wj  TTj  =      x^x^A^  4-  3^2%  4-  V^s» 

=  -  {x^x^  -  x^*)A^  4-  «^»(a:;»^!  4-  ^,^  4-  a;!^»); 

=       {p^i^i      ^1  j-^i  4"  ^1  A^  4"  ^8  -^  4"  ^3  A^f 

=  -  a:i(^iyli  4-  3:^Af  +  x^A^)  4-  (x^x^  +  x^*)Ai  4-  (iCaa?i  4-  ^*)^ 

4-(a:i^2  4- V)^;  • 

und  entsprechende  Gleichungen  gelten  für  W2^i  ^^^  <^3^s*     I^or 
folgt 

fii;<  Wi  =  —  a^Aj^ -\-  xXjBf, 

=  -  cj,4  -h  xx,B^, 

=      (OiAi  -\-  wWj 

=  -xx,Bi^zZ, 
wobei 

(Slg)        W;  =  —  ©^  4-  ^J^j  =  —  »1  +  ^^*  =  Gj.  4-  !<;  =  —  araTj  4-  if. 
Ebenso  folgt 

'  X^Wi  TTf  ==     ^k'^i-^k  4-  ^|<J  A ; 

=    if'iOJ*-4j  4-  ^*<^-D,; 

aj,M7,  TT;  ==  XX^(o^B^  +  WjtdDg, 


(36) 


(37) 


1)  Vgl.  E.  Jahnke:  Programm  1000.  Die  Punkte  W,  sind  daselbst  darc^=i 
B„,  B„,  .B,,  bezeichnet  und  gehören  zu  der  Gruppe  von  9  Punkten,  welche  vu  ■  " 
Herrn  Jahnke  als  die  Veroneseschen  PvnkU  eines  Brocardschen  Dreiecks  in 
auf  das  Fundametitaldreieck  eingeführt  worden  sind. 
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Wobei 


(«,.1 


23.  Die  Gleichungen  (32),  (36)  und  (37)  ergeben: 

XI.  Ihe  Sihnitipiwlie  W.  dir  Gtradenjmarv  A^B^,  A^Bf^  sind  auch 
^if  SckmUpunkte  der  Geradenpaare  Aj^D^,  A^D^  mul  B(Di,  Ih^i-    ^^ 

frera4en  A^W^  schneiden  sich  in  W,  die  CTera4fen  B^W-  in  Z;  oder  mit 
«BdereD  Worten: 

XIa.  Das  Dreieck  WiW^W^  ist  sowohl  zum  Dreieck  A^A^A^  als 
<*»•   Dreieck  B^B^B^  dreifach  perspektir;  die  Ferspekttvitätszentra  sind 

Die  Ergebnisse  der  Nuiumem  liK  und  20»  lassen  sich,  wi«  folgt, 
ZQs&iQiuenfassen : 

XII.  Bezeichnet  man  mit  Bf.f,  D^,  die  MUtelpunkte  der  Segmente 
Bj  J3„  D^D^,  so  schneiden  sich  die  drei  Geraden  A^B^^  in  einem  Punkte  S, 
der-    gleichzeitig  der  Schnittpunkt  der  drei  Geraden  Xi),,    WO,  BZ  ist. 

Subtrahiert  man  die  ersten  beiden  und  letzten  beiden  Gleichungen 
(2«;,  8o  folgt 

(j^.  \T*X-wW  =  26D,,, 

I  mE^eZ    ^2dD^^, 
»orjHjs  sich  ergiebt*): 

XIII.  Die  Geraden  XW  umi  RZ  sclineiden  sich  im  MUMpmkte  Z)„ 
*»  Segmentes  D^D^. 

24,  Nimmt  man  zu  Gleichung  (27) 

ßZ  =  (x,xt  -f  x,*}A,  -h  (x^x,  -f  x^*)A,  4-  r^,a^  -h  x^*)A^ 

i^^ )        o  F  =  (x.x,  -  x,^A,  -f  (x,x,  -  r,») ^  4-  Ui x^  -  x*)A^ 
*^^  nach  («,) 

'■^^*)     oF=  0|i4, -f-  OjA-l-  o,^,, 

**  ^olgt  durch  Addition  und  Subtraktion: 

UZ-ör=2w>H^. 


(40) 


Ganz  ebenso  ergiebt  sich,  wenn  man 
l)  xT^x.B.^x^B^^^x^B^ 


1)  Vgl.  E.  Jahuke:  Projp-amin  lyOO.  Theorem  XI] I. 
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setzt  und  {^)  und  (31)  beachtet: 

^    ^  \     i4W+x*T  =  2zZ. 

Durch  Subtraktion  der  Gleichungen  (40)  folgt 

(43)  aY=6'D^-wW, 
und  da  nach  (38) 

so  folgt 

(44)  aY+a^X  =  SdG. 

Ebenso  ergiebt  sich  aus  (42)  und  (38) 

(45)  o^T-^-foR^^dG, 
und  aus  (44)  und  (45) 

(46)  x\X-T)  =  e>(R-Y). 

Die  Gleichungen  (40)  bis  (46)  ergeben: 

XIV.  Bezeichnet  man  die  Schnittptmkie  der  Geraden  WD^  mit  dm 
Geraden  EG  und  XG  bez.  mit  T  und  T,  so  sind  die  Geraden  XT 
und  RYjKirallei 

XV.  Auf  der  Geraden   WD^  liegt  aufser  den  Punkten  T  und  T 
noi'h  der  PuM  Z.     Von  diesen  ßinf  Punkten  sind  Z,  Y;  Dj,   W  und 
W,  T;  D^ ,  Z  je  vier  harmonische. 

(Fortüetzung  folgt  im  nächsten  Heft.) 


Etüde  el^mentaire  du  conoide  da  PItcker. 

Par  M.  MAruiCE  d'Ocaone  ä  Paris. 

1,  La  remarquable   surfaee  reglee  du  3^  ordre  qui  a  re^u  le  nom 

d€  cfmoüle  de  Plücker,  eu  me'Qioire  de  son  preniier  inventeiir,  joue  iin 

röle  important  en  Geometrie  Superieure.     Cayley   la  etudiee  sous   le 

nom  de   njlinäröide.     M.   Mannheim^    dans    ses    etodes  de   Geometrie 

cinematique,  Sir  K.  Ball,   daiis  ses  ctiides  de  Statiqiie,  en  oüt  fait  im 

usage  fre'quent.     MM.  Lindemann  et  Picquet  liii  ont  aussi  uoosacre 

•ie«  traTaux  interessaats.  *) 

II  o'eBt  peut-etre  pas  aans  utilite^  vu  son  iniportance,  de  m untrer  que 
»w  principales  proprietes  peuvenfc  etre  obtenues  par  un  proeede  pwre- 
QJeiit  elementaire;  tel  est  l'objet  de  la  presente  Note. 

%,  La  definition  la  plus  simple  qui  puisse  etre  adoptee  en  vue 
J'ojie  teile  etude,  definition  qui  sera  generalisee  par  la  stiite,  est  eelle-ci: 
^^  mdide  de  Pliicker  est  f^itfeutlre  pur  une  drmk  pcrpemlkukiire  aux 
9^^'f^ratriee8  d'un  cyUndre  de  revolution,  s'itj>pu^ant  sur  um  section  platte 
9**^lcmgMe  da  ce  cylindre  et  sur  une.  den  generatrices  G  du  cylindre  passani 
P**^  m  des  sommeis  de  la  section  plane. 

Cette  demiere  restriction  visant  la  generatrice  Gf  commode  pour 
^  »pplleation  du  proeede  elementaire  iei  euvisage,  peut  etre  Buppriniee 
*^oiniiie  ou  le  verra  plus  loin, 

Re|»re8enti)ns    le    cylintlre    et    le    plan   de  La   section   directrice  en 

pretiant  un  plan  horizontal  perpendiculaire  anx  generatricee  du  cylindre, 

*t  im  plan    vertieal    perpendiculaire    au    plan    de   la  directrice.      Soit 

'  (/  U  trace  verticale  de  celui-ci  (Fig.  1).     Les  ge'neratricea  du  conoide 

^tant  tontes  comprises  entre  le  plan  horizontal  du  point  t'  et  celui  du 

point  q^  nous  appelons  la  distance  k  entre  ces  plans  la  hauteur  du  cono- 

**^i  et  nous  disons  que  le  plan  de  la  section  directrice  coupe  le  cylin- 

^  mr  h  hauteur  h. 


1)  Mati    Tergleiche   aucb    die    Durstellung   und    die   Litteratur   bei    Schell, 
^orie  der  Bewegung  uud  der  Kräfte,  Teil  2,  S.  217 ff.,  besonders  S.  -iSft  u.  -236. 
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Si,  par  la  droit©  projetee  verticalement  en  t',  suivant  laquelle  le 
plan  f'q'  coupe  le  plan  tangent  au  cylindre  le  long  de  la  generatrice 
(?,  nous  faisons  passer  iin  plan  quelconque,  et  Bt  nous  prenons  Tinter- 

section   {l  •  V)  de  ce  plan  avec  une 


0* 


M 


generatrice  quelconque  (a»i  •«'»»')( 
cüDOide,  nous  vojons  que 
al         n'V 


Ce    demier  rapport  etant  con- 

stant  il  en  resulte  que  le  lieu  du  poLnt 

l  est  horaoth^tique  de  celui  du  point 

m  par  rapport  au  point  a\  c'est  donc 

le  cercle  de  diametre  aii,   En  d  autres 

termea,  la  section  du  conoide  par  le 

plan   de  trace   t'  q    est  sihiee  sur  le 

cylindre  de  revolution  vertical  dont-| 

*'     la  base  est  le  cercle  de  diametre  aj?_ 

Par   auite,    toui  plan   metu'  par  la 

(l rotte    projetee    verticalement    en    tT 

coupe  le  conoide  suivant  une  coniq 

apparienant  au  cylindre  de  revolutio99\ 

dotit  a't'  est  iifie  generatrice  de  con- 

iour  apparent  et  qm  ce  plan  coupe 

sur  la  hauteur  h.     Une  quelconque 

de  ces  eoniques  peut  etre  priae  paar 

directrice  du  conoTde.     Nous  appel- 

lerona  ces  eoniques  les  couiqnes  F^ 

3,  Le  plan  tangent  en  (m  •  m)  est  deterniine  par  la  generatrice 

{am  '  am')  et  la  tangente  {mt  ■  7nf')  ä  la  conique  Fj  passant  en  ce  point. 

Remarquons   que,  puisque   la  droite  ot  passe  par   le   milieu  t  de 

am,  la  droite  i't'  passe  par  le  centr©  o'  de  la  section  droite  de  cote  Ä, 

c'eat-ä-dire  situee  sur  la  generatrice  superieure  du  conoide.    Ce  point  o' 

reatant  le  nienie  quel  que  aoit  le  point  {m  -  m')  pria  anr  la  conique  F^, 

il    en    re'aulte    que    tous    les    plana   tangents  le  long  de  cette   conique 

passent  par  le  point  (o  ■  o').     Donc:  Uenvehppe  des  platis  tangents  au 

conoide  le  Imig  d\me  cofiique  F,  est  un  cöne  ayant  pour  sommtt  le  poin 

ini  Vaxe  du  cylindre  de  revolution  qui  passe  par  cette  conique  renco 

la  generatrice  stqwhieure  du  conoide. 

Cherchons  maintenant  Tintersection  du  conoide  et  de  son  plar». 
tangent  en  (w  ♦  m).  Pour  cela,  d^terminona  le  point  oü  la  g^neratric*" 
(am^  ■  rt/w//)  rencontre  ce  plan,     Le  plan  projetant  verticalement  cett« 
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coupe  (mt-ni't')  en  [0  •  ß')  et  (am -am')  ä  Tinfini;  s(»ii 
•Koii  avec  le  plan  taagent  considere  se  projett«  donc  horizontal e- 
m«iit  sm^mi  la  parallele  ü  am  menee  par  B^  qui  doime  sur  am  le 
poiflt  /*  cberehe. 

La  figare  montre  immediatement  que 

(meine  mesure  dana  le  cercle  atHti)]  d'oü  resulte  que 

ßmnti  =  O^m^f 
c'eBt-iMÜre  que  le  quadrilatere  Omiim^  est  inscriptible,  ce  qui  entraine 

aam  =  mOm,. 
Iii« 

mÖJMj  =  aom  (cötes  perpendiculaires). 


et  I«  liea  du  point  /i  est  le  cercle  cireonBerit  au  triangle  aom,  cercle 
qiu  paßge  aussi  par  le  point  f.  La  sectiou  (ht  comide  par  le  plan  tmtgrnt 
'^  im-m')  se  frouve  donc  siir  le  eißindre  de  rfrohdimi  donl  le  rerde  uonil 
f^  la  seciion  droite.  C'est  par  suite  une  coaique  que  noua  designerons 
tl'aue  mauiere  generale  par  la  lettre  r^. 

La  conique  T^  pourrait  dailleurs  etre  prise  comme  directrice  avec 
ta  göneratrice  G  au  lieu  de  Tj  d  oü  la  detinition  generalisee  annoncee 
plus  haut. 

Puisque  rintersection  complote  du  conoide  par  sr>n  plan  tangent 
^mprend  une  droite  et  une  conique,  c'est  que  ce  conoide  est  une 
«öfooc  du  3^""'  ordre. 

Nons  voyonfl,  en  outre,  que  par  ehaque  point  de  la  surface  passent 
•^*üx  eoniques,  une  Fj  et  une  F,. 

4.  Rappelons  la  conatruction   du   plan   tangent  en  i^m  •  ;«')  resul- 

^t  de  ce  qui  prec^de:  Par  le  milieu  i  de  am  od  eleve  a  cette  droite 

'*  perpendiculaire  it.     La  droite  (ii  •  %t')  jointe  k  (am  •  am')  determine 

'•?  plan  tangent  en  (m  *  iHy     La  trace  horizontale  de  ce  plan  tangent 

*8t  la  parallele  tk  a  am. 

^B      Reciproquement  »i,  par  la  generatrice  (am  '  am')^  on  mene  un  plan 

^pöelcünque  de  trace  horizontale  tk,  il  est  facile  d'avoir  le  point  (m  •  ;«'} 

^V^  ce  plan  touche  la  snrf'ace;  il  sufht  d  abaisBer  du  point  f  la  perpen- 

^Biculaire  ti  sur  am  et  de  prenth-e  le  aymetrique  tu  de  a  par  rajtport  a  /. 

S'il  s  agit  de   mener  au   couoide   uu   plan   tangent  parallele  ä  un 

*^  donne,   on   connait  imniediatenient  la  direetion  de  tk,   mais  pour 

'nnmer  completement  cette  trace^  il  faut  connaitre,  en  outre  la  lon- 

-^hlr  d«r  Mathtmatlk  und  Phyiik.    HL.  Aeihe.   I.  11 
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Maubicb  d'Ooaonk: 


giieur  de  ot  Pour  cela,  ii  suffit,  par  un  point  quelconqiie  de 
le  point  (q  •  (()  par  exemple,  de  mener  un  plan  parallele  au  plan  donne; 
la  distance  du  point  q  ä  la  trace  horizontale  du  plan  ainsi  obtenu  est 
alors  egale  et  parallele  a  oi,  ce  qui  perraet  de  constniire  cette  droite, 
et,  par  suite^  ih.  II  n'y  a  plus  qu*ä  abaisser  de  «  sur  <tt  la  perpendi- 
culaire  ai  et  de  rappeler  le  point  i  en  i'  sur  i' u  pour  avoir  les  pro- 
jections  de  la  generatrice  {am  ■  am')  sur  laquelle  se  trouve  le  point  de 
contaet  (m  •  tn)  cherehe.  Celui-ci  n'est  d'ailleurs  autre  que  le  syme- 
trique  du  point  (a  •  a')  par  rapport  au  point  (i  •  /'). 

5,  Remarquons  en  paasant  que  le  lieu  des  projections  d'un 
point  quelconque  de  lespace  sur  les  generatrices  du  conoTde  est  une 
coniqucv  En  efiet,  ce  lieu  a  pour  projection  horizontale  le  cercle  qui 
a  pour  diametre  la  distance  du  point  a  k  la  projection  horizontale  du 
[joLnt  considere.  D'apres  ce  qui  vient  d'etre  vu,  si  ce  cercle  coupe  les 
droites  ax  et  aii  aux  points  t  et  o,  la  section  de  la  siuface  par  ce 
cylindre  se  trouve  dana  le  plan  dont  la  trace  horizontale  est  la  tangente 
tk  au  cercle  en  i  et  qui  passe  par  le  point  de  cote  h  projete  en  o, 
C'est  donc  une  conique  F^. 

M.  Appell  a  demontre  reeemnient  (Bull,  de  hi  Soc.  Math,  de  France^ 
t.  XX VIII,  !>.  261)  que  le  conoi'de  de  Plücker  est  la  seule  aurface 
gauche  jouissant  de  la  propriete  que  le  lieu  des  projections  d*un  j)oint 
quelconque  de  Tespace  sur  ses  generatrices  soit  une  courbe  plaue. 

6.  Les  tangentes  en  {m  •  m')  ä  Tinteraection  du  conoide  par  son 
plan  tangent  sont  la  generatrice  {am -am)  et  la  tangente  (m«  •  m's') 
a  la  conique  Fj  projetee  horizontal ement  suivant  le  cercle  amt,  Cea 
deux  droites  constituent  donc  les  asymptotes  de  Tindicatrice  de  Dupin 
au  point  {m  •  m^).  Par  suite,  deux  directions  conjuguees  par  rapport  ä 
cette  indicatrice  I©  seront  auasi  par  rapport  ii  ces  droites. 

Cherchons  en  particulier  la  direction  eonjuguee  de  {mt  •  ni't')'^  ce 
sera  celle  de  la  caracteristique  du  plan  tangent  en  {in  •  wi'),  lorsque  son 
point  de  contaet  parcourt  la  conique  Fy  On  sait  que  les  cotes  mo  et 
mi  de  l'angle  droit  du  triangle  rectangle  mot  sont  conjugues  harmo> 
niques  par  rapport  a  la  hauteur  mi  de  ce  triangle  et  a  la  tangente 
ms  ä  son  cercle  circonscrit,  Donc  la  caracteristique  cherchee  n'est 
autre  que  {mo  •  mo).  Nous  retrouvona  ainsi  le  theorerae  enonce  au 
n"  3.  relativement  ä  l'enveloppe  des  plana  tangents  le  long  de  F^ 

Ayant  vu  au  n*"  4.  le  moyen  de  construire  le  plan  tangent  parallele 
a  un  plan  donne  ^  nous  pourrons  construire  point  par  point  la  courbe 
d'ombre  produite  pai*  des  rayons  lumineux  paralleles  a  une  direction 
donnee,  en  cherchant  les  points  de  contaet  des  plana  tangents  paraUeles 
a    cette    direction.     Nous   voyoua    en   outre   que   la   counaissance    des 
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directionB  asjmptotiques  (ma^m'a)  et  (ms'in's')  en  chaque  poiat 
(m  •  1»'^)  de  la  courbe  d'ombre  oous  permettra  d'avoir  imm^diatament 
U  Ungente  en  (m  •  m')  &  cette  courbe.  (Je  sera  ta  conjuguee  harraonique 
da  TByon  lumioeui  passant  en  (m  •  m')  par  rapport  ä  cea  deux  directions 
asymptotiques. 

7,  NooB  feronB  observer  en   oatre   qu'il   est  tres   facile   d'obtenir, 

y«r  des  traces  Imeaires^  tous  les  elementa  de  courbure  de  la  suri'ace  en 

chacun  de  sea  points.     11  siiffit,  en  effet,  pour  cela,  de  determiner  com- 

j>U"t<»nient   rindicatrice   de  Dupin  en  chaque  point  (m  -  m').     Or,  rien 

ü>«t  plus  »imple.    Nous  coimaissons  dejä  les  asjniptotea  (ma*  m'a"^)  et 

{ms ■  m's)  de  cette  indicatrice;   il  nous   suffit  donc  d'avoir,  en  outre, 

un  point  de   cett^   indicatrice,   c'eat-ä-dire  le  rayon   de  courbure  d'une 

8«tion  normale  quelconque  en  (m  •  m').     Or,  il  est  bien  aise  d'obtenir 

»lui  de  la   sectiou  normale  passant  par  {mi-nit').     Le  plan  de  cette 

«eetioa  normale  est  detennine^  en  outre  de  {mt  •  m't')^  par  la  normale 

en  («•  tn)  aa  conoide  dont  les  projections  mn  et  nt'n  sont  respective- 

iDöit  perpendiculaires  a  am  et  ä  o'a.     On  peut  facileraent  construire 

lugle  a  de  ce  plan  avec  le  plan  de  la  conique  Fj^  plan  de  bout  dont 

^g  «st  la  trace  rerticale.    Si  q  est  le  rayon  de  courbure  de  la  conique 

r,  au  point  (m  *  m"),  le  th^orerae  de  Meunier  donue  pour  l'expreasion 

du  rayoQ  de  courbure  normale  H  leipressiou 

COBOO 

Dautre  part,  si  la  generatriee  du  cylindre  projetant  Fj,  c'eet-ä-dii-e 
"  Tcrticale  du  point  (»i  •  t»'),  fait  avec  la  tangente  (»i^-  m't')  Tangle 
|[       9.  angle  dont  la  construction  est  immediate^  le  theoreme  d'Euler  ap- 
^_  iJÜ^ae  a  ce  cylindre  montre  que 

f. 


"         ain'qp' 
**  ^ppelant  r  le  rayon  om  du  cylindre.     Par  suite, 

Ä=-T^ , 

Bin' 9  cos  CO ' 

touB  lee   Zements    qui   interviennent  dans    cette  formule  etant  con- 
"'^»ts  g^m^triquement,  il  en  sern  de  meme  de  E, 

Remarquons  que  puisque,  lorsque  le  point  (m  •  m')  ae  deplace  sur 

'^   Heneratrioe  {am  •  a'iw'),  Tasymptote  {ms  •  m's)  de  rindicatric«  reste 

parallele  a  un  meme  plan  vertical,   le  lieu  de  cette  asyraptote  qui  est 

"^  tjU4uiriqn€  reglee  osmlatrice  au  cmtoitie  le  long  de  la  ffeneratrice  con- 

*<l^  est  un  paraboUfide. 

8.    Pour    terminer   nous    ferons   voir   comment   on    peut  ramener 
i  la  definition    qui    nous    a   servi   de  point  de   depart  une  definitwn 

11' 
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/ 


>f' 


iouvent  ilonn^  du  conoide  de  Plücker,  qui  est  la  suivante:  Un  tel 
mndiiie  est  fc  fitn  i/rs  /» yiifmlicuiaires  afmmanei>  it  toutes  les 
droitf^  fi'tin  phtn  ptts<'t,i!  j><n  itn  mrmc  p(nnt  ei  ä  tme  droite  exUriaire 
d  ce  ptan. 

Prenous  un  plan  horizontal  perpendiculalre  k  la  droite  {G  •  G') 
doniiw  et  uu  plaii  vertiwil  perpeiidiculaire  au  plan  domie  dont  la  trace 
verticaJe  est  af^,  (/'•/")  etaut  le  point  fixe  doiine  (Fig.  2). 

Preuons  par  le  point  (f-f)  uoe  droite  quelconque  du  plan  donne 
dont  /)*   est  la  projectioii  horizontale.     Puisque  la  droite  (G  •  G*^)  e«t 

verticale,  ta  perpendiculalre 
commune  qui  est  horizon- 
tale se  projette  horizontale- 
ment  siiivant  la  perpendicn- 
lair©  (r/i  ä  f^  et  le  lieu  da 
point  (i  est  le  cercle  decii^ 
sur  nf  comme  diametre. 
Autrement  dit,  la  perpen- 
dicnlaire  commune,  tont  es 
restant  horizontale,  s  appuie 
eonstamment  sor  la  droite 
{G "  G")  et  nir  Ia  coniqoe 
inienection  da  plan 
de  trace  rerticale  a'/*, 
cjlindre  de  rerolatioa 
le  oerde  Gßf  est  la 
droite  Le  iiea  de 
popendieiilairt  ert  doBB 
vig.$.  an  eonolde  du  geaie  «todi^ 

«n»  de  See  coniqnee  F^  Powr  RoncMiler  ■  k  dffinitM»  primitivi^ 
diarelitQis  ane  couique  F^  de  oe  conoide. 

FcNtr  cela,  en  noos  serruit  des  mteee  kttres  qae  aar  la  F%.  1 
en  Tme  de  leiidi«  b  eogoBpanison  plus  frdle^  tha^kmm  le  pont  \^m  -  m") 
od  le  pfatti  de  Botie  eoniqiie  /^  est  tMigail  am  ooMideL    (Test  le  | 
poor  leqttel  b  gbuenkrk»  cmreapoiHbiite  est  daas  ee  plan;  cHte 
liioe  aal  biw  wideB—eat  celle  {am  •  a'»')  qoi  se  projeMe 
M  point  de  toneoBlEO  de  6*'  et  de  b  tioee  mf  do  piM.    Nm 
«UBi  le  point  (m  •  flB\    Si  doK  noaa  pnaoM  le  dieirttro  of 
dknlau«  a  «ai,  doos  yotoo»,  cb  nooe  reportont  o  In  Fig.  1, 

Fl  ae  tfonvemt  du»  dea  plana  paannt  por  b  drade  «I  el 
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jection  de  notre  conique  J\  le  cercle  de  centre  o  et  de  rayon  oa. 
Alors  en  prenant  arbitrairement  la  nouyelle  projection  yerticale  t[  du 
point  (<  ■  0>  P*"*  exemple  en  prenant  tt\  =  tt'y  nous  n'avons  qu'ä 
prendre  q\  de  meme  cote  que  o\  pour  avoir,  siir  un  plan  vertical 
parallele  ä  aOy  la  trace  t[q[  du  plan  de  la  conique  Fy.  Le 
conoide  est  alors  defini  conformement  ä  l'enonce  du  debut  de 
cette  etude. 

Paris,  Janyier  1901. 


Isophoten  und  Isophengen, 
insbesondere  auf  den  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Von  RiCHÄUi>  MüLLEU  iu  Berlin, 
mit  Benutzimg  hinterlassener  Papiere  Wilhelm  Stahls. 

In  dem  litterarischen  Nachlasse  Wilhelm  Stahls  befinden  sich 
Blätter,  wie  es  scheint  aus  dem  Jahre  1879,  in  denen  er  die  Eigen- 
schaften der  Isophoten  der  Flächen  zweiter  Ordnung  aus  einem  einfachen-i 
Oesichtspunkte  ableitet;  diese  Notizen  sind  aber  in  der  vorhandenen- 
Form  zur  Veröffentlichung  nicht  geeignet,  auch  ist  die  offenbare  Absicht, 
das  gleiche  Prinzip  für  die  Isophengen  zu  verwerten,  nicht  über  den 
Anfang  hinaus  gekommen. 

Die  Ausführung   dieses  Plans  erlaube  ich  mir  hiermit  den  LeseiTL 
dieser  Zeitschrift  vorzulegen,  und  betone,   dafs  alles  Verdienst  für  die 
darin  ausgenutzten  Gedanken  dem  Verstorbenen  gebührt,  mir  aber  die 
Verantwortung  für  die  Darstellung  und  für  die  Resultate. 

Meinem  Freunde  Herrn  Stanislaus  J olles  bin  ich  für  die  tJlter- 
lassung  der  genannten  Blätter,  wie  für  das  fordernde  Interesse,  welches 
er  meiner  Arbeit  zugewendet  hat,  zu  dauerndem  Danke  verpflichtet. 

1.  Unt-er  Annahme  einer  unendlich  fernen  konstanten  Lichtquelle 
setzen  wir  nach  dem  Lambertschen  Gesetze  die  Beleuchtungsintensität 
eines  Flächenelementes  proportional  dem  Kosinus  des  Winkels,  den  die 
Flächennormale  mit  der  Richtung  der  parallelen  Lichtstrahlen  bUdet. 
Eine  Kurve,  welche  auf  einer  beleuchteten  IHäche  die  Punkte  gleicher 
Intensität  verbindet,  heifst  Isophote  (Lichtgleiche). 

Von  dieser  „wahren^'  Beleuchtungsintensität  der  Flächenelemente 
aber  hat  Herr  Burmester')  nach  dem  Vorgange  Mongescher  Schüler 
unterschieden  die  „scheinbare",  welche  (für  ein  unendlich  fernes  Auge 
giltig)  nicht  blofs  von  der  Stellung  des  Flächenelements  gegen  die 
Lichtrichtnng,  sondern  auch  von  seiner  Lage  zur  Sehrichtimg  abhängig 
ist    mid  proportional   gesetzt   wird   dem   Produkte  der  beiden   Kosinus 

1)  L.  Burmester:  Theorie  imd  Dantellung  der  Beleuchtang  geBetem&Tsig 
gefalteter  Flächen     Leipzig  1871.    §§  58-87. 


der  Winkel,  die  die  Flächeimoniiale  mit  Licht-  und  Sehrichtimg  bildet. 
Die  Linien,  welche  Punkte  gleicher  scheinbarer  Beleuchtiings Intensität 
t^Helligkeit)  verbinden,  heifsen  leophengen  (HellegleichenJ. 

Die  physikalische  oder  künBtIerische  Bedeutimg  dieser  Isophengen 
ist  nicht  allgemein  anerkannt^);  fftr  das  rein  geometrische  Ziel  der 
folgenden  Untersuchungen  aber  erscheint  es  jedenfalls  zweckmäfsig,  die 
projektiven  Beziehungen  an  den  Isophengen  zu  entwickeln,  da  sich  ja 
die  kophengen  in  Isophoten  verwandeln,  wenn  man  Licht-  und  8eh- 
nchtung  zusammenfallen  lälst. 

2.  Für  die  gewöhnliche  Beleuchtungstheorie  ist  von  fuudamen- 
tüler  Bedeutung  die  Betrachtung  des  Systems  der  Isophoten  -  Kegel, 
i  h.  der  Rotationskegel,  welche  den  Lichtstrahl  als  gemeinsame  Axe 
bben,  und  auf  welchen  offenbar  die  „wahre"  Intensität  konstant  ist,*) 
Daher  soll  unsere  erste  Aufgabe  sein,  ein  System  von  Isophengen- 
Kegeb  herzustellen,  auf  deren  jedem  die  „scheinbare"  Intensität  kon- 
stant ist. 
L  Inbezug  auf  ein  rechtwinkliges  Koordinatensystem^)  seien  «j,  w^,  n^ 
Hdie  Richtungskosinus  des  Ltchtstralils,  &,,  6^,  b^  die  des  Sehstrahls, 
^■li  r/,  (;  diejenigen  einer  Flächennoniiale;  für  die  Helligkeit  k  eines 
^  Flachenelementes  setzen  wir  dann  imter  Weglassung  überflüssiger  Fak- 
itüren: 

Bleibt  k   konstant,    so    genügen   daher  sämtliche   Normalen  eines  Iso- 
l'hengenkegels  0  der  Bedingung: 

'2^  /  =  (fl^l  -f  a^ri  +  a.thh^  +  hri  +  h,t)  -  HV  ^ri'  +  S')  =  0, 
'1.  h.  sie  sind  parallel  den  Eraeugenden  des  durch  diese  Gleichung  (2) 
definierten   Kegels    zweiter  Ordnung,    und   umgekehrt  müssen   also   die 
Erzeugenden   von   <P  die  Nonuden  dieses  Kegels  /  =  0  sein.     Nennen 
wif  aUo  j,  y,  z  die  Koordinaten  der  Punkte  auf  0,  so  ist: 

^^      1)  Zvrei  einander  entgegengefvetzt«  Meinungen  sprechen  z.  B.  aus:  D.  Tesaari: 

^V^  teoria  delle  omhre  e  del  chiaro-ecuro.     Torino    1880.     S.  tbl.    —   J.  Man  dl: 

R**nteUang  der  Bcheinbaren  Beleuchtiing  krummer  FBlchen  (direkte  Konetruktioa 

*le»"  lB(^heügen).      Sitzungaber    der   k.    Akad.   d.   Wi»6enscb.   Wien.     10&.     IIa. 

i_;_°'  ^"   —  Man    vergleiche    auch    die    historische    und    kritische  Darstelluiip  bei 

Wiener:    Lehrl>ucb    iler    diirstellenden    lieoinetrie.      Leipzig    IHfti.     I.   Teil. 

fSO-53,  474— 4U3. 

2)  BurmeBter.  1.  c.  §  "ä-J.  —  TeKHitri.  1.  t-  pag.  ^711.  —  Wiener,  1.  c.  U»  Bd. 
|!93. 

3}  Eine  yynthetische  Darstellung  eutkiVlt  Nr.  3. 
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Richard  Müller; 


Wenn  wir  aus  (2)  und  (3)  die  Kichhmgsgröfseii  ^,  r^y  ^  eliniiniereii, 
erhalten  wir  0. 

Um  iliese  Elimination  möglichst  einfach  zu  gestalten,  wählen  wvi 
die  Ehene  des  Licht-  und  Sehstrahls  zur  >rjA-Ebene;  es  ist  dann  ntj=fcj=tC). 
Ferner  möge  die  x-Axe  den   spitzen  Winkel  heider,   die  y-Axe  ihren 
stumpfen  Winkel  hälften,  also  ist  «,  =  b^,  ««  =  —  K,  dazo  «j*  -\-  «j'  =^  \ 
und  öj  >  rtj.     Daher: 

I  =  -  (7,  -  a,')l^  -  (A-  -f  «,«),?»  -  H^  =  0. 


r4) 

Mithin: 


1:1?:^  = 


3/ 


und  daraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (4); 


0^ 


-,+ 


-,+  x.=0. 


Die  den  verschiedenen  Werten  Ton  k  entsprechenden  Flächen,     ^* 
Isophengenkegel,  bilden  also  eine  Schar  konfokaler  Kegelflächen  zwei' 
Ordnung  <I»**^;  aber  nur  diejenigen  Isophengenkegel  sind  reell,  für  wel^^^ 
ö.(*  >  At  >  —  flj'   ist;   als    Grcnzfälle  sind  zu   beachten  die   Helligkei ' 
k  =  0,  k  =  Oj*  und  A*  =  —  a,*,  für  welche  die  Kegelfl liehen  sich  auf 
Koordinatenebenen   und   im   engeren  Sinne  auf  die  in   ihnen  liegen cJ* 
Fokalaxen  reduzieren;  A'  ^  0  ergiebt  die  beiden  reellen  Geraden  s  =^ 
y  :  a;  =  ±  flj :  «1,    d,   h.   den  Licht-   und   den   SehatrahJ,   k  =  «j^  lief»'- 
j?  =  0,  s  :  ij  =  ±:  ia^j  und  für  /r  =  —  a^  hat  man  t/  =  0,  r  :  a:  =  Hh  in^'. 

3^,  Das  Resultat  der  vorigen  Nr.  wollen  wir  noch  einmal  ohne  Ve:: 
Wendung  analytischer  Mittel  herleiten,  um  seinen  geometrischen  Inha 
besser  hervortreten  zu  lassen.  J 

Vom   Scheitelpunkt   0  eines   der  gesuchten   Kegel   0  denken  w^^^ 
uns  ausgehend:  den  Lichtstrahl  OF,  den  Sehstrahl  0F\  eine  beliebig 
Tangentialebene  des  Kegels  und   ihre  Normale   ON.     OFj   0F\  OT 
bilden    eine    körperliche   Ecke;    ihre  Seiten    bezeichnen    wir   wie  folgt^^ 
^  FOF'=  a,  <^  FON=  tp,  <^  F'ON=^  tp'-,  aurserdem  sei  der  Flächei^^ 
winke!  an  der  Kante  ON  gleich  v.     Nach  dem   Fundamentalsatz  de 
sphärischen  Trigonometrie  ist  dann:  cos  a  =  cos  fp  cos  ^'-f  sin  <3(>  sin g?  cos  i 
Konstriiiereu    wir   nun    zu    OF'  inbezug    auf  die  Tangentialebene  de 
Gegenstrahl    OF",   der   ja    in   der  Ebene   NOF'   liegt,  so   zwar,  da— ^^ 
^  NOF"==  Wf  —  <p'  ist,  so  gilt  in  der  körperlichen  Ecke  der  Kant^i^ 
OF*,  0F\  ON  für  die  Seite  ^  FOF"=  g  die  Gleichung: 
cos  ff  =  —  cos  95  cos  <p'-\-  sin  tp  sin  go 'cos  vj 
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dater  ergiebt  sich:  costf  =  cos«  —  2co8<p  cosg)',  oder,  da  ja  costp  •  cosqp' 
di«  flfllligkeit  k  ist:  costf  =  cosa  —  2A',  tl.  li.  koustant.  Der  Ge^on- 
strahJ  OF"  des  Sehstrakls  OF'  inbezug  auf  alle  Taiipeiitial ebenen  eines 
Isopbwugenkegels  erzeugt  also  einen  RotatiojiEkegel  mit  der  Axe  (i  F. 
Daraiu  kann  man  sofort  BchlielsenM,  dafs  der  Isophengenkegel  eim* 
K^Mäcbe  zweiter  Orduiing  0^-'  ist,  für  welche  Licht-  und  Sehstrahl 
(li(?  reeUen  Fokalaxen  sind,  und  dafs  die  Summe  (oder  Diöerenz}  der 
Winkel,  die  eine  Erzeugende  des  Kegels  mit  beiden  Strahlen  bildet, 
konstant  ist»  und  zwar  arc  cos  (cosf«  —  2/.)^  auch  hier  ergiebt  sich  die 
mit  der  vorigen  Nr.  übereinstimmende  Determination: 

-  sin*  Y  <  Ä:  <  cos'  y- 

Dafs  diese  Kegel  angeändert  bleiben,  wenn  man  Licht-  und  Seb- 
itrahl  vertauscht,  sei  beiläufig  bemerkt. 

4.  Denken  wir  uns  nunmehr  auf  einer  beliebigen  beleuchteten 
Fläche  F  eine  Kurve  und  längs  derselben  die  Taugen tiaJ ebenen  von  F, 
w  wird  diese  Kurve  offenbar  dann  und  nur  dami  eine  Isnpheuge  sein,  wenn 
diese  Tangentialebenen  den  TangentiHlebenen  eines  der  vctrhiu  bestimmten 
Isophengenkegel  0*-'  parallel  laufen.  Um  also  alle  Isophengen  von  F 
in  äüden,  haben  wir  alle  abwiekelbarea  Flächen  /,u  konstruieren,  die 
f  einhüllen  und  zugleich  je  einen  der  unendlich  fernen  Kegelschnitte 
f  *"'  der  Flächen  0<*>  enthalten. 

Diese  unendlich  fernen  Kegelsclmitfce  ^*-'  bilden  eine  Schar,  zu 
der  3  Pimktepaare  gehören;  davon  ist  reell  dasjenige,  welches  von  Licht- 
iuhI  Sebstrahl  geliefert  wird.  Die  zu  diesen  beiden  Punkten  gehörigen 
j-^bwickelbaren  Flächen  sind  also  Cylinder,  deren  einer  die  Fläche  F 
der  Grenze  des  Eigenschattens,  deren  anderer  F  längs  der  Projek- 
ßoöakontnr  berührt;  lieide  Kurven  smd  Isophengen  der  Helligkeit  Null. 

5,  Wenn  insbesondere  F  eine  centrische  Fläche  zweiter  Ordnung 
•r'^  iet,  so  Wollen  wir  uns  jede  ihrer  Isophengen  vom  Mittelpunkte 
»iis  durch  einen  Kegel  projiziert  denken;  wir  nennen  denselben  nach 
dein  Vorgang  von  Herrn  Burmester-)  ,,l80phengoide". 

Die  Erzeugenden  dieser  Isophengoiden  sind  (ids  Durchmesser  von 
^^"'1  inbezug  auf  F<-'  Polaren  der  (ieraden,  welche  in  der  unendlich 
»fTDen  Ebene  GS^  durch  die  zugehörigen  Tangentialebenen  der  ub- 
*''ckelbaren  Flächen  ausgeschnitten  werden ^  d.  h.  diese  Erzeugenden 
*üid  die  Polaren  zu  eleu  Tangenten  der  unendlich  fernen  Kegelschnitte 
Schar  der  qp'-';   daher  bilden  die  Isophengoiden   ein  neues  System, 


IJ  Th-  Reye:  Die  Oreometrie  der  Lage.    4.  Aufl.    Leipzig  1899.  S.  219  u.  220. 

2)  L  c.  §  59. 
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nämlieh  einen  Büschel  von  Kegelflächen  zweiter  Ordnung  ^^\  D 
folgt  sofort,  dafs  alle  Isojjhengen  einer  Fläche  zweiter  Ordnimg  Raum^ 
kiirven  vierter  Ordming  erster  Art  sind^  die  vom  Fliicheamittelpunkte 
aus  durch  einen  Büschel  von  KegelÜächen  zweiter  Ordnung  projiziert 
werden.  *) 

Dieser  Büschel  der  W^-^  enthält  aber  3  Ebenenpaare;  ein  Paar  ist 
reell,  welches  aus  den  Polarebenen  des  in  Nr.  4  genannten  unendlich 
fernen  Punktepaares  der  Fokalaxen  besteht;  dieses  Paar  liefert  die  Iso- 
phengen  der  Helligkeit  Null,  die  also  ebene  Kurven  sind.  Die  beiden 
andern  Ebeuen[>aare  sind  konjugiert  imaginär,  ihre  reellen  Axen  sind 
die  Polaren  der  imendlich  fernen  Geraden  der  zweiten  und  dritten 
Symmetrie-Ebene  der  Kegel  0<*';  diese  Axen  schneiden  auf  i''<*^4  Punkte 
gröfster  (positiver  oder  negativer)  Helligkeit  aus. 

Da  durch  den  Schnitt  zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  4  Kegel 
gehen,  deren  Spitzen  nämlich  die  Ecken  des  gemeinsamen  Poltetraedera 
sind,  so  folgt,  dal's  jede  Isophenge  von  i^^-^  aulser  vom  Mittelpunkte 
aus  noch  von  3  anderen  Punkten  aus  durch  Kegel  zweiter  Ordnung 
projiziert  wird;  diese  3  Punkt«  liegen  in  der  unendlich  fernen  Ebene 
®^  (die  Kegel  sind  also  Cjlinder)  und  bilden  das  gemeinsame  Pol- 
dreieck für  die  beiden  Kegelschnitte,  in  welchen  die  unendlich  ferne 
Ebene  die  Fläche  /''^-^  und  die  ft-s^^liche  Isophengoide  ?P^*^  schneidet 
Im  allgemeinen  sind  diese  3  Punkte  verschieden  für  die  verschiedenen 
Isophengen,  ihr  geometrischer  Ort  ist  die  Tripelkurve  (Jacobische  Kurve) 
des  aus  den  unendlich  fernen  Schnitten  der  Fläche  F^-'^  und  der  Iflo- 
phengoiden   9^-*  gebildeten  Kegelschnittnetzes.*) 

<i.    In    der    unendlich    fernen    Ebene    ^^    haben    wir    zu    unter- 

so 

scheiden:  1)  die  Kegelschnittschar  der  fp^^\  welche  diu-ch  den  Schnitt 
der  konfbkalen  Isophengenkegel  (P*"'  entsteht,  2)  den  Kegelschnitt- 
hüßchel  der  t{.'^'\  welcher  der  Schnitt  der  Isophengoiden  ^<*'  ist,  3)  den 
Kegelschnitt  f'^^\  welcher  aus  der  beleuchteten  Fläche  F^^'^  geschnitten 
ist.  Inbezug  auf  /"^^'  sind  die  ^j*^'  und  ^•<-'  polar.  Die  9?^**  haben  ein 
gemeinsames  Poldreieck  XYZ,  welches  der  Schnitt  der  3  Symmetrie- 
ebenen  der  KegelMächen  0^^^  mit  <S^    ist;   in  der  Seite  XY  desselben 


1)  Diesen  Satz  hat  schon  Herr  Bunnester  1.  c.  §  86  für  den  Fall  bewiesen, 
dafa  die  Sehrichtung  eine  Hauptaxe  der  Fläche  ist.  Die  obig«  Beweismethode 
hat  für  die  Isophoten  auch  Ch.  Wiener,  L  c.  11.  801,  heuutzt. 

2)  H.  Schröter:  Theorie  der  Kegelschnitte,  gestiitÄt  auf  projektive  Eugen- 
Schäften     3.  Aufl.  Leipzig  18Ö8.    §  63. 

Th.  Reye,  l.  c.  S.  27U  tf. 

Salmon-Fiedler:  Analjt.  Geometrie  der  Kegelschnitte.  4.  Aufl.  Leipzig  1878 
Art.  360. 
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lugBD  die  Punkte  F  und  F'  der  beiden  Fokalaxen,  aodafs  sie  durch  X 
Wid  Y  harmonisch  getrennt  sind. 

Es  mögen  nun   einige   bemerkenswerte  Honderfälle   hervorgehoben 

a)  Wenn  die  Ebene  des  Licht-  und  Sehstrahls  einer  Hauptebene 
von  F<**  parallel  ist\),  so  ist  die  genannte  Gerade  XY  die  Polure  von 
Z  Dicht  blols  inbesmg  auf  alle  Kurven  qp'-\  sondei-n  auch  inbezug  auf 
f^<  Daher  ist  auch  in  dem  Büschel  der  i>^^  Z  zu  XY  konjugiert^ 
^H  nnd  wmiit  haben  die  gemeinsamen  Pcddreiecke  von  /^-^  und  je  einer  Kurve 
^H  <t''**  (St,  5)  sämtlich  denselben  Eckpunkt  Z:  von  hier  aus  werden  also 
^V  «Üe  Isophengen  auf  die  Ebene  beider  Strahlen  durch  Cylinder  zweiter 
^B  Ordnung  projiziert.  Die  beiden  andern  Eckpunkte  jeuer  Foldreiecke  sind 
^^^OD  Isophenge  zu  Isophenge  auf  XY  variabel  und  bilden  daselbst  eine 
hiTolution;  die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind  die  Schnittpunkte 
J^  tuid  i)'  von  f^^^  mit  X 1';  sind  sie  reell,  so  giebt  es  also  2  gewisse 
^MBopHengen,  die  von  D  resp.  D'  aus  als  Kegelschnitte  erscheinen  und 
^■iuer  einen  wirklichen  Doppelpunkt  besitzen.  Die  beiden  Ebenen  der 
Niill-lfiophengen  schneiden  sich  in  der  Hauptaxe  OZ. 

\>)  Wenn  Licht-  und  Sehrichtung  nicht  nur  einer  Hauptebene  von 

'^     parallel  sind,    sondern  auch   noch   ihr   Winkel    von   einer  zweiten 

^uptebeue   von  F^-*  gehälftet   wird,   so   ist  das   Poldreieck  XYZ  ge- 

iem«am   fQr   f^^>   und    alle   qp^-)  und   <^<*';   alle  Isophengen   erscheinen 

lel  jeder  Axe  als  Kegelschnitte,  die  hellsten  Punkte  sind  die  4  Scheitel 

^-  und  y-Axe. 

7.  Einer  besonderen  Untersuchung  bedürfen  die  Paraboloide.  Die 
idlich  ferne  Ebene  @^  ist  für  sie  eine  Tangentialebene;  ihr  Schnitt  /^*) 
t  also  in  2  (reraden  (/^  und  f/^,  welche  sich  im  Berührungspunkte  B 
*^eiclen,  der  zugleich  auf  der  Hauptaxe  des  Paraboloids  liegt  und  als 
^^  Unendlich  ferner  Mittelpunkt  anzusehen  ist.  Daher  sind  alle  Iso- 
P^^J^oiden  'J^^^  Cylinder,  deren  Erzeugende  parallel  dieser  Axe  laufen; 
^^^^'^  Isophengen  hüben  in  B  einen  reellen  Doppelpunkt. 
^■^  t)ie  Knrvenschar  der  qp'->  in  der  unendlich  fernen  Ebene  ist  die- 
^Htt^  geblieben  wie  vorher  (Nr.  (>),  ihre  Taugenten  liefern  inbezug  auf 
^^^^  T*araboloid  (ganz  wie  in  Nr.  5)  als  Polaren  die  Erzeugenden  der 
^^l*«pUengoiden- Cylinder  *P(^'^;  dabei  ist  aber  zu  bemerken,  dafs  jede 
^^^Tve  ^(«)  2  Tangenten  f^  und  i^  hat,  die  sich  in  B  schneiden,  und 
*»6r?in  Polaren  deshalb  auch  in  der  unendlich  fernen  Ebene  tE^  liegen; 
it  jede  Isophengoide  2  Erzeugende   tl  und  t^  in   der  unea<ilich 
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leinen  Ebene,  die  iiümlich  die  Tangeuten  der  Isophenge  im  Df>iifiel- 
pimkt  B  sind,  t^  und  /j  liegen  zu  /j  resp.  t^  inbeziig  auf  </,  und  //, 
harmonisch.  Die  Geradenpaare  /i,  /4  sind  an  Stelle  der  Kurven  V»''^  (Nr,  0) 
j^etreten.  Es  giebt  jedoch  2  Kurven  ^J^,'  und  (p*^^^  der  Schar,  welche 
selbst  durch  B  gehen;  für  sie  fallen  ^^  und  fj  zusammen,  in  t^^  resp. 
K»;  also  berühren  die  beiden  iRophengoiden  die  Ebene  (£^  in  t'n 
resp,  t'^2^  und  die  beiden  Isciphengeu  haben  in  B  einen  Rüekkehrpunkt. 
Andererseits  giebt  es  in  der  Schar  der  qp^^'  je  eine  Kurve,  die  «/j  resp.  g^ 
berührt,  dann  sind  //j  resp.  (f^  selbst  Erzeugende  der  zugehörigen 
Cylinder;  die  fraglichen  beiden  Isophengen  sind  also  Raumkurven 
dritter  Ordnung,  die  durch  </,  resp.  g^  zu  Kurven  vierter  Ordnung  er- 
gänzt werden. 

Von  dem  zu  jeder  Isophenge  gehörigen  Polt^^traeder  (Nr.  5)  fallen 
hier  2  Ecken  in  B  zusammen j  es  giebt  also  uur  noch  2  Punkte  (in 
der  unendlich  fernen  Ebene),  von  denen  ans  die  Isophenge  als  Kegel- 
schnitt erscheint.  Diese  können  folgender mafsen  bestimmt  werden.  Wh* 
greifen  eine  Kurve  der  Schar  der  95 <-^  heraus,  ziehen  an  sie  von  B 
aus  die  schon  genannten  Tangenten  t^  und  f^  imd  aufserdem  die 
Gerade  i»,  welche  inbezug  auf  diese  Kurve  9?<-'  Polare  von  B  ist.  In- 
bezug  auf  das  Paraboloid  entsprechen  nun  diesen  3  Geraden  3  Polaren 
f'tf  i'jy  '>';  '1  wml  t-2  sind  die  schon  genannten  Erzeugenden  der  Isophen- 
goide,  welche  in  der  unendlich  fernen  Ebene  durch  B  gehen  und  zu  ^j 
resp.  fj  inbezug  auf  g^  und  g^  harmonisch  sind;  //  dagegen  ist  eine 
Gerade,  welche  den  Erzeugenden  des  Cylinders  parallel  läuft  und  inbezug 
auf  diesen  Cylinder  die  Polare  der  unendlich  fernen  Ebene  ist.  Suchen 
wir  nun  in  dieser  Ebene  diejenigen  beiden  von  B  ausgehenden  Strahlen 
fji  und  ^g,  welche  sowohl  mit  g^  u.  g^,  als  auch  mit  tl  u.  t^  harmonisch 
liegen,  so  wird  h  von  */,  und  q^  in  den  beiden  gesuchten  Eckpunkten  Cj 
imd  C\  des  Poklreiecks  geschnitten.  Es  ist  nämlich  klar,  dafs  sowohl 
inbezug  auf  das  Paraboloid  als  inbezug  auf  den  Cylinder  der  Punkt 
Ci  Pol  der  Ebene  (h'q^)   und   der  Punkt  C^   Pol   der  Ebene  {b'q^)  ist 

8,  In  der  unendlich  fernen  Ebene  (5^  haben  wir  also  gleich-  -« 
zeitig  zu  betrachten:  1)  die  Schar  der  9)'-^;  2)  das  feste  Geradenpaai — ■ 
//,,  g^,   mit  dem   Schnittpunkte   //;   3)   die  sämtlichen  Polaren  b  diese.«= 

Punktes   B   inbezug    auf   alle   Kurven    cp^*l      Diese   Polaren    bilden    he 

kanntlich  einen  StrahJenbüschel  /3<->  zweiter  Ordnung;   zu  beachten  ii 
dafs   in   ihm   fOr   die  beiden  Kurven  g^jf  und  qpg^   die  Polaren   ^j,    un 
/„   vorkommen;    4)    den    invrdutorischen    Stralilenbüschel     t,     welch^J 
aus    allen    Tangentenpaaren   t^,  f^    gebildet    wird,    die   von    B   an    die] 
Kurven  gj^^^  führen;  seine   Doppelstrahlen  sind   die  eben   genfinnten  ^, 
und    ^^2?  ^)  *^^^  involutorischen  Strahleubüschel   r\  welcher  aus  allen 
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(randin  tl,  t^  gebildet  wird,  die  resp.  zu  <j,  t^  inbezug  auf  g^,  g^  har- 
mofliscii  liegen;  seine  Doppelstralilen  t'n  und  /äs  liegen  demnach  zu 
/y  und  ^j  harmonisch:  <i)  den  iavolutorischen  Büschel  x,  welcher 
ron  alieu  StraMenpaoreu  g,,  </j  gebildet  wird^  welche  sowohl  ^„  <j^  als 
iwcli  je  ein  Paar  <i,  t^  harmonisch  trennen*);  daraus  folgt,  daf8  in  ihm 
d«  Paar  /j„  t\x  und  das  Paar  fj„  C^  vorkümmen,  während  seine  Doppel- 
strahieu  g^^  und  g^  sind. 

Die  Schar  der  Kurven  qp(-^  ist  nun  projektiv  zum  Büschel  ß^^'^  und 
auch  zum   involutorischen  Büschel  t^   wenn  jeder  einzelnen  Kurve  (p<^> 
.gerade  derjenige  Ötralü  von  /3*^'  zugeordnet  wird,  der  inbezug  auf  sie 
Pf'liire  von  B  ist,   und  ebenso   das  gerade  an  sie  führende  Tangenten- 
paar t^,  /j;  T  ist  projektiv  zu  r'  nach  der  oben  in  5)  angegebenen  Kon- 
struktion; x'   beziehen   wir  auf  x   in  analoger  Weise   nach  6);   mithin 
is^t  ^(^>  projektiv  auf  x  bezogen,  und  zwar  so,  dafs   beide   Büschel  die 
'"strahlen  /jj    und  /„  entsprechend  gemein  haben;  sie  erzeugen")  aufser 
dieeen   beiden  Geraden   noch   die   Ortskurvo   der   Eckpunkte  (\^  (\  der 
Poldreiecke  (Nr.  7),  eine  Kurve  dritter  Ordnung  mit  dem  Doppelpunkt  B. 
Eh  mögen  auch   hier  wieder  einige  Sonderfälle  betrachtet  werden, 
aj  Wenn  die  Ebene  der  Licht-  und  Sehrichtung  die  Uauptaxe  des 
Paraboloids  enthält,  d.  h.  wenn  die  Punkte  i?,  /*',  /'"  in  einer  Geraden 
liegen*),   so    geht   die   Polare    6    von  B   inbezug  auf  jede   Kurve  9?^^^ 
durch  den  gemeinsamen  Tripelpunkt  Z  aller  Kurven  qp*^-'  (Nr.  <•);  alle 
Polaren  h  bilden  einen   Strahlenbüschel  1.  Ordnung  ß  mit  dem  Scheit**! 
2",  und  die   Punkte    i\  und   ('^   entstehen   als   Schnitt  dieses  Strahlen- 
buschels  mit  dem  hierzu   projektiven    involutoriscben  Büschel   «;   beide 
Büschel  haben  den  Strahl  BZ  entsprechend  gemein,    folglich  erzeugen 
Wide  Büschel  aufser  ihm  als  geometrischen  Ort  der  (\f  C^  einen  Kegel- 
«chiiitt. 

b)  Wenn  die  Ebene  der  Licht-  und  Sehrichtnng  auf  der  Hauptaxe 

'^*^  Paraboloids  senkrecht  steht,   fallt  B  in  den  Punkt  Z;  alsdann   ist 

•^'^  Polare  h   von   B   für  alle   Kurven  g?*-*  dieselbe,   nämlich   X  Y;  auf 

"*''  bilden  die  (*  eine  Funktinvolution;   zu  jedem   Punkte   der   Geraden 

g'ehort  eine  Isnphenge,  die  von  ihm  aus  als  Kegelschnitt  erscheint;  die 

1(  E>ie  involutoriflcbe  Eigenschaft  diCBe«  BüHchels  x  erkennt  man  aug  «einer 
^■^^'»atraküon.     Man  lege  durch  B  einen  beh'ebigen  Kegelschnitt,  der  p, ,  g^ ,  t{ ,  t^ 
^•P-  in  G^,G^^  r,',  7j  Hchneide,  und  konatruiere  uuf  dem  Kegelachnitt  die  beiden 
^«UUttt  Ql'\  Q,,  welche  G^'\  G,  al«  auch  T,'",  T^  harmoniHch  tr-^nnen  (Rcje,  1.  c. 
-   150,  Fig.  02/63).     Dabei  geht  Q^Q,  durch  den  fcBten  Pol  der  Sehne  G^G^;  die 
^^'"^  •?!  V»  bcHtimimen  also  eine  Involution  der  Strahlen  q^,  q,. 
j^  ^j  Ein    Büschel    11.  Ordnung    und    ein    zu   ihm    projektiver    involutorischer 

'**^Hel  L  Ordnung  erzeugen  im  allgemeinen  eine  Kurve  fünfter  Ordnung. 
3)  Diea  würde  also  bei  den  laophoten  Btetjj  der  Fall  «ein. 


174    RicHABD  Müllbr:  Isophoten  u.  Isophengen,  inabes.  auf  d.  Flachen  n.  0. 

Doppelpunkte  der  Involution  werden   durch  ^j  und  g^  ausgeschnitten 
(Tgl.  Nr.  6  (a)). 

c)  Fällt  die  Axe  des  Paraboloids  in  die  Licht-  oder  Sehrichtiing; 
z.B.  B  in  F,  so  gehen  von  B  aus  dieselben  beiden  Tangenten  ^^  und 
fj    an    alle  Kurven   q>^^^    der   Schar,   und    zwar   nach   den   imaginären 
Kreispunkten  der  zur  Axe  senkrechten  Ebenen,  daher  haben  auch  alle 
Isophengoiden   dieselben   beiden  Geraden  ti  und  ti  mit   der  unendlich 
fernen  Ebene  gemein,  die  Isophengen  projizieren  sich  also  durch  die 
Isophengoiden-Cylinder  auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Ebene  als  Kegel- 
schnitte mit  parallelen  und  proportionalen  Axen.    Wenn  es  sich  alsdann 
noch  um   ein  Rotationsparaboloid  handelt,  so  fallen  g^  und  g^  mit  t^ 
und  t^   und  daher   auch    mit  t'i  und  ti  zusammen,  d.  h.   diese  Kegel- 
schnitte sind  Kreise,^)    Derselbe  Satz  gilt  für  das  gleichseitige  hypei^ 
bolische  Paraboloid,  denn  dabei  sind  g^  und  g^  reell   und  zu  einandec- 
senkrecht,  t^  und  t^  sind   durch  sie   harmonisch  getrennt,  und  dahexr 
mit  ti  und  ti  identisch. 

Berlin,  den  31.  Januar  1901. 


1)  Burmester,  1.  c.  §  73. 


Der  Lotpunkt»  ein  neuer  merkwürdiger  Punkt 
des  Dreiecks. 

Von  Kazimieuz  Cwojdzinski  in  Berlin. 

Man  betrachtet  in  der  Greometrie  vielfach  merkwürdige  Punkte 
lüid  Geraden,  welche  mehr  oder  weniger  verwandt  sind,  und  führt 
<ien  Beweis  für  dieselben  einzeln.  Es  kann  zuweilen  von  Vorteil  sein, 
einen  allgemeinen  Punkt  oder  Gerade  einzuführen,  deren  Bildungs- 
JJ8«efcB  jene  vereinzelten  Gebilde  als  Spezialfälle  umfafet;  um  so  mehr, 
Wenn  das  allgemeine  Gebilde  au  und  für  sich  interessante  Eigenschaften 
•irfweist,  so  dafs  es  nicht  nur  als  Beweismittel  angesehen  zu  werden 
braucht 

In  diesem  Sinne  führen  wir  den  Lotpunkt  ein,  welcher  u.  a.  so- 
'»'ohl  als  allgemeiner  Punkt  des  P^eu  erb  ach  sehen  Kreises  betrachtet 
Werden  kann,  als  auch  die  Höhenschnittpunkte  der  4  Dreiecke  des  voll- 


I 


Enistdimvg  des  Ijotpiinktes. 

Seien  die  Seiten  eines  Dreiecks  o^j  =  0,  a:,  =  0,  x^^O  die  Fun- 
''•'öeiitalachsen  eines  trimetrischen  Systems. 

Eine  beliebige  Gerade  habe  die  Gleichung 
U)  G  =  k^x^  +  k^x^  +  k^x^  =  0. 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

kl  —kjCosÄ^  —  k^  cos  ^  =  «1 , 

hf  —  kji  coa  ^j  —  kl  cobä^  =  u^j 

k^  —  A'i  cos  A^  —  Ä*g  cos  Ai  =  «j, 

^o  A^  den  der  Seite  x^  =  0  gegenüberliegenden  Winkel  bezeichnet,  so  lauten 

***  *ileichungen   der   drei  von  den  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  auf 

^  Gerade  G  gefällten  Lote  bekanntlich 

^1  =  «a^j  -  «jr^8  =  <>; 
P)  lEt  =  a^Xj^- 0^x^=0, 

E^  ^  u^x^  —  «jic^  =  ü. 


(4) 


Die    Ton    den    Fulspunkt*>n    derselben  auf  die  zugehörigen  Seite 
gerallten  Lote  sind  entsprechend 

«1 ,  ccj  cos  A^  —  «5  cos  A^ 
G,  E, 

c^y  «s  cos  v4,  —  «,  cos  ^, 

Cr,  E,      -0. 

«j,  «j  cos  ^1  —  «2  COS  A^ 

Da  nun 

ist,  so  erhalten  wir: 

Theorem  J.  Fällt  man  von  den  EcMen  einrs  Dreiecks  auf  ehre 
Lote,  üö  svhueideu   anh   tlie  von   ihren  Fiifsptmkten  auf  die  zii^e 
SeiteH  des  Dreiecks  gefäUten  Lok  in  einem  Fmüde. 

Der  Punkt  heifse  .jMpunki  eines  Dreiecks  inheeug  auf  eine  Gerade^ 


U. 
Beziehung  zmselien  einer  Geraden  und  ihrem  Lotpunkf. 
Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  von  (4)  ergiebt  sich 
(5)      ( Ä'i *  +  /-,^  -1-  fr,*)  //,  —  2 II i  (A-j A3  cos ^j  -f  /r^ k^  cos ^4^  -(-  k^  i,  cos ^ 
+      L  (7r,  A-j  sin  A^  —  A*jj A^  sin  A^)  =  0, 

(G)     (A*(  -  +  A*^*  +  A-JJ-)  i/jj  —  2  i/j  (^'s  ^*3  cos  ^,  -|-  A*^  k^  cos  A^  +  A*i  A^  cos  ^ 

+      L(k^k^  sin  ^4,  —  A'jAr^  sin  ^5)  «=  0, 
wo 

i  =  a^i  sin  ^1  -)-  iTj  sin  j*!,  -f  x^  sin  ^Ij, 

(7)  H^=^  a^  cos  ^  —  a-'j  cos  ^3, 

fij  =  J*3  cos  ^5  —  a*!  COS  ^|. 

Eliminieren   wir  ans  (5)  und  (6)  die  beiden  ersten  Glied« 

halten  wir,  falls 

—  "1  —  tl%  ^  "  j 
gesetzt  wird: 

(8)  k^kj^H^  sinjä,  -|-  kyk^H^  mnA^  -\-  kJc^H^  sinA^  =  0. 

Der  hier  fortgelassene  Faktor  L  repräsentiert,  gleich  Null 
die  unendlich  ferne  Gerade.  ^1 

Die  Gleichung  (8)  sowie  eine  der  Gleichungen  (5),  (6)  lassen  aii 
als  die  Relationen  zwischen  den  Koordinaten  der  Beziehungsgerade 
und  denen  des  Lotpunktes  betrachten. 

Wir  knüpfen  hieran  folgende  Bemerkungen: 
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Da  die  obigen  Gleiehiingen  in  r-  vom  ersten,  in  k\  vom  zweiten 
Orade  sind,  so  ist  der  Lotpunkt  eindeutig  bestimmt,  falls  die  Ic^  ge- 
geben sind. 

Durchläuit  ferner   der  Lotpunkt  ilie  Kurve  (in  Punktkoordin&ten) 

so  erhalten  wir  mittelst  Eliminatiun  von  .r-  zwischen  dieser  61.  und 
Gl.  (5)  oder  (6)  uud  (H)  <Ue  (^leiclnmg  der  Enveloppe,  welche  die 
Beziehungsgeratle  umstreicht;  wemi  umgekehrt  die  Koordinaten  der  Ge- 
raden  G  einer  Bedingung 

unterworfen    werden ,    so    können    wir    durch    EliminÄtion    der   kj   die 
Gleichung  der  Lotpuuktkurve  finden. 


m. 

Neil/'  Definition  des  Fe itcfhach  sehen  Kreises. 

Wir  untersuchen   den   Fall,  dala   die  Beziehungsgerade   durch   den 
Umkreis-Mittelpunkt  des  Fimdamentaldreieeks  geht. 
Die  Gleichung  dieses  Punktes  ist  bekanntlich 

(9)  l\  cos  Ä^  4-  f,\  cos  Af  -f  A*j  cos  A^  =  0. 

Eliminieren   wir  mittelst  derselben  aus   (5)   und  (6)   die  Quadrate 
der  kf  so  erhalten  wir: 

(10)  l'^k^Hi  sin^  J.,  cos  Ä^  -f-  k^l\  sin  Ä^  maA^iL  cörA^  cos^li  +  //i  sin  A^) 

—  A-j/-j  sin  A^  cos  A^  (L  coa  A^  cos  A^  —  H^  sin  A^)  =  0, 

f  1 1 )  Ä'j A'j  H^  sin'  A^to%A^-\-  k^ k^  sin A^  cos  A^ ( L  cos  A^  cos  A^ -\-  H^^mA^ 

—  /TjÄ",  sin  A^  cos  A^  (L  cos  A^  cos  .4^  —  H^  sin  A^)  =  0. 

Nun   können   wir  mittelst  Gleichung  (H)  aus  (10)   das   Glied  mit 
Äj/i'j,  aus  (11)  dasjenige  mit  A^Äi  eliminieren,  dann  bleibt 

( Ä-,  sin  A^ />,  —  Ä-jj  sin  A^D^  =  0, 

(ä'j  sin  A^D^  —  k^  sin  A^D^  =  0, 
woraus  zusammen  mit  (9): 

sin  -4,  cos  ^f  1 A  7^3  +  sin yl^  cos  A^D^D^  +  sin  A^  cos  A^ D^ D^  =  0 
oder 

Dabei  ist  gesetzt 

l>i  =  —  3"i  cos  A^  +  ic,  cos  A^-^  x^  cos  ^j, 
D.  =  H-  X,  cos  yl,  —  iTj  cos  ^  -f  a's  cos  A^y 
/>3  =  -f  X,  cos  Ai  +  j',  cos  -4,  —  jr,  cos  Jj . 

ArcfeUv  d«r  M*thematlk  und  Phf  aik.    HL  B«ibe.   L  12 
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In  Gleichung  (13)  haben  wir  Jen  geometrisclien  Ort  des  Lofc'' 
punkt«8,  weim  sieh  die  zugehörige  Gerade  um  den  Umkreismittelpimkt 
des  Fundamen taldreiecks  dreht.  Da  nun  7)^,  =  0,  D^  =  0,  I^^  =  0  di« 
Verbindungsgeraden  der  Höhenfufsp unkte  im  Fumlamentaldreieck  dar- 
stellen^ so  folgt: 

Tiimrem  IL  Der  (jmmdrische  OH  des  Lotpimktes  inJjezttg  auf  die 
Darchmesstr  des  Umkreises  ist  der  Kreis,  wdikir  durch  die  BöhenfufspwikU 
des  Dreiecks  geht 

Für  die  parallelen^  bezw.  senkrechten  Lagen  des  Durchmessers  zu  den 
Seiten  fällt  der  Lotpunkt  mit  den  Mitten  der  oberen  Höhenabschnitfce 
bezw.  mit  den  Seitenmitten  zusammen. 

Demnach  können  wir  dem  Theorem  U  auch  folgende  Fassung  geben: 

Himrem  HL  Der  Feuerbaehschc  Kreis  eitles  Dreieckes  läfst  sirh 
als  geometrischer  OH  der  Loipmikk  inbc^ug  auf  die  Durchmesser  des 
'Umkreises,  oder  kurz  als  LotpunJitkreis  (tuf fassen. 

Im  AüBchlufs  hieran  seien  noch  folgende  Theoreme  mitgeteilt: 

Tfieorem  IV.  Der  Lotpunkt  inhesrnj  auf  die  Zentrale  des  Um-  und 
eines  der  vier  Ln-  uwl  Ankreise  ist  Berührungspunkt  des  letzteren  mit 
dem  Feuerbach  sehen  Kreis, 

Titeoretn  V.  F(dU  man  von  einem  Punkt  Lote  auf  die  Dreiecksseiten 
und  trägt  ihre  Längen  imn  HöhenschnittpunJd  atis  auf  den  oberen  Hohen- 
abschnitten  ah,  so  liegen  die  drei  Teilpunkte  utid  die  drei  Fufspu^iJde  der 
gefällten  Lote  auf  einer  Ellipse,  deren  Mitlelpunld  den  Ahstaml  des  Punktes 
vom  HölienahscImiU  hail/iert. 

IV. 

Der  verallgemeinerte  Lotpimkt  und  die  Lotpunktgerade. 

Seien  in  Cartesischen  Koordinaten  drei  Punkte  P,-  iz:  (ar-,  yj(t  =  1, 2,  S') 
ab  Ecken  eines  Dreiecks  gegebeu.  Schneiden  wir  von  den  Ordinaten 
Stücke  ab,  welche  zu  ilinen  im  Verhältnis  l :  1  stehen,  und  fällen  von 
den  Teilpunkten  auf  die  zugehörigen  Seiten  Lote,  so  ergeben  sich  für 
die  letzteren  die  Gleichungen 

il^i^yiy^-  tj^)  -  Ay,  (i/j  -  g^)  +  (x^  -  ir,) (a:  -  x^)  =  0, 
(15)       r,  z^  y(3f,  -  y,)  -  ly^i^g^  -  y,)  4-  {x^  -  3:^){x  -  x^)  =  0, 

I  ^s  ^  yiVx  -  Vt)  -  ^.Va(yi  -  Vt)  +  (^1  -  ^iW  -  ^9)  =  ^> 
zwischen  welchen  die  Identii^t 

T,  +  T,  ~  T, 
besteht.     Wir  haben  somit 

Tlieorem  VI^)    Teilt  man  drei  von  den  Ecken  eines  Dreiecks  auf 

1)  Vgi  Salmon-Fiedler:  Analytiache  Geom.  der  KegelBchn.  1860.    Kap.  TV^ 
Äufff.  6. 
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fiif  Gerade  gefällte  Lote  in  gleichem  VerfmUnis,  so  schneiden  sich  die 
w»  den  Teilpunkten  auf  dk  Gegenseiten  gcfälUen  Lote  in  einein 
Pitdi 

für  A  =  0    gellt  dieses   Theoröiu   über   in   Theorem    I;   liir   A  =  1 
ij^fert  es  den  bekannten  Satz  über  die  Höhen. 

Seien  jetzt  vier  Punkte  P,  ez  [x^,  yj(»  =  1,2,  3,  4)  gegeben  und 
durch  dieselben  die  Geraden  G^^,  G„,  G^^,  G^^  gelegt,  wo  G^^  die 
Verbindung  von  P,.  und  P^  bedeutet. 

Betrachten   wir  z.  B.    G,j    als  Beziehungsgerade   des   zu   findenden 

Lotpnnktes^   so   niüsseu   wir  von  P,   und  P^   auf  dieselben  Lote  fällen, 

diese  im  Shme  des  Obengesagten   teilen   und  von  den  erhaltenen  Teil- 

punkten   wieder  Lote  auf  die  Geraden  G^^   und  6r„   fallen,  dann  wird 

auf  den  letzteren  der  gesuchte  Latpunkt  liegen. 

Die    (ileichimgen    der    beiden  Teiipunktlote  sind,    wie   eine   kurze 
Rechnung  zeigt: 

\(^  -  ^K'^i  -  ^i)  +  (n  - ifMy,  -  yj  =  (A  -  1)^*, 
I  (^  -  ^Ji^i  -  ^f)  +  ly  -  ydiu^  -  y»)  =  (A  -  1)^"* , 


ri6> 


A 


JCm        ^'«       JvA 


I   "^l    ^»    ^i 

^*=    ^1    Vs   ffa 
1     1     1 


Die  Subtraktion  dieser  beiden  Gleichungen  ergiebt 

Dies  ist  die  Gleichung  des  Ortes  für  den  Lotjmukt  inbezug  auf 
eine  unveränderliche  Gerade,  falls  das  Teilungsverhältnis  A  variabel  ist. 
Sie  ist  übrigens  gleichbedeutoud  uiit  Gleichung  (8). 

Demnach: 

Theorem  VIL  Der  Ort  der  Loipimkie  (in  der  verallgemeinerfett  Be- 
seicJmung)  eines  Dreiecks  inbezug  auf  eine  Gerade  ist  eine  Gerade. 

Sie  werde  .jMpunktgerade  des  Dreiecks  inbezug  auf  die  Geradef^ 
crenannt. 

V. 

Die  Lotpitnkf gerade  des  vollständigen    Viersei fs. 

Ein  voUatündiges  Vierseit  besitzt  vier  Breiecke,  deren  jedem  eine 
Beziehungsgerade  eutsjjricht.  Wir  stellen  die  Frage  nach  der  Lage 
der  vier  Lotpunktgeraden, 
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Die  Symmetrie  der  Gleichungen  (16)  lehrt^  dafs  die  Teilpunktlote  z.  B. 
fQr  die  Gerade  G^^  lauten: 

(x  -  a:,){x,  -  :r,)  +  (3,  -  y,)iy,  -  »,)  =  (X  -  l)^^ , 

1» 

{X  -  x,){x,  -  X,)  +  (y-  y,)(ä,,  -  y,)  =  (i  -  l)^ , 


(18) 


WO 


a:, 

^s 

^i 

Vi  Vz  Va, 

1 

1 

1 

A  = 


Die  Subtraktion  derselben  führt  wieder  zu  Gleichung  (17),  daher: 

Theorem  VJII.  Die  vier  Dreiecke  eines  vollständigen  Vierseits  be- 
sitzen nur  eine  Lotpunktgerade. 

Diese  merkwürdige  Gerade  ist  also  ein  vierfacher  geometrischer 
Ort  Ton  Lotpunkten.  Die  weiteren  Sätze  zeigen,  dafe  sie  von  anderen 
Standpunkten  aus  betrachtet  noch  mehr  Bedeutung  gewinnt 

Aus  theorem  VIII  folgt: 

Theorem  IX.^)  Die  Höhenschnittpunkte  der  vier  Dreiecke  eines  voU- 
ständigen  Vierseits  liegen  in  einer  Geraden,  der  Lotpunktgeraden  des 
Vierseits. 

Theorem  X')  Die  Lotpunktgerade  ist  identisch  mit  der  Direktrix  der 
dem  Vierseit  einbeschriebenen  Parabel. 

Theorem  XL  Der  Umkreismittelpunkt  des  Diagonal dreiecks  eines  voll- 
ständigen Vierseits  liegt  auf  der  Lotpunktgeraden  desselben. 

Iheore^n  XU.  Die  Summe  der  vier  zu  einem  und  demselben  Lolpunkt 
gehörenden  Teilverhältnisse  l,  welche  man  erhält,  falls  man  den  Punkt 
der  Reihe  nach  auf  die  vier  Seiten  bezieht,  beträgt  stets  2. 

Wenn  endlich  /*.  (/  =  1,  2,  3,  4)  die  Abschnitte  sind,  welche  die 
vier  Höhenabschnittpunkte  auf  der  Lotpunktgeraden  erzeugen,  und  /^ 
diejenigen  der  vier  Lotpunkte  mit  1  =  0,  so  bestehen  für  einen  be- 
liebigen Ursprung  der  Zählung  die  Relationen 

1 

(f  =  l,  1,8,4). 


? 

2 


K-h 


=  0 


"••       _  9 


(1  =  1,8,8,4), 


Berlin,  den  24.  Dezember  1900. 


1)  Steiner:  Grelles  Journal  2.    1827.   Ges.  W.  I,  128. 

2)  Salmon-Fiedler:  EegelBchnitte.  1860.     Seite  247.    Aufg.  2. 


Von  E.  Jaiikke  in  Berlin. 


Bemerkung  zu  der  vorstehenden  Arbeit  des  Kerrn  stud. 

math.   Cwojdzinski:   „Der  Lotpunkt,  ein  merkwürdiger 

I  Punkt  des  Dreiecks/' 

■r  Wird  der  in  Theorem  IV  der  vorstehenden  Notiz  definierte  Lot- 

pankt  mit  Li  bezeichnet,  so  liefert  Theorem  I  daselbst  den  speziellen 
Punkt  L„.  Dieser  ist  als  spezieller  Fall  aiich  in  einem  Punkte  enthalten, 
dessen  Entstehung  Steiner')  in  dem  folgenden  Lehrsatz  mitgeteilt  hat: 

I)  jjFiiUt  man  ans  einem  wiUkihikhm  pHuhie  D  in  der  EIjcw  eines 
DreiecIsS  ABC  auf  die  Scifeti  (ies  letzteren  Lote  7)„,  Bf,,  D^  nimmt  in 
4lfeaen  Lote»  drei  beliebige  Funkte  a,  b^  c  als  Ecken  eines  anderen  Dreieckß 
n  he  an,  und  fällt  auf  dcsseti  S4^it€n  aus  den  Eden  de^  gegebenen  Dreiecks^ 
in  yefiöriger  Ordnung  getKimmenf  iMe  Ady  Bd,  Cd,  w  treffm  diese 
einander  allemal  in  irgend  einem   Punfde  dJ) 

Artet  nämlich  das  zweite  Dreieck  in  eine  Gerade  aus,  so  geht  der 
Steinersehe  Funkt  d  in  den  Lotpiinkt  L^  über. 
Steiner  liigt  noch  zwei  Lehrsätze  hinzu: 

II)  ,,Nitnmt  man  ähnlicher teeise  ein  dntfcs  Dreiexic  «i?'/',  au,  dessefi 
Edien  in  deti  nämliehen  drei  crsteren  Loten  Hegen,  so  tvtrd  demselben 
ouf  gleiche  Weise  ein  Pnnlt  d^  entspreehen  (I),  und  es  liegen  alsdann 
die  (hei  DurcIisrhnitfspKnkte  der  drei  Fnare  enfspreehender  Seiten  des 
siceUtn  und  drdten  Dreiecks ^  d.  h,  die  DurchHchnittspankte  «,  ß,  y  der 
Sfiitnpaare  hc  und  ?JjP,,  ca  utid  c^a^^,  ab  und  a^bi  alletnal  in  irgend 
fintr  Geraden  aßy;  und 

1)  Crelles  Journal  2,  287—292;  Get.  W.  I,  157. 

S)  Pilr  die  Dreiecke  ABC,  abc  hat  Herr  E.  Leraovne  den  Auedruck 
^triaii^le,  ortologiquee"  vorgeschlagen  fvgl. :  Not«'  sur  un  faiaceau  de  troia  droitee, 
•J^om,  dp  SJatii  bpi'e  «le  M.  de  Longchami««  1889,  p.  63;  und  auch  J.  Neuberg: 
"^  '^«  projections  «'t  contre-projei;tionH  dim  triangle  fixe  Meni,  de  TÄc.  des  Sc. 
^  ß^Jgiqne.  XLIV,  p.  \1I.)  und  das  für  die  Theorir^  der  ortholop-en  Dreiecke 
^cbtige  Theorem  antgestellt:  „Sind  zwei  Dreiecke  zweifach  ortholos,  *•<>  «ind  «ic 
^"  dreifach  ortholog."  Die  dreifach  orthologen  Dreiecke  sind  dann  voq  Herrn 
'  ^^tnoinp  in  einer  auf  dem  Congre»  de  Limoges  A.  F.  A.  S.  1890  vorgetragenen 


•^bha 


'iOluüg  eingehend  untersucht  worden. 
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III)  diese  Gerade  aßy  ist  allemal  su  derjenigen  Geraden  dd^,  welche 
durch  die  beiden  genannten  Pmilte  d,  d^  gekt^  senJi'recht.'* 

Ich  benutze  diese  Gelegenheit,  um  einen  einfachen  Beweis  dieser 
Sätze  mit  Hilfe  der  Grafs  mann  sehen  Methoden  zu  geben,  den  mir 
Herr  Caspary  vor  Jahren  mitgeteilt  hat  Das  Gasparyache  Beweis- 
verfahren  ist  um  sa  interessanter,  als  es  von  dem  Grafsmannschen 
Begriff  der  Ergänsung  einer  Strecke  Gebrauch  macht. 

1,  FäUt  man  von  einem  beliebigen  Punkt  F  auf  die  Seiten  A^Ä^^ 
A^Ai^  A^A^  eines  Dreiecks  ^(^4^ ^3  Lote  und  nimmt  auf  diesen  bez. 
die  beliebigen  Punkte  A,  B,  C  an,  so  steht  z.  B.  PA  senkrecht  auf 
A^Ay     Daher  hat  man 

iA  =  F~ha,\a,, 

(1)  <B=P-[-a,\a,, 

wo 

^1  =  A^  —  A^t 

«5  =  ^j  =  .4,  . 

Aus  (1)  folgt 

C  -  5  =  ff.  =  Kg  I  rtj  —  «5j  I  rt, , 

B  —  A  =  €  =  a^\a^~  a^\a^. 

Fällt  man  nun  von  Ai  das  Lot  auf  J3C,  so  mufs  der  Vektor  zwischen 
dem  Fufspuukt  und  A^  proportional  der  Ergänzung  von  a  sein,  also 
proportional  der  Ergänzung  von 

ßj  I  a^  -  «3  f  ''s 
oder  proportional 

Das  von  A^  auf  BÖ  gefällte  Lot  hat  also  die  Form 

Somit  ergeben  sich  für  die  drei,  von  ^j,  u4j,  A^  bez.  auf  BC^  CA,  Ai 
gefällten  Lote  die  Ausdrücke 

a^[A^Ai]-n^iA^A^], 

Da  die  Summe  dieser  Ausdrücke  identisrli  verschwindet,  so  geh« 
die  drei  Lote  durch  einen  Punkt  0,  dessen  Ausdruck  lautet: 

(2)  (ccjfijj  -j-  «5«^  +  cfjc,)  0  =  ti^u^A^  +  (c^ti^A^  +  «i^si-^s  ■ 
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2,     Auf  den   Loten    PA,    PBj    PC   sollen   jetzt  weiter  bez.   die 
Punkte  A\  B',  C  beliebig  angenomnieii  werden,  dann  folgt 

Ä'=P-ha^\a^y 

C'  =  P  +  <|rt,. 
Als  Schnittpunkt  der  Lote   von  ^1,   auf  B'C,  van  A^  auf  CA',  von 
^  auf  Ä'B'  ergiebt  sich  dann 

(2')    («,'«,'  -I-  «3'«/  -f  «/«j')  0'  =  «j'«»' A  +  «/«i'^s  +  «i'«ä' A  • 
Aoi  (2)  und  (2')  fliefst: 
(3)    ««'  (0  —  0')  =  «1  dl  (ttv 0^'  —  «s «/)  «1  +  «2 «»'  (««s «i'  —  «1  «3')  «8 

^nn   sind   die   Dreiecke   ABC  und    A'B'C  perspektiv,   wie    die 
Konstruktion  und  auch  die  aus  (1)  und  (!')  folgenden  Formeln 

a^B'  =  (t^'B  —  (oj'  —  «3)  P, 

fcn.    Daher  liegen  die  Desargu esschen  Punkte 

[BC  7rc"]-Pi, 

[CA  C'A']  =  P^, 

[AB  A'B']  =  P, 
Qer  Geraden. 
Für  diese  Punkte  ergiebt  sich  aus  (4)  die  Darstellung 

(«,«s'  -  «sO  ^1  =  «»'  («3'  -  «3)  -ö  -  «3'  0^'  -  «2)  (^f 
(«g«/  -  CjO  P,  =  oj,'  (ßj'  -  oj)  C  -  «i'«  -  «3)  J , 
(«i<  -  «,«,')  P3  =  «/  «  -  tf^)  ^  -  oj'  (a/  -  Äj)  5, 


,  we  Vergleichung  der  rechten  Seiten  von  (3)  und  (b)  liefert 
acc'iO-  0')^a,,,\(P,-P,) 
^»-  die  Gerade  0—  0'  steht  senkrecht  auf  der  Desarguesschen  Geraden. 
Berlin^  den  24.  Januar  1901. 


Charles  Hermite. 


Am  14.  Januar  1901  verschied  zu  Taris  Charles  Hermite,  der 
Nestor  der  Mathematiker,  der  anerkannte  Führer  und  Meister  der  fran- 
zösischen Schule.  Mit  ihm  ist  ein  Mann  dahingegangen,  der  durch  die 
Macht  seines  Genius^  welche  sich  mit  einer  unendlichen  Güte  des 
Herzens  paarte,  einen  gewaltigen  Einflufs  auf  seine  mathematischen 
Zeitgenossen  ausgeübt  hat.  Nicht  viele  Mathematiker  von  Namen  dürfte 
es  geben  j  welche  nicht  in  persönlichen  oder  schriftlichen  Beziehnngeu 
zu  dem  einzigen  Manne  gestanden  haben. 

Geboren  am  25.  XÜ.  1822  in  Dieuze,  einem  Orte  der  späteren 
deutBcheu  lieichslande^  hat  Hermite  für  die  deutsche  Wissenschaft  wie 
für  die  deutschen  Gelehrten  stets  eine  besondere  Zimeigung  empfanden. 
Zwanzig  Jahre  alt,  war  er  soeben  in  die  Ecole  Polyteclmique  eingetreten, 
als  er  auf  den  Hat  Liouvilles  an  Jacob i  schrieb,  um  diesem  die 
Resultate  seiner  Untersuchungen  über  die  Transformation  der  Abelschen 
Funktionen  mitzuteilen.  Darauf  erhielt  er  von  Jacob i  unter  dem 
6.  August  1845  eine  Antwort,  welche  mit  den  Worten  schliesst: 

,,Ne  sojez  pas  fache,  Monsieur,  si  quelques-unes  .de  vos  decouvertos 
86  sont  rencontrees  avec  mes  anciennes  recherches.  Comme  vous  dütes 
commencer  par  oü  je  finis,  il  y  a  necessairement  une  petite  spht-re  de 
contact.  Dans  la  suite,  si  vous  m'honorez  de  vos  Communications,  je 
n  aurai  qu'ä  apprendre." 

Die  Erinnerung  au  diesen  Briefwechsel  mit  Jacobi  erfüllte  Hermite 
sein  ganzes  Leben  lang  mit  besonderer  Genugthuung,  wie  sie  noch  aus 
einem  seiner  letzten  Briefe  (vgl.  S.  20)  hervorleuchtet. 

„  ,  .  .  J'ai  toujours  ete  et  jusqu'ä  mon  dernier  jour  je  serai  encore 
un  diaciple  de  vos  grands  geometres,  de  vos  maitres  illustres,  Gaufs, 
Jacobi,  Dirichlet." 

Im  Jahre  1856  wurde  der  erst  34jährige  Hermite  Mitglied  der 
Pariser  Akademie,  1867  erfolgte  seine  Ernennung  zum  Professeur  ä  FEcole 
Polytechnique,  18t.>>^  zum  Professeur  ä  la  Facult«  des  Sciences,  und  18>^ 
wurde  er  zum  auswärtigen  Mitglied  der  Bertiner  Akademie  gewählt. 

Es  kann  ati  dieser  8telle  nicht  meine  Aufgabe  sein,  die  wissen- 
schaftlichen Leistungen  des  grolsen  Franzosen  zu  würdigen,  das  hiefse 
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Es  kann  eich  rühmen,  einen  Charles  Hermite  zum  Mitarbeiter  gehabt 
zu  haheo,  bringt  doch  das  gegenwärtige  Doppellieft  der  neuen  Reihe 
die  letzte  Arbeit  aus  seiner  Feder. 

Als  die  Redaktion  Anfang  November  des  vorigen  Jahres  Hermite 
die  Bitte  aussprach,  er  möchte  durch  eine  Notiz  die  neue  Serie  des 
Archivs  eröffnen,  da  begnügte  sich  der  78 jährige  Meister  in  seiner 
schon  so  oft  bewährten  freundlichen  Gesinnung  nicht  mit  der  Zusendung 
eines  wissenschaftlichen  Beitrages.  Die  Redaktion  empfing  zugleich  ein 
ausführliches  Programm,  worin  er  seine  Ansichten  und  Wünsche  bezüg- 
lich des  mathematischen  Unterrichts  an  den  Mittel-  und  Hochschulen 
darlegt. 

Was  schon  aus  diesem  Briefe  vom  25.  XL  1900  hervorgeht,  betont 
er  noch  einmal  in  seinem  letzten  an  mich  gerichteten  Brief  vom 
6.  XIL  1900,  nämlich: 

Que  si  les   points   fondaraentaux   de  la  science,  objet  de  tant  d^^ 
travaux  mainteuant,   doivent  trouver  un  erbo  anpres  des  commen^ants. 
ce   n'est  pas   au  debut,   c'est  lorqu'ils   sont  suffisamment  avances  qu*^"| 
convient  et  dans  une  mesure  convenahle  de  les  signaler  a  leur  attentio»z^ 

Das  kostbare  Vermächtnis  des  verstorbenen  Meisters  ist  in  diese:!ft3i 
Heft  an  erster  Stelle  abgedruckt;  ihm  folgt  die  letzte  Arbeit  vcz^n 
Charles  Hermite, 

Berlin,  den  14.  Februar  1901.  E.  Jahnkk. 


Rezensloneii. 


J.  X.  BrOckoer.     GeBohichtliche  Bemerkungen  sur  Aufzählung  der 
Vielfache.     Zwickau  1897,  R.  Zückler. 

Die  vorliegende  Schrift  bietet   eine   Würdigung   der   Versuche,  welche 
LSsong  des  Steinerschen  Prableras:  die  möglichen  Fonnen  der  Polyeder 
l>estiminten  Flächenzahl  (bezw.  Ecken-  oder  Kantenzahl)  äu  bestimmen, 
li  worden  sind.     Dieses  Problem  hat  bis  heute  noch  keine  endgültige 
Antwort  gefanden    und   kann   auch,  wie   der  Verf.   in   der   Einleitung  aus- 
fahrt, keine  Antwort  finden,  in  dem  Sinne  wie  Steiner  seine  Frage  gestellt 
bat.    Pen  Grund  hierfür  findet  der  Verf.  in  den  Resultaten,  zu  denen  Herr 
Elierhard  in    seiner  Morphologie    der  Polyeder   gelangt   ist.     HeiT  Eber- 
bard  löst  das  Problem  der  Klassifikation  der  Polyeder  in  dem  Sinne,  dafa 
n  «eigt,  wie  die  Frage  fonnuliert  werden  niufs,    wenn  sie  überhaupt  einer 
^••ntwortimg  fähig  sein  soll. 

Nachdem  der  Verf.  noch  auf  die  Klassifikation  der  Polyeder  nach  dem 
^''Tttzip  der  SjTiimetrie  hingewiesen  hat,  wie  sie  Kirkman  and  Camille 
■Jordan  behandelt  haben,  werden  die  Methoden  besprochen,  die  angegeben 
forden  sind,  um  die  möglichen  Formen  der  Vielflaehe  von  geruiger  Seiten- 
»M,  vom  Vierflach  ausgehend,  abzuleiten. 

Als  naheliegendste,  weil  natüi-lichste  Methode  bot  sich  die  Erzeugung 
^  «-Flache  aus  den  (n — 1)-Flachen  durch  Schnitte  an  diesen  (lebilden 
«Ihst  dar.  Sie  ist  von  Möbius  und  Cayley  benutzt  worden.  Sie  hat  den 
^^orteil,  dalfl  nicht  leicht  ein  mögliches  Vielflacb  übersehen  wird,  den  Nach- 
^Bu^  daTs  man  viele  Typen  auf  vielerlei  Weise  wiederholt  erhält,  und,  was 
^••••atlich  iat,  dafs  zur  Auffindung  der  Vielflache  einer  bestimmten  Flächen* 
^1^^  n  die  Kenntnis  der  (n — l)-FIache   nötig  ist. 

hü  Gegenhatz  zu  dieser  gestatten  die  beiden  folgenden  Methoden  eine 
****  den  (n  —  1 )-  Flachen  unabhängige  Ableitung  der  «-Flache. 

An  zweiter  Stelle  kommt  zunächst  die  künstlichere  Methode  der  Stamm- 
^•«Wa  zur  Besprechung,  welche  von  Eberhard  nur  zur  Ableitung  der  all- 
R^'Ättwu  Siebenflache  verwendet  worden  ist.  Dem  schon  hervorgehobenen 
'<>rt«|l  dieser  Methode  stehen  manche  Nachteile  gegenüber;  einmal  wird  die 
**Hliode  schon  für  vier  Stammflächen  recht  kompliziert,  und  zweitens  müssen 
^'^t  »imtliche  Stammsysteme  abgeleitet  werden,  ehe  behauptet  werden  kann, 
kein  Vielfach  unentdeckt  geblieben  ist 

Eine    dritte    Methode    ist    von    Kirkman    und    Hermes     ausgebüdei 
Anch  sie  liegt  fm  die    einfachsten  Formen    auf   der    Hand^   doch 
bezweifelt    werden,   ob    sie   für    kompliziertere    Gestalten    noch    prak- 
Verwendung  finden  kann.  E,    Jahnkb, 
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E.  WroliCl,  Übungsbuch  but  Arithmetik  und  Algebra»  enthaltend  die 
Fonneln^  Lehrsätze    und    Aiiflösungsmcthoden   in    systematischer   Anord- 
nung und  eine  grofse  Anzahl    von  Fragen  und  Aufgaben.     Erster  Teil, 
Pensum    der    Tertia    und    Untersekunda,      Dritte    verbesserte    Auflage. 
Rostock  1898,  Werther.     XII.  und    320  S. 
Bezüglich    der   Vorzüge    dieses   brauchbarem  Werkes    sei    auf   die    Be- 
sprechung der  im  April  1889  erschienenen  ersten  Auflage  verwiesen.     Die 
neue  Auflage  zeigt  nur  geringe  Veränderungen  gegenüber  der  vorhergehenden^ 
Wie  schon  bei    der    zweiten  Auflage,    ist    auch   hier   ein    Anhang   über  die 
quadratischen  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  nebst  einer  hinreichenden 
Menge  von  Aufgaben  beigegeben  worden.  E.  Jahkkk. 


H.  HaHt.     Aufgab ensanunlung   au8    der    Arithmetik    und    Algebrft. 

Füi"  den  Unterrichtsgebrauch  und  für  das  Selbststudium  zusammengestt^Ut 

und  metliodlsch    geordnet.     Mit  19    in    den    Text    gedi-uckten    Figuren. 

Loip/,ig  u.  Wien   1898,  F.  Deuticke.     305  S.    fl.   1,80, 
—  Die    Beohenergebnlsse    der    Aufgaben.      Mit    einer    Figur.     122  8^ 

fl.  1,20. 
Es  ist  eine  reichhaltige  Sammlung,  die,  zunächst  für  die  Siaatsgewei^ 
schule  in  Reichenberg  geschrieben,  für  das  Pensum  eines  Gjranasiums  bi 
zur  Prima  ausreichen  dürfte.  Jeder  Aufgabengruppe  sind  eine  Reihe  g« 
schickt  ausgewählter  Fragen  vorgesetzt,  ilie  den  Schüler  veranlassen  solle": 
sich  über  die  anzuwendenden  Regeln  Klarheit  zu  verschaffen.  Von  beso"»t=i- 
derem  Interesse  sind  die  eingekleideten  Aufgaben,  welche  nicht  blofs,  i^^-^e 
üblich,  der  Geometrie,  Plivsik,  Chemie,  Astronomie,  Feldmefskunst  eczÄt- 
nommen  sind,  sondern  zu  einem  beträchtlichen  Teile  der  Technik,  wie  Elektat-o- 
technik,  Maschinenbau,  Baugewerbe  angehören. 

Übrigens    ist   das  Buch    aus    einer    älteren   Sammlung    desselben  T  Er- 
fassers (aus  dem  Jahre  1894)  durch  Umarbeitung  und  Erweiterung  henror-j 
gegangen.     Neu  aufgenommen  sind  Kettenbrüche,   unbestimmte  Gleicbun^'eiB 
zweiten  Grades,   die  Kombinationslehre,   der    binomische    Lehrsatz,   arithxnc« 
tische  Reihen  zweiter  Ordnung  und  die  Wahrscheinlichkeitsrechniuig.    Reiml 
Vergleich  der  beiden  Ausgaben  fiel  dem  Referenten  auf,  dafs  der  Verl  skTxokl 
in  der  neuen  Sammlung   „Reservoire"   schreibt   und   von  dem  „Erlag  e-iQ«r  ■ 
Prämie"  sowie  von  dem  „Augenblicke  der  Einholung  eines  Boten"  spricVat. 
Sieht  man  von    diesen    und    anderen   Äufserliebkeiten    ab,    welche     dco 
Norddeutschen  fremdartig  berühren,,   so    kann    die  Sammlung    auch    in    ihjr«r 
neuen  Gestalt  den  Fachgenossen  empfohlen  werden.  E.  Jähnks. 


0.  Kober,     Die  Gnindgebüde  der  neueren  Geometrie.     Eine  geonln<e»<t' 
Zusammenstellung    ihrer    Um-    und    Abbilduugeu    1.    und    2.    Ordnua^- 
Erster  Teil:  Die  Grundgebilde  der  Ebene.    Hannover  und  Leipzig  ItlJ?*^» 
nahn.     95  S. 
„Die  Art  und  Weise,  wie  t.  Staudt  und  nach  ihm  Reye  die  Stoinetöcbe 
Begründung  der   allgemeinen  Projektivität   durch    das  metrische   Gesetz  voB 
der  Gleichheit  der  Doppel  Verhältnisse   dadurch   umgehen,   dafs   sie   das  Urg 


itezensit  nen. 
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Wmonische  Verhältnis  durch  das  harmoaisehe  Verhältnis  ersetzen  und  vier 
Wmoniscbe  Punkte  als  den  Diagonalschnitt  eines  vollständigen  Vierecks, 
im  Gmnde  also  eine  Abhängigkeit  der  ersten  State  durch  eine  Ahhftngig- 
Veit  der  zweiten  Stufe,  definieren,  kann,  weil  dem  Stufengange  wider- 
^*prf^chend^  als  vollkommen  noch  nicht  bezeichnet  werden." 

Um   zu   einer   erschöpfenden    Erklärung   der    allgemeinen    Projektivität 
gelangen^  muTs   man,   wie   der  Verf.    des   weiteren  darlegt,  an  dem  per- 
_  aktiven   Zusammenhang    festhalten.      In    Vereinfachung   dieses    zuerst   von 
Herm  Tbomae  ausgesprochenen  Gedankens  nennt  der  Verf.  zwei  perspektiv 
fliegende  Grundgebilde,  d.  h.  zwei  Gi-undgebilde  einer  Stufe,  welche  einander 
^r  ein  anderes  Ginindgebildo  derselben  Stufe  tragen^  Ura-  oder  Abbildungen 
einander,  irgend  zwei  Um-  oder  Abbildungen  von  einander  aber  projektiv. 
Auf  dieser  Grundlage  giebt  der  Verf.,   unt*r  vorläufiger  Beschränkung 
if  die  Ebene,  eine  Dai-stellung  der  Um-  und  Abbildungen  erster  und  zweiter 
OrdauDg,  E.  Jaunke. 

t.    Bochow.     Grundsätze  und  Schemata  für  den  Heohen-UnterrioM 

an  höheren  Schulen.     Mit  einem  Anbange:  Die  periodischen  Dezimal- 

bröche   nebst   Tabellen   für   dieselben.      Berlin    1898,    0.  Salle.     74  S, 

M.  1,20. 

Es  ist  ein  Versuch,   im  ßechenunterricht  eine  gröfsere   Einheitlichkeit 

dxrrch   Festsetzungen    in    Bezug    auf   die  Methode    und   auch   in  Bexug  auf 

g^wijäse  Äufserlichkeiten  herbeizuführen. 

Angehängt  ist  eine  elementare  Darstellung  der  Theorie  der  periodischen 

*^»ainjAlbrüche  mit  zahlreichea  Beispielen. 

Sicherlich    wird   der   eine   oder  andere   der  Fachgenossen  dem  Büchel- 

^^'O   manchen  brauchbaren  Wink  eEtnehmen  können.  E.  Jahnke. 


^B^IliJk>Spie1niann*  Geometrische  Ansohauungslehre  für  Unter- 
^^  Oymnasien.  I.  Abteilung.  25.  veründertt'  Auflage.  82  S.  fl.  0,75. 
I  IJ.  AbteUnng.  20.  veränderte  Auflage.  Wien  und  Prag  1898,  F.  Tempsky. 
L        91  ♦">•     fl-  0J5. 

P^^nlk-Neuniann.  Lehrbuch  der  Arithmetik  für  XJnter-Gymnaaien. 
I  1.  Abteilung.  35.  veränderte  Auflage.  124  S.  Ö.  0,90.  U.  Abteilung. 
^K  26.  veränderte  Auflage.  Wien  und  Prag  18y8,  F.  Tempsky.  110  S. 
^P  iL  0,80. 

^    Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra  nebst  einer  Aui'gaben-Samm- 
Inng  f&r  die  oberen  Klassen  der  Mittelschulen.      25.  umgearbeitete  Auf- 
lage.    Wien  und  Prag   1898,  F.  Tempsky.     306  S.     tl.  1,85. 
Dm  erste  Buch   bringt  die  Planimetrie   und   die  Stereometrie  in   einer 
«ttrchaas  ansprechenden    Form.      Die    Darstellung    ist    durch    Klarheit    und 
"^Är»  des  Ausdrucks   in   gleicher  Weise   ausgezeichnet.     Bemerkenswert  ist, 
*•&  jedem    Paragraphen  eine  Reihe    von    Übungsaufgaben    beigegeben  sind, 
I     "•Wö  Einkleidung  mannigfach  wechselt. 

■  Das    zweite    Buch    bietet    eine    recht    brauchbare    Einführung    in    das 

^^Jtt|umüt  den   algebraischen  Zahlen.     Doch   dürfte   das  sechste   Kapitel, 


190 


JR.eÄeii«ionetu 


i 


wo  daii  Ausziehen  der  Kubikwurzel  aus  absoluten  Zahlen  und  algebraischen 
Ausdrücken  gelehrt  wird,  besser  wegzulassen  sein. 

In  dem  dritten  Buch  wird  da«  bekannt«  Pensum  aus  der  Arithmetik 
und  Algebra  bis  zu  den  quadratischen  Gleichungen  mit  mehreren  unbe- 
kannten, deß  unbestimmten  Gleichungen,  Kettenbrücben,  Progressionen  und 
der  Kombinationslehre  behandelt. 

Ein  Anhang  enthält  die  goniometiische  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichungen^  ein  Kapitel  über  die  extremen  Werte  einer  Funktion,  ferner 
höhere  numerische  Gleichungen  und  die  geometrische  Darstellimg  der  kom- 
plexen Zahlen. 

Beigegeben  ist  (S.  191 — 306)  eine  Aufgabensammlung^  die  eine  Fülle 
brauchbaren  Materials  enthält.  Allerdings  darf  auch  hier  nicht  verschwiegen 
werdeUf  dafs  eine  Reihe  von  Aufgaben  als  Künsteleien,  die  dem  Fach- 
mathematiker nie  unter  die  Augen  kommen,  besser  weggeblieben  wären. 

E.  Jahnke. 


K.  Hchweriili^.     Arithmetik  und  Algebra  für  höhere  LehranBtaltezL 

Zweite  Auflage.     Freiburg  i.  B.  1899,  Herder.     80  S.     M.  1,00. 

„Beim  Jugendunterriebt  ist  auch  in  der  Arithmetik  der  Erfolg  nicht 
durch  grundlegenden  streng  f3;egliedei-t*^n  Lehraufl>au^  sondern  um*  durch  all- 
mählichen Foritschritt  an  der  Hand  violfaeber  und  nachhaltiger  Übung  i\:m^ 
erreichen.  Keine  Rechnung  ohne  Probe  j  kein  Satz  ohne  Zahlenbeispiel.'^^^t 
Diesen  Grtmdsätzen  wird  wohl  kein  erfahrener  Fachmann  seine  Beistinmmn^^ 
versagen.  Ebenso  ist  es  zu  billigen,  dal's  in  der  Lehre  von  den  Pot^nxe^an 
und  Wurzeln  unter  Ausscheidung  alles  überflüssigen  Lernstoffs  nur  wisset 
schaftlich  und  praktisch  wichtige  Erscheinungen  zur  Behandlung  gelan 
sind.  Dafs  z.  B.  der  Veri'.  von  negativen  und  gebrochenen  Wurzelexp  ■ 
nenten  ganz  abgesehen  hat,  dafs  er  das  Verfahi^en,  die  Kubilrwurzel  oh^ 
Logarithmen  auszuziehen,  bei  Seite  gelassen  hat,  ist  hiemach  selbstr« 
sfändlieh. 

Das  Lehrbuch  verrät  an  allen  Stellen  den  tüchtigen  Mathematiker  iä^t 
kann  den  Fachgenossen  aufs  angelegentlichste  empfohlen  werden. 

E.  Jabnkb. 


E.  Sehwerlng.     lOO  Aufgaben    aus   der  niederen  Geometrie  n» 
vollständigen  Lösungen.     Mit   104  Abbildungen.     Zweite   verbess« 
Auflage.     Freiburg  i.  B.   181)  9,  Herder.      168  S.     M.  2,00. 
Der  Besprechung  der  ersten  Auflage  hat  Ref.  wenig  hinzuzufBgen.    >V  ie 
vorauszusehen    war,   hat  die   schöne   Sammlimg   grofsen  Anklang   gefunden. 

Die  neue  Auflage  unterscheidet   sich  von  der  ersten  durch  eine  klei 
Sammlung  von  Übungen,  die  als  Anhang  beigegeben  worden  sind. 

E.    JA.HNKS. 


E.  Rudert,     Grundlagen  au  einer  Geometrie  der  Kugel  nach  Grof^^- 
manns  Auadehnungslehre.     Abhandlung  zum  8.  Jahresbericht  der  X^-  _ 
städtischen  Realschule  zu  Leipzig.    1899.    44  S.  ■ 

Der  Verf.  entwickelt  in  der  vorliegenden  Prograramarbeit  die  Geometrie 

des    sphärischen   Dreiecks  mit  Hilfe   der    G  r a  f s  m  a  n  n  sehen  Methode.     Um^ 


an  Mg^ode. 
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^"ses  immerhin  bescheidene  Resultat  zu  erlangen,  hat  der  Verf.  einen  von 
dem  Orafsmannschen  ahweicbenden  Apparat  von  Benennungen  und  Be- 
melmangen  nötig,  der  auf  den  ersten  dreizehn  leiten  mitgeteilt  und  be- 
gründet wird. 

Ref.  ist  der  Meinung,  dafs  es  im  Interesse  der  Verbreitung  der  Orafs- 
mannschen  Ideen  liegt,  an  dem  wunderbaren  und  so  wohldurchdachten 
Aufkü  der  Aosdehnungslehre ,  vorläufig  wenigstens,  nicht  zu  rütteln  und 
wrfden  Ton  Grafsmann  selbst  geschatfenen  Fundamenten  wirkt ieh  neue 
Resultate  zu  entwickeln.  E.  Jahnke. 


h  Alexaildroff.  Probldmea  de  geomötrie  ölömentairo  groupf^s  d^aprdfl 
lea  mötbodes  i  ©mployer  pour  leur  rösolution»  Traduit  du  russe, 
sar  la  siiieme  edition  par  D.  Aitoff.  Paris  1899,  A.  Hermann.  154  p. 
Ähttlich  wie  in  dem  bekannten  Buch  von  J.  Petersen  sind  auch  hier  die 
Aufgaben  nach  den  Methoden,  die  zu  ihrer  Lösung  führen,  geordnet.  Während 
»b«r  jeues  nur  eine  verhältnismllfsig  geringe  Anzahl  von  Problemen  enthält, 
bietet  die  vorliegende  Sammlung  nahe  an  tausend  Aufgaben  und  Lehrsätze. 
Jedei  Kapitel  beginnt  mit  einer  Darlegung  der  Methode  (geometrische  Drter, 
Alinlichkeit,  Umkehrung  des  Problems,  Geometrie,  Translation,  Rotation, 
Inversion,  Anwendung  der  Algebra  auf  die  Geometrie),  sodann  folgen  die 
volUttndigen  Lösungen  einer  grofsen  Reihe  typischer  Probleme,  und  hieran 
fidiÜftfäen  «ich  zahlreiche  ßbungsaufgaben.  Als  ein  lehrreiches  Beispiel,  wie 
der  Vprf.  den  Schüler  zum  Lßsen  von  Aufgaben  anleiten  will,  mag  auf  die 
Ai;fgabe:  „Ein  Viereck  aus  den  Winkeln  und  Diagonalen  zu  krmstniiereu" 
besonders  hingewiesen  werden. 

Ret  kann  die  Sammiung  der  Aufmerksamkeit  der  Fachgenoasen  warm 
empfehlen.  E.  Jaunke. 

K.  Herrmaun.  ElemeBtarmetlliodigchQ  Behaadlung  der  Logarithmen 
md  ihrer  Anwenduiigeu  für  SenüBare,  GymxiaBien,  BealBChQlen, 
techniache  LehranatalteD  und  zum  Selbstunterrichte.  Gotha  1899, 
F-  Thienemann.      63   S.     M.   1,20. 

Vorliegende  Arbeit  ist  von  eineru  Seminaristen  für  Seminaristen  ge- 
•tbrieben  und  darf  als  ganz  branclibar  bezeichnet  weitien.  Wenn  der  Verf. 
fli'rigens  von  „der  unendlichen  Basis  <^"  spricht  oder  an  anderer  Stelle  be- 
"*'^Ptet:  „Mit  Ausnahme  der  dekadischen  Einheiten  sind  alle  irrational", 
so  suul  dies  wohl  nur  schiefe  Ausdrücke,  die  in  einer  neuen  Auflage  zu 
''«ffleiden  sein  würden.  E.  Jahnke. 


^^  ^Oth,     Anfangsgründe    der    Zahlen-    und    Baumgröfsen- Lehre. 

^  Auftrage  der  fmberen  Küaiglich  Preufsischen  General -Inspektion  der 

^H  n'^^^ö    ^"'"i     "^*^    Zustimmung    der    jetzigen    Königlich    Preufsischen 

^^  yeaeiaj-lnspeküon  der  Fufs- Artillerie   zum  Gebrauche   als  Leitfaden  bei 

^''^   mathematischen  Unterrichte  in  den  Regiments- Schulen  der  Artillerie, 

r^^e  2ur  Benutzung  beim  Selbstunterrichte.    Fünfte  Auflage.  Hannover, 

^^Uü  1899,  C.  Meyer  (Gustav  Prior).    300  Ö.    M,  3,00. 
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„Das  vorliegende  Lehrbuch  ist  in  erster  Linie  für  den  Unterricht  an 
den  Regiment*ischulenj  also  für  Erwachsene  bestijnmt,  von  denen  der  gröfsei"« 
Teil  nur  geringe  Vorkenntnisse  im  praktischen  Rechnen  mitbringt  und  doch 
in  der  Zeit  von  sechs  Monaten^  hei  wöchentlich  acht  Unterrichtsstundeu 
eine  sichere,  abgeschlossene  Grundlage  in  der  Zahlen-  mnd  Raumgrufsen- 
lehre  erlangen  soll."  Diesem  Zweck  entsprechend  weicht  die  gewählte  Dar- 
stelluDgsweise  von  der  in  den  Schulbüchern  üblichen  nicht  unerheblich  ab, 
insbesondere  muJste  vielfach  auf  Strenge  in  der  Ableitung  von  Sätzen  ver- 
zichtet w^erden. 

Das  Buch  besteht  aus  zwei  Teilen,  der  Zahlenlehre,  wo  die  Grund- 
rechnungen,  die  Verhältnisse  und  Proportionen,  die  bürgerlichen  Rechnung»» 
arten,  die  Potenzen  und  Wurzeln  behandelt  werden,  und  der  Geometrie,  wo 
die  Planimetrie  und  Stereometrie  (Erldürung  der  wichtigsten  Körperformen 
und  Berechnung  der  Körper)  gelehrt  wird. 

Auch  für  andere  als  Regimentsschulen  brauchbar  sind  die  zahlreich 
eingestreuten  Übungsaufgaben  des  ersten  und  des  zweiten  Teils.  Gerade 
ihres  militärischen  Gewandes  halber  möchte  Ref.  die  Aufmerksamkeit  der 
Herausgeber  von  Aufgabensammlungen   auf  sie  gelenkt  haben. 

Bemerkenswert   ist   auch    der  Anhang,    wo    das   Abstecken    von    Liaieiu 
und  Winkeln  im  Gelände  beha adelt  wird  und  einige  einfache  Aufgaben  dei 
Vermessungskunst  gelöst  werden.  E.  Jajinke. 


F.  0.  Oatlfs.     Fünfstellige  voRständige  logarithnuBche  und  trlgonc 
metrisch.©  Tafeln.     Zum  Gebrauche   für  Schule  und  Praxis.     60.  An 
Halle  a.  S.   1899,  E.  Strien.     1GG  + XXXIV  S.     M.  2,50. 
Vorliegende  Auflage  ist  gleichlautend  mit  der  22.  und  allen  folgend.« 
Auflagen,  ausgenommen  die  Tafeln  XII  (Dimensionen  des  Erdsphäroids)  u^ 
XIII  (Naturkonstanten),    wo    die  Ergebnisse    der    neuesten    UntersuchuB 
berücksichtigt  worden  sind.  E.  Jahnke. 


F\  0.  (Jaiirs.     YieTBtellJge  logarithmisch-trigonometriBChe  Handteki. 

für  Desimalteilung    des   Quadranten.     Zweite  Auflage.     Halle  a.. 

1899,  E.  Strien.    7  S.    M.  0,80. 

Von  der  Erwägung  ausgehend,  dal's  die  Genauigkeit  vierstelliger 
rithmen  für  zahlreiche  logarithmische  Rechnungen  als  ausreichend 
ißt^  hat  sich  der  verdiente  Verfasser  der  fünfstelligen  Logarithmentafel 
achlossen,  ebenfalls  eine  vierstellige  Tafel  herauszugeben.  Die  imiere  Eil 
richtung  der  letzteren  ent^spricht  dm-chaus  derjenigen  der  ersteren,  iasheeoM 
dere  ist  auch  diese  behufs  Erleichtening  der  Interpolation  mit  möglicbJ 
vollständigen  Proportionaltäfelcheu    versehen. 

Für  die  äiifsere  Einrichtung  ist  vorzugsweise  der  Gesichtspunkt  ma/j* 
gebend  gewesen,  das  so  überaus  lästige  Blättern  entbehrlich  zu  mache»» 
Dies  wird  dadurch  erreicht,  dafs  man  die  sechs  Seiten  der  Tafel  der  LSüi^ 
nach  von  einander  trennt  und  nach  Art  der  Generalstabskarten  auf  Leinwar»* 
oder  Papptafeln,  die  durch  Leinwandfalze  mit  einander  verbunden  sind,  klet»^ 
Die  Erläuterungen  (Seite  7)  werden  auf  der  Rückseite  der  Leinwand  od^ 
Pappe^  und  zwar  auf  der  Rückseite  der  ersten  Seite  einen  Platz  ündeu  könn«**' 
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Wegen  der  DezLmalteilung  des  Quadranten  wird  die  so  überaus  haad- 
lidD«  Tafel  vorläulig  an  den   Schulen  nicht  verwendbar  sein. 

E.   Jahnke. 

('.  Rohrbaeh.      Vierstellige     logarithmiBCh-trigonoiiietriaohe    Tafeln 
aebit  einigen  phj^ikalifloheii  und  astrononüaclien  Tafeln,  für  den 

Gebrauch  an    höheren  Schulen.      Zweite,    durchgesehene    und    vermehrtö 

Auflage.     Gotha   1899,  Thienemann.     36   8.     M.  0,60. 

„Die  Einrichtung  der  Tafel  ist  dem  seit  Bremikers  sechsstelliger  Tafel 
(1852)  allgemein  eingebtirgerten  Muster  nachgebildet  mit  nur  einigen  leicht 
erkennbaren  Abweichungen,  unter  denen  die  Anfügung  einer  Spalte  mit 
d«r  Übtrsohrift  10  die  hauptsächlicliste  ist;  sie  erleichtert  durch  Erhöhung 
der  Sminetrie  die  Ühersicht  und  vor  allem  die  Interpolation,  da  man  nicht 
pnötigt  ist,  zur  Bildnng  der  Differenz   in   die  folgende  Zeile  überzugehen." 

Die  neue  Auflage  unterscheidet  sich  von  der  vorhergehenden  durch 
eine  Tafel  für  Jg  9in  und  kfftf  der  ersten  5  Grade  mit  dem  Intervall  von  0^01*, 
welche  die  goniometrische  Haupttafel  (Intervall  0^*)  nunmehr  vollständig 
frgMizt,  während  für  die  Freunde  der  Minut^nteilung  die  entsprechende 
ilterc  Tafel  beibehalten  ist.  Ebenfalls  neu  sind  einige  dreistellige  Loga- 
nthmentäfelchen  sowie  eine  kleine  Tafel  für  Potenzen  und  Wurzeln. 

Angehängt  ist  der  zweiten  Auflage  auch  eine  graphische  Darstellong 
i«  Verlaufes  der  goniometriachen  Funktionen.  E.  Jajinke. 


H>  Bafdt.  Lehrbuch  der  Elementarmathematik«  Planimetrle<p  Arith- 
metik, Trigonometrie  und  Stereometrie,  Fensum  biü  zur  Einjahrig- 
Freiwilligen-Prüfung  ttir  höhere  Schulen  und  zum  Selbstatudium.  Leipzig 
1899,  M.  Hesse.     253  S.     M.  2J0. 

„Es  ist  mir  wohl  bewuCst,"  heifst  es  in  der  Vorrede,  „dafs  das  vor- 
liegende Buch  vom  streng  wissenschaftlichen  Standpunkte  aus  in  einzelnen 
Hinkten  anfechtbar  ist.  Man  darf  aber,  raeine  ich,  in  der  Schulmathematik 
iüerin  nicht  zu  üngstlich  sein  und  mufs  sich  hüten,  aus  wissenschaftlichen 
B«denken  dem  Schüler  unverständlich  zu  werden.  Man  soll  immer  im 
^Qge  behalten,  dafs  unsere  Schulen  keine  Universitäten  sind,  und  dafs 
a»»thematisch-philosophische  Grübeleien  die  Schüler  eher  verwirren,  als  ilinen 

Indem  sich  Referent  diesen  Ausführungen  durchaus  anschliefst,  kann 
*"■  nicht  unihin^  den  Wunsch  auszusprechen,  dafs  der  Verf.  in  einer  zweiten 
Auflage  seinen  Standpunkt  noch  schärfer  zur  Geltung  bringen  möchte.  Das 
^diiel  des  mathematiachen  Unterrichts  besteht  im  Lösen  von  Aufgaben. 
Weses  Ziel  kann  nicht  oft  genug  betont  werden;  nur  so  wird  es  möglich 
••lö,  den  oben  gerügten  Fehler  zu  venneiden  und  Fragen  aus  dem  Untemcht 
^''■nischeiden,  die  sehr  wohl  in  einen  Logikkaikül,  keineswegs  aber  in  den 
•^ttciiiatischen  Anfangsunterricht  gehören. 

Uef.    begnügt  sich,    in  Bezug  auf  Einzelheiten  des  Lehrbuchs  folgende 
"^^merkungen  anzuknüpfen; 
^t^   Verf.  hat,  wie  schon  viele  vor  ihm,  bei  der  Inhaltsberechnung  die  irra- 
^P**Alen  Zahlen  mit  Recht  bei  Seite  gelassen.     Die  Kreisberechuung  scheint 

An-hi*  dar  Muthematik  uud  Pbyilk      IJI.  Rcthc.    I.  13 
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auf  den  ersten  Blick  etwas  zu  knapp  gehalten,  doch  ist  im  trigonometrisc 
Teil  der  Berechnung  von  7t  ein  Paragraph  gewidmet. 

Was  die  einführenden  Abschnitte  in  die  Planimetrie  anbelangt,  so  hStte 
Ref.  gewünscht,  dafs  der  Verf.  die  Hilfsmittel  der  Drehung  und  den  Sym- 
metriebegrüf  nicht  verschmäht  hätte. 

Durchaus  zu  billigen  ist  die  Einführung  einer  grofsen  Zahl  von  Abkür- 
zungen, einer  Art  mathematischer  Stenographie,  welche  die  schrütliclie 
Wiedergabe  von  Beweisen  und  Konstruktionen  erleichtert. 

Der  arithmetische  Teil  ist  gut  gelungen,  doch  würde  man  in  einer 
zweiten  Auflage  auf  die  Paragraphen  über  Kubikwurzel ausziehuug  gern  ver- 
zichten. 

Aus  dem  trigonometrischen  Teil  ist  hervorzuheben  das  Fehlen  der 
Additionstheoreme,  so  dafs  der  geometrische  Formelapparat  nur  ein  be- 
schränkter  ist.  Hiermit  läfst  sich  der  Verf.  die  Gelegenheit  entgehen,  den 
Schülern  an  einem  bedeutenden  Beispiel  den  fundamentalen  Unterschied 
zwischen  Identitäten  und  Bedingungsgleichuiigen  klar  zu  machen.  Füi'  den 
Tangentensatz  wird  ein  hübscher  Beweis  beigebracht,  der  dem  Ref.  unbe- 
kannt war.  Der  Beweis  führt  unmittelbar  zum  Ziel,  ohne  den  Weg  über 
den  G  aufs  sehen  Doppelsatz  zu  nehmen. 

Endlich,  die  Behandlung  des  steroometrischen  Teile  erscheint  dem  Ref. 
durchaus  angemessen.  Vielleicht  entschliefst  sieh  der  Verf.  in  einer  neuen 
Auflage  dazu^  die  Anschaulichkeit  der  Figuren  durch  den  Kontrast  starker 
und  schwacher  Linien  zu  erhöhen. 

Von  den  angeführten  Mängeln  abgesehen,  kann  Ref.  das  Buch  den 
Fachgenossen  warm  empfehlen.  E.  Jaunke. 


I 


E.  Särehinger  und  Y.  Estel.     AnfgabeoHÄmmlimg  für  den  Bechen 

Unterricht  in  den  UnterklaBsen  der  Oynmasien,   Bealgymnasienac: 
nnd  Bealschnlen.     Erstes  Heft:  Die  4  Gniudrechnungsarten  mit  gahzen  ,jm 
einfach  und  mehrfach  benannten  Zahlen.     89   S.     Zweites  Heft:  Fnirh  — 
rechnung.      102  S.     Drittes  Heft:  Schlufsrechnung.     Prozent-,  Zins-  un»^ 
Diskonh-echnung.     70  S.     Zweite  verbesserte   Auflage.      Leipzig    189^^ 
B.  a  Teubner. 
Der  Vorrede  zur  zweiten    Auflage    entnehmen   wir   folgende  Angabea^^ 
Bei  der  Neubearbeitung   der  Sammlung   ist  neben   dem  eigentlichen  Zwei 
des  Reehenunterrichts  besonders    die  Forderung   bemcksichtigt  worden,    di 
der    Unterricht    im    Zahlenrechnen    dorn    Unterricht    in    der  Algebra    vorr 
arbeiten  habe.     Ferner  ist  die  dezimale  Schreibweise  der  deutschen  Münzi 
Mafse  und  Gewichte  bereits   in   der  8e3cta   eingeiiihrt  und   dementsprech« 
die   Dezimalbruchrechnung    der  Itechnung    mit   gemeinen   Brächen   voran 
stellt  worden.     Aufgaben    in    Form    von    einfachen    Gleichungen    finden    s 
an  allen  passenden   Stellen   des  Buches,   ebenso    eingekleidete  Aiifgaben,    <3ä< 
sofort  zum  Ansatz  einer  solchen  Gleichung  fükren,  so  dafs  auf  diese  Weis"^ 
der  Schüler  zur  Benutzung  dieses  wichtigen  Hilfsmittels  der  Mathematik  axt  — 
geleitet    wird.      Nach   jedem    wichtigen    Abschnitt    ist    ein    Paragraph    m'^ 
Wiederhol  ungsbeispiclen  eingeschaltet,  die  sich  zu  schriftlichen  Uausarbeiteix^ 
eignen.     Ebensowenig  wie  in  der  ersten  Auflage   sind  Regeln   im  Wortlaut 
gegeben  oder  abgeleitet  worden,  doch  wird  dem   Schüler  das  AnÖind^^^g^ 
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selben  darcU  kurze  Hinweise  und  passende  Fragen  erleichtert.  überall 
finden  sich  eine  gröfsere  Anzahl  leichter  Aufgaben,  die  sich  für  das  Kopf- 
rwken  eignen.  Die  zweit«  Auflage  enthält  ungefähr  WOi)  Einzclaufgaben 
mokr  ah  die  erste.  E.  Jahnke. 

J,  ü«ter.     MathenLatisches   Fonuelbuch    für   höhere   Unterrichtsan- 

Btalten.     Neu  herausgegeben  von  E.  Arndt.     4.  Auflage.     Berlin  1891), 

M.  Rockenstein.     58  Ö.     M.  0,90. 

Die  Detersche  Sammlung  ist  im  Auftrage  der  Verlagsbuchhandlung 
von  dem  Herausgeber  einer  durchgreifenden  Umarbeitung  unterzogen  worden, 
ti  ift  so  ein  Buch  entstanden,  das  sich  durch  übi^rsichtliche  Anordnung 
and  Vollständigkeit  in  den  Formeln  in  gleicher  Weise  auszeichnet.  Den 
Uwrgang  zu  der  höhereu  Mathematik  vermitteln  die  Kapitel  über  die  un- 
«ndlichen  Reihen,  die  anal}üsche  Geometiie  der  Ebene  und  des  Kaumes, 
»wie  die  Gnindformeln  der  Differential-   und  Integralrechnung. 

Referent  kann  die  Sammlung  empfehlen,  E.  Jaeinke. 


ßliser.    Stereometrie.     Mit  44  Figuren.    Leipzig  1899,  Göschen.     126  S. 
M.  0,80. 

Der  Verf.  bietet  in  dem  vorliegenden  Werkchen  eine  dui-ch  meist 
kltren  und  knappen  Ausdruck  ausgezeichnete  DarsteUnng  des  gewöhnlichen 
stereometrischen  Pensums.  Der  erste  Abschnitt  handelt  von  den  Punkten, 
gnaden  Linien  und  Ebenen  im  Baume,  Der  zweite  Abschnitt  bringt  die 
illgemeinen  Eigenschaften  der  bekanntesten  Flächen  und  Körper.  Be- 
merkenswert ist  hier  das  Kapitel,  welches  dem  Dreikaiit  und  dem  sphärischen 
I^ieck  gewidmet  ist.  Beigegeben  sind  diesem  Kapitel  eine  gröfsere  Zahl 
Ton  Lehrsätzen  und  Aufgaben.  Der  diitte  Abschnitt  *mdlich  bezieht  sich 
*^  die  Bezeichnung  von  Körpern  und  FUiehen.  Besonders  ausführlich  wird 
hier  d&s  Prismatoid  behandelt.  Es  wird  gezeigt,  dals  die  Priamatoidtbrmell 
öicht  blofs  auf  die  eigentlichen  Prismatoide  beschränkt  ist. 

Allen  drei  Abschnitten  sind  eine  grofso  Zahl  von  Aufgaben  augehäagt, 
*^*lche  das  Werkchen  recbt  brauchbar  machen.  E.  Jafiske. 


'*••  Hessi^llberg.  Ebene  und  spharisehe  Trigonometrie.  Mit  G9  ein- 
^d  zweifarbigen  Figuren.  Leipzig  1899,  Oöscheo.  165  S.  M.  0,80. 
Der  Verf.  hat  seine  Aufgabe,  in  dem  engen  Rahmen  nicht  bloft  alle 
I^^^^tigen  Formeln  mitzuteilen,  sondern  auch  die  Grundgedanken^  auf  welchen 
P*^^lben  beruhen,  klar  darzustellen  und  den  Zusammenhang  derselben,  ihre 
^***etitung  und  Anwendbarkeit  hervorzuheben^  vortreölich  gelöst. 

Der  erste  Teil,  die  ebene  Trigonometrie,  umfafst  das  rechtwinklige 
p**^  schiefwinklige  Dreieck,  die  Additionstheorerno  der  trigonometrischen 
**uktionen,  die  Anwendung  der  Additionstheoreme  auf  das  schiefwinklige 
^^^eck  und  die  Berechnung  der  Vierecke.  In  Bezug  auf  den  iu  §  IG,  8.  53 
^^g'^beaen  zweiten  Beweis  der  Additionstbeorerae  ist  zu  bemerken,  dafs  der- 
*oe  keineswegs  „in  Vergessenheit  geraten"  ist,  sondern  vieltach  an  Schulen 
K^öbt  wird 
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Der  zweite  Teil,  die  sphärische  Trigonometrie,  umfafst  das  recht- 
winklige und  schiefwinklige  aphilrische  Dreieck.  Die  Darstellung  läfet  die 
Analogie  zwischen  den  Entwicklungen  der  sphärischen  und  ebenen  Trigoao> 
metrie  klar  hervortreten. 

Der  dritt«  Teil  endlich  bringt  Berechnung  und  algebraische  Anwen* 
dang  der  trigonometrischeu  Funktionen,  und  zwar:  elementare  Berechnmif 
derselben,  den  Mo ivr eschen  Satz,  unendliche  Reihen  und  Produkte  zur  Dar- 
stellung der  trigonometrischen  Funktionen  und  die  Unaformung  logarithmisch 
nicht  berechenbarer  Ausdrücke  durch  Hilt'swinkel.  Besonders  interessant 
ist  das  elfte  Kapitel  mit  der  Überschrift:  Der  Moi  vre  sehe  Satz.  Um  den 
Kern  desselben  schari"  herauszuschälen,  führt  der  Verf.  den  Begriff  des  Vek- 
tors ein,  entwickelt  die  Gesetze,  nach  denen  mit  Vektoren  zu  rechnen  ist, 
und  weist  den  Moivr eschen  Satz  als  einen  Spezialfall  derselben  nach. 

Ref.  benutzt  diese  Gelegenheit,  um  diejenigen,  welche  sich  über  das 
Rechnen  mit  Vektoren,  mit  besonderer  Anwendung  auf  die  Formeln  der 
Trigonometrie,  weiterbilden  wollen,  auf  die  Arbeit  von  Herrn  Caspary 
(Applications  des  mefchodes  de  Grasamann;  vecteurs  dans  le  plan;  definitions, 
praprietes.  Nouv,  Ann.  (3)  XVIII,  1899)  hinzuweisen. 

Ein  Anbang  enthält  Übungsbeispiele,  und  zwar  mehrere  wertvolle  Tafeln 
für  rechtwinklige  und  schiefwinklige,  ebene  wie  sphärische  Dreiecke,  sowie 
20  Textaufgaben.  E.  Jahnk£. 

(••  Eeiuliertz.     Geodäsie.     Einflihrung  in  die  wesentlichsten  Aufgaben  der 
Erdmessung  und  der  Landesvermessung.     Mit  66  Abbildungen.     Leipzig 
1899,  Göschen.      179  S.     M.  0,80. 
Das  Büchelchen  ist  dazu  bestimmt,  in  weiteren  Kreisen  für  die  wissen- 
schaftlichen und  technischen  Aufgaben  der  Geodäsie  Interesse  zu  erwecken- 
Unter   Berücksichtigung  der   historischen   Entwicklung  giebt   der   Verfasser" 
eine    übersichtliche   Darstellimg    der    allgemeinen   Aufgaben    und    Methode: 
der   Vermessungskimde.      Die    Schrift    zerfallt    in    fünf  Abschnitte.      I.  Dio 
Gmudaufgaben  der  Erdmessung  und  der  geodätischen  Bestimmungsmethodea - 
IL  Die   wichtigsten   geodätischen  Instnmiente   und  ihr  Gebrauch.      HI.  Die 
exakten  Gradmessungstriaugulierungen  zur  Bestimmung  der  Erddimensioneii. 
IV.  Die  Landesvermessung.     V.   Die    spezielle   Untersuchung    der   Erdfigitr- 
Die  klar  und   anregend   geschriebene  Schrift  wird   sicherlich    manchem 
Anregung  geben,   die    Fortschritte   des    deutschen    Landesverme^ungswea«B8 
und  die  Ergebnisse  der  Erdmessung  zu  verfolgen.  £.  Jahkke. 


E.  Dupoirq.     Fremiera  pnaoipes  de    g^om^trie    moderne  k  l*uflage 
des   «dldves   de    mathämatiquea   speciales   et   des   candidata   k  la 
lioenee  et  k  Tagr^gation.     Paris  1899,  Gauthier- Villars.    160  p.    3  fr 
Das  Werk    ist    zwar    in   erster    Linie   für  die    Schtiler   der  classes  de 
niathematiques  speciales   bestimmt.     Doch  wird  es  jedem   von  Nutzen  sein, 
der  in  die  Methoden  der  modernen  Geometrie  eingeführt  zu  werden  wfinachi 
Um  dem  Studierenden  Gelegenheit  zu  geben,    die  auseinandergesetzten  Me- 
thoden   sofort   selber    zur  Anwendung  zu    bringen,  hat    der  Verfasser    eine 
grofse  Zahl  der  verschiedensten  Aufgaben  behandelt,  die  meist  den  conconn 
der  letzten  Jahre  entnommen  sind. 
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So  wird  als  eine  Anwendung  der  homographischen  Transtoraiation  die 
folgrode  Aufgabe  behandelt:  Etant  donnee  nne  coniqiie  1\  soit  M  im  point 
arbitraire,  et  soient  P  et  Q  les  poiiits  de  contact  des  tangentcs  menees  de 
J!f  i  y.  Le  cercle  cürconscrit  au  b'iangle  MPQ  coupe  T  en  deux  autres 
poiate  P'  et  Q\  tels  que  le  pale  3f'  de  P'Q'  pur  rapport  a  T  soit  sur  le 
cerd«  oonsidere.  Nous  allons  montrer  que  lea  points  M  ei  M\  et  les 
dem  foyers  reels  (ou  les  deux  foyers  imaginaires)  de  T  sont  quatre  pointe 
d'un  meme  cercle.  (Probleme  propose  en  1891  au  Concours  d'admission  a 
l'Ecole  Normale.)  Als  eine  Anwendung  der  quadratischen  Transformation 
dient  die  Äuigabe:  Trouver  le  lieu  du  quatrieme  point  commun  a  deux 
'  paraboles  drconscrites  a  un  triangle  donne  ei  dont  les  axes  fönt  entre  eux 
UD  aagle  donue.  (ProWenie  propose  en  1874^  au  Concours  dWmission  a 
l'Ecole  PolytechniquB.) 

Wie  schon  der  Titel  verrät,   erhebt  das  Werk   nicht  den  Anspruch  auf 
^oUstÄndigkeit.     Es  umfafst  6  Kapitel      In  Kupitel  I  betont  der  Verfasser 
den  analytischen    Charakter    der    modernen   Geometrie^    welcher    durch    die 
Einführung   des  Imaginären    bedingt,   ist,   und    giebt   einige    einführende  Be- 
merkungen   über   die   Verwandtschaften    der    Figuren.     Kapitel    11    imd    III 
«ind  der  Theorie   der   homographischen    und    correlativen  Transformation    in 
der  Ebene    wie    im    Räume    gewidmet.      Ln  Kapitel    IV    und   V   werden    die 
H&üpteigenschaften   der  Kegelschnitte    und    Flächen    2.  Ordaung    untersucht. 
Ina  letzten  Kapitel  (VI)  tindet  mau  Auwenduagen  der  homographischen  und 
korrelativen  Transformationen,  eine  geometrische  Untersuchung  der  Inversion 
'lod  der  analiagmatischen    ebenen   Kurven    und    interessante  Entwickelungen 
üt>er  die  ebenen  quadratischen  Transformationen.     Der  Verfasser  giebt  zum 
Schlafs    eine    rein    geometrische   Darlegung    der    Lieschen    Transformation, 

ßdie  Geraden  und  die  Kugeln  mit  einander  verknüpft. 
ngefa&ngt  ist  eine  wertvolle  Sammlung  von   70  Übungsaufgaben   und 
tzen.     Unter   diesen   befinden    sich   eine  Reihe  jener  hübschen   Sätze, 
die   moderne   Dreiecksgeometrie   dem   Veri'asser    verdankt.      Referent 
'»«guügt   sich    aus    den   Eiercices    den   folgenden   Satx   hei-vorxuheben :    Etant 
^ioxiBe  an  hexagone  12  34  56  inscrit  a  une  coniquc,  les  points  5,  6,  (15,  26\ 
H(l6,  25),  (35,   46),  (36,  45)  sont  sur  une  meme  conique. 
^V         Zum    Schlufs    möchte    Referent    noch    zu    Kapitel  V    eine    Bemerkung 
^■bachen.     Hier  behandelt  der  Verfasser   als  Anwendung    der  vorangehenden 
Bbtoiicklungen   das   Problem,    den   achten    Durchschnittspankt  dreier   Ober- 
Äohan  zweiter  Ordnung   zu   finden.      In   Bezug   auf  die   citierte   Litteratur 
ist  zu  bemerken,    dafs   eine    einfache   Konstruktion    des     achten   Schniti- 
P^inktes,  d.  h.  eine  Konstruktion,  wo  nur  der  Schnittpunkt  einer  Ebene  mit 
ein*r  Geraden    und    die    durch    einen    Punkt    und    eine    Gerade    bestimmte 
*^«afi  benutzt  wird,  von  Herrn  F.  Caspary  (Journal  f.  d,  reine  und  angew. 
^*Jju  XCIX,  128—130)  gegeben  worden  ist.  E.  Jahnkb. 


Burkhard!.     Fmiktioiieiitheoretisohe  Vorleaungen.     Zweiter  Teil. 
EUipüscfae  Funktionen.     Leipzig  1899,  Veit  &  Comp.     XVI  und  373  S. 

Da«   in  der  Überschrift  genannte  Werk  ist   mit   grofser   Sachkenntni* 
J^*<^hrieben  und  trägt  vor  allem  den  neueren  Theorien  ausgiebig  Rechnung. 
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Es  zeichnet  sich  durch  Allgemeinheit  vuad  Eleganz  der  Metboden  aus.  Der 
behan(!eUe  Stoff  ist  eio  sehr  iimfangreipber.  Die  Theorie  der  doppelt- 
periodischen  Funktionen  wird  auf  doppeltem  Wege  abgeleitet,  zunächst  auf 
Oruiidlapp  der  Weierstrafs sehen,  dann  der  Jai-o bischen  F'unktioneu.  Die 
Integraltheorie  ist  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  entwickelt.  Es 
werden  die  allgemeinon  elliptischen  Integrale  auf  den  entsprechenden 
Rituiiann sehen  FlSchen  untersucht,  die  Reduktion  des  Integrales  1.  Gattung 
auf  die  versf^biedenen  Normalforaien  gegeben  imd  das  Uinkebrproblcra  in 
allgemeiner  Gestalt  entwickelt.  Die  Theorie  der  Modulsubstitationen  fiihrt 
/ur  linearen  Transfonnation  der  verschiedenen  eingeführten  Funktionen, 
sowie  zur  Theorie  der  Modulfunktioneo ,  von  denen  in  erster  Linie  der 
Modul  des  Normali ntegi'ales  erster  Gattung  und  die  Invariante  /  behandelt 
werden.  Hieran  schliefst  sich  in  naturgemiifser  Weise  das  spezielle  Teilung»- 
und  Transformationsproblem.  Der  allgemeinen  Teilung  und  Ti-ansformation 
nebst  komplexer  Multiplikation  ist  ein  eigener  Abgchuitt  gewidmet. 

Neben  diesen  soeben  angedeuteten  Theorien  finden  sich  aber  noch 
andere  raehi*  spezielle  Gegenstände  bebandelt  vor,  wie  Abbildungsatifgaben, 
Ausartungen  der  elliptischen  Transcendenten ,  sowie  Realitiitsverhältnisse 
und  n\unerisehe  Berechnungen  «lerselben.  Anwendungen  auf  Geometrie, 
Mechanik  und  die   Ficard  sehen  DitTerentialgleicbungen  schliefsen  das  Werk. 

Schon  diese  flüchtigen  Bemerkungen  zeigen,  wie  umfangreich  der  be- 
handelte Stoff  ist.  Erwägt  man,  dafs  derselbe  auf  370  Seiten  verteilt  ist, 
so  ist  klar,  dafs  die  einzelnen  Theorien  nicht  gleichmäfsig  eingehend  be- 
handelt sein  können.  Der  Herr  Verfasser  bringt  mehrfach  nur  einige  aU- 
pemeine  Sätze,  die  zur  Orientierung  dienen  sollen,  ohne  aber  einen  Äbschlufs 
herbeizuführen.  Da  Litteraturangaben  fehlen  und  die  Darstellung  eine- 
kurze, nicht  immer  einfache  ist,  so  macht  sich  dieser  Umstand  bisweileoi 
recht  störend  bemerkbar.  M.  Krause. 

Jos.  Leilgftlior,      G^ometrlBcho    Wahrscheinlichkeitsprobleme.      Pro   < 

gramuT   des    Kgl.   alten    Gymnasiums    zu    Würzburg   für   das    Schuljah_d 
189H— 1899.     Würzburg  189(1,  Universitäts-Buchdruckerei.      62   S. 
Das  erste,   alles  bis  dahin    auf  dem  Gebiete   der  geometrischen  Wal 
scheinüchkeit  Geleistete    zusammenfassende   Buch   war  das    von  E.  Czube 
Geometrische  Wahrscheinlichkeiten  und  Mittelwerte  (Leipzig  1884).    Refere: 
hat  es  im  30.  Bande  der  Zeitschrift    f.  Math.    n.  Phys.,  Hist.- litter.    Abt^tj 
S.  24 — 27  angezeigt  und  die  Gelegenheit  benutzt:,  ein  noch  nicht  vei-öffs] 
lichtes   Vorlesungsbeispiel   von    Gaufs    mitzuteilen.     In    dem    Czuberscl^ 
Buche   ist  die  Behandlung   beinahe   regelmäfsig   so,  dafs  das    Eintreffen 
wisser  Ereignisse  mit  dem  Flächenraume  gewisser  Figuren  verglichen  wiy-^ 
und  dafs  also  die  Wahrscheinlichkeiten  im  Verhältnisse   jener  Flächenr&annaB 
stehen.     Nur  ausnahmsw^eise  bei  dem  IX.  Probleme,  die  Herstell barkeit  ein^a 
Dreiecks  aus  3    gegebenen  Seitenlängen   betreffend,   sind  Eörperinhalte    vc^m 
Tetraedern  die  Vergleichsgebilde.     An  diese  Aufgabe   anknüpfend,  hat  Her^ 
Lenganer  in  seinem  lesenswerten  Programme  durchweg  den  tThergang  vo:m 
der   Ebene  zum  Räume  vollzogen  und  regelmäfsig  gewisse  KörperrSume  al  ^ 
Sinnbilder    von   Wahrscheinlichkeiten    benutzt.      Die   erste   in    dieser    Weis« 
bebandelte  Aufgabe  ist  die  von  der  Heratellbarkeit  eines   Dreiecks  atis  dr^» 
gegebenen  Seiten,  die  letzte  die  von  der  HersteEbarkeit  eines  Dreiecks  ans 
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einer  Seite,  dessen  Gegenwinkel    und  dem  Winkel    zwischen   zwei  Medianen 
willkUrlich  gegebenen  Stücken.  M.  Cantor. 


R.  Niemeyer.      Die  Zahlemkunst.      EL.  Teil.     Das   Reelinen   mit  ganzen 
Zahlen.     1.  Fortsetzung.      Dortmund    189  ff,    im    Selbstverlag    des   Ver- 
fassers,    81   S. 
In  den  beiden  früheren  Heften,  welche  Bd.  44  der  Zeitschr.  f.  Math.  u. 
Phys,  Histor.  Litter.   Abtlg.  S.  122 — 123   angezeigt  wurden,  hat  der  Ver- 
fväser  ein  drittes  Heft  ober  das  Bruchrechnen  in  Aussicht  gestellt.     Er  hat 
sich  inzwischen    anders   besonnen    und    eine  Fortsetzung   des   zweiten    Teiles 
Tom  Rechnen   mit  ganzen  Zahlen   eingeschoben,  ja  sogar  diese  Fortsetzung 
uls  erste  bezeichnet«  so  dals  noch  mehrei-e  folgen  können.     Gleichwie  früher 
lifet  Herr  Niemeyer  eine  grofse  Bolesenheit  und  eine  Neigung  zu  philoso- 
phischen Erörternngen  erkennen,  welche  das  geschichtlich  Gegebene  ziemlich 
frei  erganzen.     Die   vorhandenen   römischen   Rechenbretter  z.  B.,   an   deren 
.\lter  Altertumskenner  von  Fach  nie  gezweifelt  haben,  sollen  dem   12,  oder 
13,  Jahrhundert  angehören  (S.  41).     Das  Linienrechnen  in  Dentsehiand  war 
Theorie,    nicht  Praxis  (S.  65).     Die  Einmaleinstafel    des   Nikoraachus  ist 
nur  fälschlich  für  eine  solche  gehalten  worden  (S.  78).     Wir  fürchten,  Herr 
A'iemeyer  habe  sich  in  solchen  Aufserungen  mehr  als  gut  von  seiner  Phan- 
^ie  leiten    lassen.     Gegen    eine  Stelle   (S.  45)    müssen  wir   geradezu  Ver- 
•»^ahrung  einlegen.     In  unserer  Gesch.  Mathem.  V*\   632   steht  keineswegs, 
*»Pr    chinesische    Suanpan    stamme    erst   aus    dem    13,  Jahrhundert.,   sondern 
flttr.»  dafs  die   sogenannten    wissenschaftlichen  Ziffern   nicht  vor  1240  nach- 
weisbar sind.     Im   übrigen  wird  ein    vorsichtiger  Leser  auch  in  dem  neuen 
Hefte  Wissenswertes    finden^    welches    Schriftstellern    entnommen    ist,    von 
Welchen    wir    wenigstens    keinen   Gebrauch    gemacht   hatten,   bevor  wir   sie 
liier-  angefahrt  fanden.  M.  Cantor. 

P^t*itz  Kött.er.     Bemerknngen    mu    F.  Elein'B    und    A.  Sommerfeld*« 
Bnoh:    Über  die  Theorie    des   Kreiaelfl»     Berlin    189 J*,    Mayer    nnd 
Müller.     26  8.     gr.  8».     M.  1,00. 
Das  Buch  von  P.  Klein  und  A.  Sommerfeld:  „Über  die  Theorie  des 
Krciwls",  von  welchem  bisher  zwei  Lieferungen   erschienen  sind,   gehört  zu 
interessantesten  Erscheinungen   der   neueren   mathematischen  Litteratur. 
'"Be  b««chiftigt  sich  fast   ausschliefslich   mit   der  Theorie   des   symmetinschen 
^^iseis.     Die  Bewegung  des   unsymmetrischen   Krei.'rels   wird   nur  nebenher 
^hwiddt     Anfser   der    ziemlich  vollständig   erledigten   Theorie  des  kräfte- 
freiea  Kreisels   werden  nur  der  Hefssche  Fall    sowie    die   von  Staude  be- 
^'^chteten  permanenten  Drehungen   um   eine  vertikal  aufgerichtete  Axe  des 
Körpers  eingehend    besprochen.      Dagegen    wird    der   integrable   Fall^    mit 
**lchem  die  Namen  der  Frau  von  Kowalevski  und  des  Herrn  F.  Kotier 
vwknüpft   sind,    nur    voiübergehend    gestreift.     Bei    dieser  Gelpgenheit 
len  über  die  Bestrebungen  einer  Reihe  von  Mathematikern  Urteile  ans- 
ehen,   die    der  Verf.  nicht  ftlr  richtig  hält,  und  dip  auf  ihr   richtiges 
*•&  zaxückzafQhren  Zweck  seiner  Schrift  ist. 

Der  Verf.  erweist  sich  auch  hier  als  ein  Meister  der  Darstellung.    Die 
'^'^fl   kann   jedem    empfohlen    werden ^    der    von    dem    derzeitigen    Stund 
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der     Theorie     des     Kreisels     schnell     ein     klares     und     scharfes     Bild     ge- 
winnen   will. 

Besonders  interessant  sind  die  Stellen,  wo  der  Verf.  auf  die  vielfachen 
Deziehiingen  des  Werkes  zu  den  üntersucliungen  von  Herrn  F.  Caspary 
hinweist.  „Leider  scheinen  die  Untersuchungen  von  Caspary  den  Verfassern 
unbekannt  geblieben  zu  sein;  denn  trotz  mancher  Ohereinstimmung  und  Be- 
ziehung werden  dieselben  an  keiner  Stelle  des  Werkes  von  Klein  und 
Sommerfeld  citiert.  So  hat  z.  B.  Caspary  das  bekannte  Jacobische 
Theorem  über  die  Zusammensetzung  der  Kreiselbewegung  aus  zwei  Poinsot- 
Bewegungen  mit  Hilfe  der  Formeln  für  die  Zusammensetzung  der  Parameter 
komponierter  Bewegungen  abgeleitet.  Mit  diesem  Beweise  stimnat  nun  in 
allen  wesentlichen  Zügen  der  zweite  der  beiden  Beweise  überein,  welche 
die   Herren  Klein  und  Sommerfeld  für  das  besagte  Theorem  geben" 

Jahnke. 

H.  Poincar*^.  Thdorie  du  potentiel  newtonien.  Le^-ions  professecs  a 
la  Sorbonne  peadant  Ic  premier  semestre  1894 — 1896.  Redigees  par 
E.  Leroy  et  G.  Vincent.     Carre  et  Naud  1899,  Paris.    366  p.     14  fr. 

In  neuerer  Zeit  ist  die  Schwierigkeit,  sich  über  die  neuesten  Fort- 
schritte einer  Theorie  zu  orientieren,  stetig  gewachsen.  Es  hat  sich  daher, 
besonders  in  Frankreich,  die  Praxis  immer  weiter  verbreitet,  dafs  die  be- 
deutenden Mathematiker  ihre  oft  in  viele  und  schwer  zugängliche  Zeit- 
schriften zerstreuten  Abhandlungen  zu  einem  Buch  verarbeitet  herausgeben. 
Diese  Praxis  wird  besonders  dankbar  empfunden  bei  der  in  der  Geschichte 
der  mathematischen  Wissenschaften  fast  einzig  dastehenden  schöpferischen 
Produktivität  H.  Poincares.  Im  vorliegenden  Falle  haben  es  zwei  seiner 
Schüler  übernommen,  die  von  ihrem  Lehrer  an  der  Sorbonne  gehaltenen. 
Vorlesungen  über  Potentialtheorie  herauszugeben. 

Das  Werk  zerfällt  in  neun  Kapitel:  die  drei  ersten  enthalten  die  all- 
gemeinen Eigenschaften  des  Potentials  und  die  Theorie  der  Kugelfunktioneo 
nebst  Anwendungen,  die  übrigen  handeln  von  dem  Dirichletschen  Problem, 
dessen  Lösung  durch  den  Verfasser  in  gnmdlegcnden  Untersuchungen  weiter- 
geführt worden  ist. 

Insbesondere  bringt  Kapitel  V  die  Lösung  des  Dirichletschen  Problems 
für  den  Fall  des  Kreisels  und  der  Kugel,  Nachdem  sodann  im  nächsten 
Kapitel  die  Doppelbelegungen  eingehend  untersucht  worden  sind,  setzt 
der  Verf.  in  Kapitel  Vll  seine  „balayage"-Metbode  auseinander,  welche  auf 
dem  Satze  beruht,  dafs  man  die  Wirkung  von  Mafsen  auf  einen  äufseren 
Punkt  durch  diejenige  einer  einfachen  Oberflächenbelegung  ersetzen  kann. 
Vermöge  dieser  Methode  sucht  der  Veri'asser  zu  einem  strengen  und  alJ- 
gemeuien  Beweis  des  Dirichletschen  Prinzips  zu  gelangen.  Hierauf  (Ka- 
pitel Vni)  wird  die  Neumannsche  Methode  zur  Lösung  des  Dirichlet- 
sehen  Prinzips  dargelegt.  Zwar  steht  diese,  vom  Standpunkte  der  Allge- 
meinheit,  der  Poincare sehen  Methode  nach,  doch  bietet  sie  den  Vorteil, 
die  Existenz  der  betreffenden  Funktion  dadurch  nachzuweisen,  dafs  sie  die- 
selbe wirklich  zu  konstruieren  gestattet. 

Im  letzten  Kapitel  endlich  sucht  der  Verf.  der  Neuraann sehen  Methode 
die  gröfstmögliche  Ausdehnung  zu  geben.     (Vgl  nachstehendes  Referat,) 

E.  Jahnke. 
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A.  Iura.  Iialirbiioh  der  Potentialtheorie.  Allgemeine  Theorie  des 
Potentials  und  der  Poteotialfunktionen  im  Baume.  Berlin  1899,  F. 
Dllmmler.     XIV  4-  415  S,     M.  9,00. 

Das  yorliegende  Lehrbuch  der  Potentialtheorie  besteht  ans  zwei  Ah- 
scJuiitten,  die  von  wesentlich  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  bearbeitet 
worden  sind.  Der  erste  (Teil  I  bis  III)  soll  zur  Einflihning  in  die  Poten- 
tidtieorip  dienen,  der  zweite  (Teil  IV  und  V)  reicht  bis  zu  den  Fragen, 
welche  gegenwärtig  die  Mathematiker  auf  diesem  Gebiet*  beschäftigen.  Um 
beide  Zwecke  zu  vereinigen,  hat  sich  der  VerL  so  geholten,  dafs  er  einige 
t^nterenchnngen  in  Teil  I  bis  IH^  welche  fdr  die  erste  Einftihrung  in  die 
Theorie  nicht  vonnöten  sind,  in  kleinerem  Drnck  beigefügt  oder  in  beson- 
deren Anmerktmgen  am  Schlüsse  des  Buches  gegeben  hat. 

Nachdem  im  ersten  Abschnitt  die  allgemeinen  Eigenschaften  der 
Potentiale,  die  Theorie  der  Kugelfunktionen  und  die  Grundlagen  der  Theorie 
d€r  Potentialfunktionen  auseinandergesetzt  sind,  beschäftigt  sich  der  Verf. 
ÜD  zweiten  Abschnitt  mit  der  Integration  der  Laplace sehen  Differential- 
^'«'ichang  and  mit  den  bisher  aUgemeinsten  Lösungen  des  elektrostatischen 
nnd  hydrodynamischen  Problems. 

Um  eine  Vorstellung  von  dem  Inhalt  dieses  Abschnittes  zu  geben, 
^caillgt  es,  die  Arbeiten  zu  nennen,  auf  welchen  sich  die  Untersuchungen 
^«sselben  aufbauen.  Es  sind  die  folgenden:  C.  Neu  mann:  Über  die  Methode 
^^  arithmetischen  Mittels  (Leipz.  Her,  1870);  H.  Poincare:  La  methode 
de  Neomann  et  le  probleme  de  Diricblet  (Acta  math.  1895);  H.  A. 
Schwarz:  Über  einen  Grenzübergang  durch  ein  alternierendes  Verfahren 
(Vierteljalirsschrift  der  naturforscL  Ges.,  Zürich  1870);  Ä.  Ljapounoff: 
Sxir  certaines  <|uestions  qui  se  rattachent  au  probleme  de  Diricblet  (Joum. 
de  math.   1898). 

Eigene  Untersuchungen    bringt    der  Verf.   in  Teil  IV   bei.     Poincare 
hat    nämlich    die    Neuraannsche    Methode    für    eine    beliebig    geschlossene, 
Ttetig  gekrümmte,  einfach  zusammenhängende  Fläche  a  und  für  Randwerte 
f  bewiesen,  die  mit  allen  Ableitungen  auf  o  stetig  sind,  aber  unter  folgenden 
beiden  Voraussetzungen:    l)  Es   miifs   die  Existenz   der   gesuchten  Funktion 
bereits  auf  irgend  eine  andere  Weise  gesichert  sein.    2)   Es   müssen   Trans- 
formationen existieren,  welche  den  Innonranm  der  Fläche  ta   in  den  Innen- 
rauin  einer  Kugel,  den  Aufsenraum  von  m  in  den  Aufsenraum  dieser  Kugel 
rearwandeln.    Der  Verf.  zeigt,    dafs    in    einem    allgemeinen    Fall    die    Neu- 
tttannsche    Methode    unabhängig   von    der    ersten    Po  ine  areschen    Voraus- 
«etimig    gilt,    und    dafs    sich    gerade    in    diesem    Fall    die    in   der    zweiten 
'^^''ocareschen  Voraussetzung    geforderten    Transformationen    wirklich    an- 
g'«ten  lassen.  E.  Jahnke. 


"    ^lith.     Theorie    und  Anwenduiig    der   Elementarteiler.     Leipzig. 
Teubner,  1899,     XVI  +  236  S. 

L  Ich  möchte   zunächst  kurz  angeben,   von   welchen  Gesichtspunkten  aus 

^^n   an  die  Beurteilung  des  Buches  gehen  könnte.     Ich  halte  den   Stoff,  den 

'^*^    Muth  sich   zui-  Behandlung  gewählt  hat,    für   einen   ziemlich    spröden; 

%«igt  sich  das,  wie  mir  scheint,  vor  allem  darin,  dafs  es  sich   im  wesent- 

ÄH  tun  eine  Frage  handelt;  ungefähr  drei  Viertel  des  Buches  (S.  1  — 159, 
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S.  173 — 187)  beschäftigen  sich  entweder  unmittelbar,  oder  vorbereitend,  oder 
folgernd  mit  der  Ableitung  der  charakteristischen  Bedingungen  fÄr  di© 
Äquivalenz  bilinearer  Können.  Hierbei  stehen  natürlich  im  Mittelpunkt  def 
Interesses  die  beiden  Theoreme,  deren  erstes,  1868  von  Weieratrafs  ge- 
fundenes, die  Frage  für  ordiniire  Formenscharen  beantwortet,  und  derea 
siweites,  1890  von  Kronecker  veröffentlichtes,  sich  auf  singulüre  Formea- 
scharen  bezieht.  Bei  aller  Bewunderung,  die  man  den  Originalbeweiaen 
zollen  mufs,  ist  doch  nicht  zu  verkennen,  dafs  die  in  ihnen  eingeschl^enen 
Bahnen  nicht  die  direktesten  und  übersichtlichsten  sind.  Daher  haben  sich 
ja  auch  viele  Forscher  mit  der  Neuableitung  jener  Resultat«  beschäftigt; 
und  Herrn  Frohen  ins  ist  es  gelungen,  in  elegantester  Art,  auf  rationalem 
Wege  das  Weierstrafssche  Ergebnis  zu  beweisen.  Für  das  Kronecker- 
sehe  Theorem  ist  ein  ähnlicher  Abschlufs  noch  nicht  eiTeicht;  für  seine  De- 
duktion mufs  noch  der  nicht  sehr  übersichtliche  und  recht  mühsame  Weg 
beibehalten  werden,  den  der  Autor  uns  gab.  Und  deshalb  darf  man  wohl 
die  Frage  aufwerfen,  ob  jetzt  schon  die  geeignete  Zeit  für  eine  solche  Mono-' 
graphie  gekommen  war. 

Die  beiden  angeführten  Bedenken  könnte  man  gegen  die  Berechtigung 
eines  Buches  über  Elementarteiler  geltend  machen.  Ich  möchte  von  ihnen 
absehen  und  mich  auf  den  Boden  der  vorliegenden  Publikation  stellen.  Über 
seinen  Inhalt  habe  ich  schon  Andeutungen  gegeben;  es  sollen  hier  einig« 
genauere  Angaben  darüber  folgen. 

Nachdem  in  §  1  die  Definition  und  die  allgemeinen  Eigenschaften  ded 
Elementarteiler  gegeben  sind,  wird  in  §  2  ein  wichtiges  Hilfsmitte!  für  di( 
weiteren  Untersuchungen,  das  von  Herrn  Frobenius  eingeführt«  symbolisch 
Rechnen  mit  bilineßrcn  Formen,  behandelt.  Die  nächsten  drei  Paragraphe"? 
beschäftigen  sich  mit  der  Äquivalen?.  von  Systemen  ganzzahliger  Elemente! 
solcher  Systeme,  deren  Elemente  ganze  Funktionen  einer  Veränderlichen  sine 
und  solcher  Systeme,  deren  Elemente  binlire  Formen  gleichen  Grades  sin  ^ 
Durch  diese  letzten  Untersuchungen  ist  die  Äquivalenzfrage  für  Forme 
scharen  erledigt  und  der  berühmte  Weierstrafssche  Satz  wird  auf  de 
von  Herrn  Frobenius  eingeschlagenen  Wege  gewonnen.  Derselbe  Sa^ 
wird  in  §  6  ein  zweites  Mal  auf  dem  von  Weierstrafs  selbst  beschritte! 
Wege  hergeleitet.  Daran  schliefst  sich  in  §  7  der  Nachweis,  dafs  Form« 
scharen  bestehen,  deren  Determinanten  vorgeschriebene  Elementarteüer 
sitzen;  und  hierauf  gründet  sich  dann  eine  Klassifikation  von  bilinea. 
Formenscharen,  die  von  n  variablen  Paaren  abhängen.  Für  «=^1,2,; 
werden  die  Normalformen  angeführt.  Alles  Bisherige  bezog  sich  auf  o 
näre,  d.  h.  auf  solche  Foraienscharen,  deren  Determinante  nicht  iden 
verschwandet;  jetzt  im  §  8  folgt  die  Krone ckersche  Behandlung  der 
duktion  einer  singulären  Schar  von  l)irmearen  Formen,  und  es  treten  zu 
Weiersfcrafsschen  Invarianten,  nümlich  den  Elementarteilern,  für  singxil 
Formen  noch  die  Krone ckerschen  Invarianten,  d.h.  gewisse  Zahlen,  weic?^. 
die  Grade  von  bestehenden  Relationen  angeben.  —  Hiermit  ist  zunoda 
die  allgemeine  Theorie  beendet,  und  die  abgeleiteten  Sätze  werden  nun 
die  Untersuchung  besonderer  Formen  benutzt.  In  §  9  handelt  es  sich 
symmetrische  imd  alternierende,  in  §  10  um  kongruente,  in  §  1 1  um  aJ»>l 
liehe  und  duale  Formen.  Bei  allen  diesen  werden  Begriff  und  Bedingungi^fl 
der  Äquivalenz  festgestellt,  und  das  Klassifizierungs-Prinzip  wird  vi 
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lg  von   symmetrischen  bilinearen   ku   quadratischen   Formeo   ist 

itörÜch    UD'i    naheliegend.      Es    folgen    nun    AnwPndiingf^n,    deren    Vortrag 

dan'h  die  Wiedera^ifhahme  der  Theorie   in  §   15  nnterbrochen  wird;    dieser 

Pmpraph  legt,  die  Stickelbergerschen   Resiiiltate  über   lineare  Elemontar- 

tffiler  dar      Und  am    Schliisse   wird   kurz    die  Erweiterung  der  eingeführten 

Begriffe    gemäfs    He nsel scher    Untersuchungen    bei    Systemen    aus    ganzen 

oder  gebrochenen  Funktionen   eines  Körpers   angegebf^n.     Die   Anwendungen 

beriehen  sieh  in  §   12  auf  die  lineare  Transformation  der  bilinearen  Formen 

b  ikh  selbst,    in  §    13   auf  orthogonale    und    ryklische   Formen,    in  §   14 

definite  Formen;  diese  Anwendungen  sind  algebraischer  Nator.     Tn  §  16 

eine  analytische  Anwendung  besprochen,  nfimJlich  die  Integration  eines 

firrtems   linearer    Differentialgleichungen     rait    konstanten    Koeffizienten;    in 

§  17  endlich  folgt   als  geometrische  Anwendung  die  Klassifikation  der  Kolli - 

aratinnen  in  einem  Räume  beliebig  hober  Dimension. 

Schon  aus  diesen  Angaben  orsiebt  man,  dafs  der  Verfasaer  alles  für 
«in  Thema  Wesentliche  beigebracht  hat.  Dieser  Eindruck  wird  noch  er- 
böht  durch  die  Lektüre  der  Einleitung  des  Bucbes  und  bei  der  Durchsicht 
'T  reichlich  gegebenen  Litteraturaachweise.  Gleichwohl  drängt  sich  hier 
Üc  Frage  auf,  ob  nicht  eine  gewisse,  übrigens  wohl  erklilrliche  und  durch- 
aus nicht  unberechtigte  Einseitigkeit  die  Arbeiten  des  Henm  Frobenius 
Mderen  Forschungen  gegenüber  zu  stark  bevonsugt  habe.  Meiner  Meinung 
awh  hätten  sich  manche  anderen  schönen  Untersuchungen  und  Beweise,  z.  B. 
solche  von  Gundelfingcr,  Hensel,  Klein  ii.  s.  f,  in  dem  Muthschen 
wke  ganz  gut  ausgenommen. 

Die  Disposition    des  Buches    ist    sachgemüfs    und    also  gut.     Die  Dar- 
liang  nach  der  Richtung  auf  Präzision  und  Klarkeit  zeigt  sich  als  durch- 
anerkennenswert.   An  manchen  Steüen  wllre  vielleicht  eine  etwas  gröfsere 
'ite  angebracht  gewesen;   so  hätte   unter  anderem   die   Reproduktion   der 
roneckerschen   Herleitimgen  einige  Zwischenbetrachtungen   und  Zwischen- 
rechnungen    recht    wohl    vertragen;    und    das   Verständnis    dürfte    dabei    ge- 
wonnen haben- 

Leider  ist  das  Studium  des  Werkes  durch  eine  Reihe  von  Äufserlieh- 
keit€n  gestört.  Dahin  gehören  die  in  überströmender  Fülle  vorkommenden 
Druckfehler.  Häufig  treten  sie  sinnsti^rend  auf  (S.  54  „steigend"  statt 
.»fallend";  S.  78  „ungleich"  statt  „gleich");  mitunter  sind  sie  aus  dem  Ori- 
ginalaafsatze  ffbemommen  (S.  102,  Z.  3  v.  u.  „/>"  statt  „C";  S.  103,  Z.  15 
V.  o  „y  — (f*  statt  „ä  — /').  Dahin  gehört  eine  Änderung  in  der  Bedeutung 
von  Buchstaben;  am  schlimmsten  ist  dies  mit  /jj,  t%  die  von  S.  70  ab  plötz- 
licb  andere  Gröfsen  bezeichnen  als  vorher  und  auch  später  nachher  von 
'^^  Hl  ab;  aber  auch  Wendungen  „setzt  msm  >l=— A"  (S.  140)  müfsten 
I  ''^JTiüeden  werden.  Bei  Rückverweisen  wäre  die  Seitenangabe  erwünscht; 
I  ^'  ^7o  „Theorem  XX"  zu  citieren  reicht  für  schnelle  Orientierung  nicht  aus. 
'^ahin  gehört  endlich  auch  der  gar  zu  sorglose  Stil;  „Elementarteiler  hat  das 
LJO'^tein  keine"  S.  1 Ü5,  S.  1 32  und  Ahnliches  wird  manchen  Leser  peinlich  berühren. 
|B  Fast  mochte  ich  mich  ent8chuldig<*n  solche  Kleinigkeiten  den  grofaen 
'  7  ^Hiensten  des  Werkes  entgegenzxisetzen.  Aber  einmal  können  diese  durch 
Joöe  nii-ht  geschmälert  werden^  imd  feraer  darf  der  Leser  doch  auch  ver- 
gen,  dafs  sein  ästhetisches  GefElhl  einige  Berücksichtigung  finde. 

E.  Netto, 
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i.  Aufgaben  und  LelirBätze. 
Aufgaben  über  Fufspunktkurven. 

1,  Werden  aus  einem  festen  Punkte  0  Lote  gefÄllt  auf  die  Tangent* 
/  und  die  Normale  «  eines  Punktes  M  der  gegebenen  Kurve  C,  so  be- 
schreiben deren  Fufspuskte  T,  beöebungsweiM  Ny  wakresd  M  die  Kurve  C 
durchläuft.,  neue  Kurven  Cr,  Cs  Die  erste  heilst  die  Pafspunktkurve  von 
C  in  Bezug  auf  den  Pol  0;  Cs  ist  dann  die  Fufspunktkiirve  «ier  Evolute 
von  C  in  Bea:ug  auf  den  nämlichen  Pol. 

Man  kann  die  Entstehung  der  Kurven  noch  in  anderer  WeiBc  auffassen. 
Dem  Rechteck  OTMN  kann  ein  Kreis  K  umschrieben  werden;  die  der 
Punktgesamtheit  von  C  ent«prechenden  Kreise  bilden  einen  Kreisbüschel  mit 
O  als  Zentrum.  Cr  ist  das  Erzeugnis  des  Kreisbüschels  K  mit  dem 
Strahlenbfechel  OJ,  Cy  das  Erzeugnis  desselben  Kreisbflschels  mit  dem 
Strahlenbüschel  ON-^  die  Zuordnung  von  Kreisen  und  Strahlen  ist  durch 
die  Kurve  C  bestimmt 

Diese  Auffassung  erweist  sich  als  der  analytischen  Behandlung  forderlich. 

Ist 

die  Qleichung  von  ü,   bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  SjBtem   mit    dem  üi^ 
spiiuig  Ol  sind  jr>  ^  die  Koordinaten  von  üt,  so  ist 

I*  -h  n*  —  ^1  —  Pfl  ^  0 
die  Gleichung  des  Kreises  JT, 

die  Gleichung  de«  Strahls  OT, 

die    Gleichung    des    Strahls    OX.       ICthin    ist    die    Kurve    Cr    dtirch     du 
Gleichungssystem 
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^I)  1*4-  »/'  — a;|  — t/i/  =  0, 

di«   Kurve   Cy  durch  das  Gleichungssyst^m 


(n) 


bestiinint.      Ihre   Gleichangen  ergeben  sieh  dtirch  Eliminatioii  von  jr,  y. 
Bei   parametriacher  DarstelluDg  der  Kurve  C: 

ist    Cr  durch  da^  Gleichuiigspaar 

^*  +  1/  -  x|  —  ift/  =  0, 

Ca  durch  das  Gleichungspaar 


(!') 


(n«) 


gekennzeichnet,  wenn  dario  x,  y,  dx,  dy   aus  den  Kurvengleichungen   ent- 
nonimen  werden. 

Es  sollen  aus  den  Kegelsübnittslinien  uod  aus  der  Cykloide  abgeleitete 
FuXspunktkun'en    nach    dieser    Methode    bestimmt    und    als    bemerkenswerte 
Beispiele    höherer  Kurveu   diskutiert  werden.      Der  Kreis  ist    dabei    nur   der 
Vollstftndigkeit  wegen  mit  herangezogen. 
A-   Der  Kreis.  0  liegt  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Ebene, 

B.  Die  Parabel.        Oim  Scheitel  der  Parabel, 

C.  Die  Ellipse.         0  im  Mittelpunkte  der  Ellipse. 

D.  Die  Hyperbel.     0  im  Mittelpunkte  der  Hyperbel. 

E-    Die  Cykloide.      0   im   Anfangspunkte    eines   vollstfindigen    Bogens    (in 
einem  Rückkehrpunkte). 
Die    Diskussion    hat    sich    auf   die    Eigenschaften    der    Kurven    zu    er- 
strecken; insbesondere  ist  die  Quadratur  xu  bewerkstelligen.      £.  Czubkk. 


2.  Soient  les  deui  progressions  par  difference,  a  termes  entiers^ 
(A)  1     flj     a, 

(AO  1   V  a; 

On  groupe  les  termes  de  la  progression  (A)  en  prenant  successivement 
1,  a,',  «,',  •  •  •  termes.  Soit  5,  la  somme  de«  termes  composant  le  n* 
groupe. 
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R^ciproquemeot,    on  groupe   leg    termes  de    la    progression    (A')   ea 

prenant  suoceasivement  1,  öj,  «g,  ••*  termes.  Soit  s/  la  sonune  des  ter- 
mes composant  le  »'    groupe, 

Calculer  la  difference  s„  —  5,'.  C.  A.  Laisakt. 


8.   Soit  ABC  xm  triangle;   A\  Ii\  C  saiit  les  points  o«  une  droite 
eoupe  BC\  CA,  AB.     Demontrer  quon  ne  peut  avoir  AÄ'  =  BB'  =  CC\ 

E.  Lemoikk. 


4,  Ein  Quadrat  ABCD,  dessen  Seiten  die  Länge  a  haben,  hat  die 
Seiten  AB  und  DC  vertikal,  AD  und  BC  horizontal,  AD  als  obere  Seit».  ^ 
Ein  schwerer  Punkt  gleitet  reibungslos  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  NuL_^ 
von  A  auf  AB  bis  ku  einem  Punkte  P  zwischen  A  und  B,  von  P  mit  der  ecr-- 
langten  Endgeschwindigkeit  ohne  Verlust  an  Geschwindigkeit  auf  der  Geraden  P  ^ 
weiter.  Wo  ist  P  zu  wählen,  damit  die  Zeit  füj-  den  gebrochenen  We 
A  PC  ein  Minimum  wei-de ?  Wie  verhält  sich  diese  Minimalzeit  zu  d  <^ 
Zeit  des  Äbgleitens  auf  der  Diagonale  AC?  E.  Lajcpe. 


6.  Von   einem   Punkte  P  einer  Ellipse   lassen   sich   drei   Normalen 
sie  zieheu,  deren  Fufspunkte  nicht  in  P  fallen.     Das  Produkt  derselben 


PA\    PiY,    PJV, 


2  Äa'b« 


wenn  a^  b  die  Halbaxen  der  Ellipse,  B  ihr  Krümmungsradius  in  P  ist. 

E    Lampk. 


6,  Ein  homogener  materieller  Körper  von  gegebenem  Volumen  ^ 
hat  die  Form  eines  Kreiseylinders,  auf  dessen  eine  Basisfläche  eine  ü^ulb- 
kugel  gesetzt  ist  Wie  mufs  sich  der  Basisradius  zur  Höhe  des  Cylic»<i«" 
verhalten^  damit  die  nach  dem  Newton  sehen  Gravitationsgesetze  auf 
Massenpunkt  im  Zentriun  der  freien  Basisfl&che  ausgeübte  Anziehung 
liehst  grofs  sei?  Wie  verhält  sich  diese  Maximalatti-aktion  zu  derje« 
einer  Kugel  vom  Kadius  M  aus  derselben  Masse  auf  den  nämlichen  m»^ 
hellen  Punkt  an  ihrer  Oberfläche?  E.  Lampe- 


7,  Etant  done   un  triangle   ABC,  je  trace  les  3  cercles  qui  ont    I««  j 
somets    pour  centres  et  qui  se  touchent  deus  a  deus  aus  points  A\  ß'f    ^ 
de  oontact  du  cercle  inscrit  avec  les  cotes.     D  y  a  deus  ciroonferenoes   <i^ 
touchent  ces  trois  cercles,  soient  Sl  et  Ä'  les  centres  de  oes  deus  ein»»»' 
rences.     Trouver: 


. 
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1**  les  rayons  de  ces  cercles  tangents, 

2"  les  distances  de  Sl  et  de  Sl'  aus  trois  cotes, 

3"  les  distances  ÄSl^  ASl\ 

4"  la  distance  SlSl\ 

5"  Montrer  qua  Ä  et  Sl'  peuvent  s'obtenir  conune  il  suit:  Je  prends  sur 
la  hanteur  partant  de  A  des  points  Ap—at  A'p—a  tels  que  AAp^a 
=  2  (j>  —  a),  Ap—a  etant  en  dehors  du  triangle  et  A'p—a  etant  le 
simetrique  de  Ap—a  par  raport  a  A.  A' Ap—a  contient  Ä,  A'Äp—a 
Gontient  Sl'. 

6"  Montrer  que  SlSl'  passe  par  le  centre  du  cercle  insmt  a  ABC  et  par 
le  point  de  concours  de  AA'^  BB'^  CC  (point  de  Ger  gönne). 

7"  Doner  le  simbole  geometrografique  de  la  construction  simultanee  des  points 

Ä,  Sl'  deduite  de  6°. 
B®   Ecrire   immediat^ment,   au   moyen   de  la  Transformation   continue,    tous 
les  resultats  prec^dents  si  au   lieu  de  considerer  les  cercles  A(p  —  a), 
Ä(p  —  fe),  C(fi  —  c)  de  l'enonce,  on  considere  les  cercles  A{p)y  B{p  —  c), 
C(p  —  6).  E.  Lemoine. 


8.  Demontrer  la  formule 

Za^{a  —  h)  (a  —  c)  {2p  —  36)  (2p  —  3c)  =  165»  (R  —  2r)«; 

en   deduire  immediatement  sans  aucun  calcul 

a«  (a  +  6)  (a  H-  c)  (a  —  6  -f  2c)  (o  —  c  +  26) 
4-  6»  (6  —  c)  (6  -f  a)  (6  +  c  +  2a)  (6  —  o  —  2c) 
4~  c«  (6  —  c)  (c  4-  a)  (—  c  -4-  o  -h  26)  (c  -f  6  -f-  2a)  =  16Ä«(Ä  +  2r«)». 

A>  b,  c  sont  les  trois  cotes  d'un  triangle  dont  &',  li,  i\  Ta  sont  la  surface, 
^e  rayon  du  cercle  circonsmt,  le  rayon  du  cercle  inscrit,  le  rayon  du  cercle 
circonscrit  tangent  a  ^C  et  au  prolongement  des  deus  autres  cotes. 

£.  Lemoine. 


9.    Bein     geometrisch     zu     bestimmen,     von    welcher    Ordnungszahl 
^m  (sin  CD  —  i»)  unendlich  klein  ist.  St,  Jolles. 


•=*• 


10.  Die  Summe  der  unendlichen  Reihe 

V2«+isin»-"  cos"' 
^  2q         2q 

9  =  2 

w  bestimmen.  St.  Jolles. 


Vennischte  Mitteilungen. 

II,  Gegeb«!!  in  der  Ebene  zwei  dreifach  Perspektive  Dreiecke.  M* 
konstruiere  zu  dem  einen  in  Beziehung  auf  die  Seiten  des  andern  die  Lol 
punkte,  wie  sie  von  Herrn  Cwojdzinski  in  seiner  Arbeit  8.  175  dies( 
Doppelheftes  definiert  worden  sind.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  zw 
neue  Dreiecke.  Es  sind  deren  Beziehungen  unter  einander  und  gegen  d 
ursprünglichen  Dreiecke  au  untersuchen.  E.  Jahkss. 


2.  Anfragen. 

1,  Die  unter  den  Namen  „Plückerscbes  Konoid"  „Cylindroid"  (Caj 
ley),  „kubischer  Fächer"  (Schell)  bekannt«  geradlinige  Flftche  dritten  Gnd» 
ist  der  Gegenstand  vieler  geometrisclier  Untersuchungen  gewesen.  Hfii 
d'Ocagne  giebt  in  der  Einleitung  seiner  Abhandlung  auf  S.  159  dies 
Heftes  nur  einzelne  Autoren  an,  die  über  diese  Fläche  geschrieben  habe 
macht  auch  die  betreffenden  Schriften  nicht  namhaft.  Ist  jemand  im  Besii 
einer  möglichst  vollstöndigen  Bibliographie  dieser  Fläche?        E.  Lampe. 


2,  Projiziert  man  eine  auf  dem  Mantel  eines  Kreiskegels  durch  ei 
einfach  geschlossene  Linie  begrenzte  Figur  F  auf  die  Basisebene  des  Kro 
kegeis,  so  ist  der  Inhalt  der  Projektion  gleich  dem  Produkte  aus  dem  1 
halte  der  Figur  J^  und  dem  Cosinus  des  Neigungswinkels  einer  ErzeugeDd 
des  Kegels  gegen  die  Basis.  Spezielle  Fälle  dieses  aus  dem  gleichlautend 
Satze  über  die  Projektion  einer  ebenen  Figur  zu  erschliefsenden  bekannten  Sati 
sind  in  jüngster  Zeit  als  neue  Entdeckungen  ausgegeben  worden.  Wo  | 
derselbe  zuerst  ausgesprochen?  E.  L.\mpe. 


Bezüglich   des  Abdruckes   der  Lösungen   und  Antworten  verweise)^ 
auf  die  am  Anfang  dieses  Doppelheftes  befindliche  „Einfilhrung". 

Die  R« 


Sur  la  r^soktion  de  certaines  ^quations  k  denx  variables 
i  rüde  de  fonctions  rationnelles  et  sur  un  th^oräme  de 

M.  Noether; 

Par  M.  Emile  Picard  ä  Paria. 

l.  Dans  diverses  questions  se  rattaehaut  ä  la  theorie  des  fonctions 
algebriques  de  dem  variables,  ii  y  aurait  interöt  a  savoir  resoudre  le 
Probleme  suivant.  Seit  donne  im  polynome  f  {x,  tfj  e)  bh.  Xj  y,  0,  et 
fomoQs  l'equation 

Est-il  possible  de  satisfaire  identiquement  ä  cette  equation  en  prenant 
[KJur  ^  et  g  des  fractions  rationnelles  de  x?  Ce  probläme  semble  oflfirir 
quelques  dijifictiltea;  en  me  reservant  dy  revenir,  je  veui  presenter 
wulement  ici  quelques  remarques  ä  aon  sujet.  Tout  d'abord  il  nad- 
"»^  p(W  en  genSrfü  de  Solution;  il  snffira,  pour  s'en  convaincre,  de 
coniiderer  tin  cas  particulier  suffisamment  etendu.     Soit  reqnation 

IT  =  a{x)  IT  +  Kx)  (m  >  2) 

oü  0  et  &  sont  des  polynömes  arbitraires  en  x.  On  peut  voir,  comme 
"  »üJt,  qa'il  n'est  pas  poasible  de  satisfaire  ä  cette  equation  en  prenant 
poor  tf  et  z  des  fractions  rationnelles  de  x.  Suppoaons  en  ejfet  que 
^  choue  soit  posaible^  et  posons 


HvD  aora 


.=  'f/6.Z,    tf^-fl'Y, 


(2)  Z"^  ^  ym  _j_  1 

—  D  apres  ies  ^quations  (1),  Y  et  Z  sont  des  fonctions  rationnelles  de 

*(')  ^,  7m.  7^y, 

^^,  dapr^s  une  propoaition  elementaire^  on  peut  trouver  dem  para- 
^^  5  et  »^  lies  par  une  relation  algebrique  irreductible 

que  Ies  quantites  (3)  soient  ibnctiona  rationnelles  de  |  et  tj.    Par 


teile 


^"it^  d«r  MathamatUc  und  Vhytik.    UI.  EeUie.    L 
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fiiOLE  Picahd: 


Bnite  lea  conrbea  (2)  et  (4)  se  correspondent  rationnellement,  de  teile 
Sorte  que  Z  et  Y  sont  des  fonctions  ratioimelleB  de  \  et  n].  Or  si  lee 
poljraömes  a{x)  et  ^(;r)  sont  arbitraires,  il  est  clair  que  ceci  ne  sera 
pas  possible,  et  rimpossibUite  annoncee  est  ainsi  miae  en  evidence. 

"Z,  n  arrivera  eTidemment  que  le  probleme  sera  possible  dans  cer- 
tains  Gas  particuliers ;  etudiona  plus  en  detail  un  cas  tres  smiple  qui 
montrera  la  compleiite  du  probleme.  Je  suppose  que  la  relation  se 
reduise  ä 

z*  =  fix)  ■¥{■!,) 

f  et  F  etant  des  polynömes  du  troisieme  degre  respectivement  en  x  et 
en  y.  Trois  Solutions  apparaissent  immediatement  en  prenant  z  =  0 
et  y  egal  ä  une  racine  de  l'equation  F{tf)  ^  0.  Supposons  qn'il  eiiste 
d'autrea  Solutions  ^  et  ^r  rationnelles  en  X]  on  a 

dy     __  dy     f{x)      dx 
De  la  on  deduit  que  l'integrale  de  premiere  eap^ce 

VFiv) 

se  traneforme,    en  prenant  pour  y  une  fonction  rationnelle   de  ;r, 
r  integrale 

Ii{x)  etant  rationnelle  en  x.  Conime  cette  integrale  doit  etre  ausst  «3.« 
premiere  esp^e^  il  faut  que  E{x)  se  r^uise  a  une  constante,  et  p^"j 
suite  les  fonctions  rationnelles  y  de  x  repondant  ä  la  question  doir^x». 
satisfaire  ä  la  relation 


dy 


=  c4^ 


(5)  ^     

^  ^  VF(s)  Vfix) 

C  etant  une  constante  non  nulle.     Reciproquement  d'ailleurs,   si' 
fonction  rationnelle  y  de  x  satisfait  a  une  teile  relation,  on  aura 

VfWFi^)  =  ^ 
dx 

et  par  suite  b  sera  rationnelle  en  x.  Ij^naümi  (5)  se  renconire  dam 
la  tfieorie  de  la  trafiaformaUvn  des  fonctions  eiiiptiques;  il  est  eyident, 
d'apres  cett«  equation,  que  si  lea  deux  poljnömes  du  troisi^me  degre 
f{x)  et  F{y)  sont  arbitraires,  il  ne  sera  pas  possible  de  determiner 
une  fonction  rationnelle  y  de  x  (ne  se  redulsant  pa^  k  une  eonstaute} 


;  1a  räflolution  de  certaines  ^qaations  ä  deux  variables  etc. 
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nüi&isaiit  aax  conditions  voulues.  De  plus,  en  saivant  la  theorie  de 
la  traMforaiation ,  on  aura  tous  les  polyuömes  associes  f\x)  et  F{y) 
mni  la  propriete  eherchee.  Un  t^as  tres  simple  aera  celni  oü  lea  deux 
polmömea  sout  identiques;  soit 

f{x)  =  4j'^  —  g,x  —  g^. 

^  ee  qni  precede»  oii  coiidut  qu'on  pourra  trouver  sime  mfiiiit<3  de 
foactioM  rationnelles  y  de  ic,  telles  que  reqnation 

^'=/"(^)  •/■(») 

«ODiiera  ponr  r  des  fonctions  rattoimeUes  de  x.  En  deHignant  par  ^.>  (m) 
'*  foiictiüa  elliptiqiue  (avec  les  iiotations  de  Weierstrasaj  correspoudaut 
^^  polyiiöme  /*(x),  posons 

w  etant  im   entier  arbitraire;  y  est  tme  fonction   rationnelle  de  ^  re- 
pondant  &  la  question. 

*•    ßeprenoas  1  equation  consideree  au  no.  1  daus  le  c&s  oü  m  =  2: 

(6)  z'  =  a{x)y*^b{x), 

et  sappQgQjjg  qjjg  ni  tt  ni  ^  ne  Boient  nuls.  On  pourra  ici  satisfaire 
ä  <.'ett^  equation  en  prenant  pour  z  ei  y  des  fonctions  rationnelles  de 
^'  ^Oo8  letablirons  simplement  en  montrant  quon  peut  det«nnmer 
dem   pülynömeB  u  et  v  tels  que 

a{x)  'u'  -\-  b{x) '  V* 

***!'  ^  carre  parfait  Supposons,  pour  fixer  les  idees^  que  a{x)  et  h{x) 
**'^iit  de  degre  pair  2  m,  et  designons  par  fi  le  degre  de  u  et  i'.  Lex- 
't'^ssi^jj^  precedente  est  un  polvnome  de  degre  2  m  +  2/ia;  on  obtien- 
*»  ~\-  IM   conditions  en  ecrivant  qu'il   se  reduit  ä  un   carre  parfait. 


dr^ 


dana  le«  deux  polynömes  u  et  v,  ilya2/t-j-l  coefficients  indeter- 
'^^,  en  sopposant  qu'un  des  coefficients  ait  une  valeur  numerique 
^itraire;  si  donc 

2/i  -|-  1  >  m  +  ^  ou  /i  >  m  —  1, 

pourra  trouver  les  polynömes  u  et  v, 
Le  fait,  que  Ton  peut  trouver  des  fractions  rationnelles  z  et  y  de 


M 


^Ätisfaisant  a  la   relatiou  ((>),   revient  au  fond  k  une  proposition  de 


Nfüther  qui  est  fondamentale  dans  la  theorie  des  surfaces  unicur- 
*^s.  L'illustre  geometre  d'Erlangen  a  conside're  (Math,  Amialen,  tome  III) 


t> 


surfaces    possedant    un    faisceau    lineaire   de    courbes   uniatrsales. 


H^Ls  le  call  oü  ü  n'y   a  qa'um  seule  courbe  mobile  de  rencontre  du 
^*ÄC€att  lineaire 


p^xg  =  0 
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ayec  la  surface  envisagee,  il  etablit  d'abord  que  la  surface  correspi 
birationnellement  soit  ä  une  surface  regl^  d'ordre  n  avec  droite  i 
tiple  d'ordre  n  —  1 ,  soit  ä  une  surface  d'ordre  n  avec  droite  muH 
d'ordre  n  —  2.  Dans  ce  demier  cas,  qui  seul  presente  quelques  c 
cultes,  M.  Noetber  considere  particulierement  le  cas  oü  la  sectioi 
la  surface  par  un  plan  arbitraire  contenant  la  droite  multiple  d'o 
n  —  2  est  une  conique  indeeomposable,  et  il  etablit  qu'alors  la  sur 
est  unicursale,  en  chercbant  sur  la  surface  une  courbe  unisecant* 
cette  conique.  Or,  ä  notre  point  de  vue,  nous  pouvons,  en  pla 
convenablement  la  droite  multiple,  et  faisant  sur  z  une  transforma 
lineaire  immediate,  mettre  l'equation  de  la  surface  sous  la  forme 
et  le  Probleme  de  M.  Noether  revient  a  la  resolution  de  Tequatioi] 
dans  les  conditions  indiquees;  on  en  d^duit  immediatement  que  la 
face  est  unicursale. 

Paris,  10  de'cembre  1900. 


Mathematische  Probleme. 

Vortrag,  gehalten  aaf  dem  intematioualeu  Mathematiker-KoagrefB 
iu  Paria  1900. 

Von  D.  HiLBERT  in  Göttingfin. 

AuB  den  Naciirichten  der  K.  GeeellBcliafl  der  WisaeuBchaften  zu  GÖtfcingen. 
M»th.-phy8.  Klaaae.     1900.     Heft  a.     Mit  Zusätzen  des  Verfassera. 

(FortBetzung.) 

Wir   haben   bisher  lediglich   Fragen   über  die   Grundhtgett   mathe- 

matiscker  Wissenszweige   berücksichtigt.     In  der  That  ist  die  Bescbäf- 

tigaig  mit  den  Grundlagen  einer  Wissenschaft  von  besonderem  Reiz,  und 

*•  wird  die  Prilfimg  dieser  Grundlagen  stets  zu  den  vornehmsten  Auf- 

K»DeD  des    Forschers    gehören.     ,,Das   Endziel'*,    so    hat    Weierstrafs 

eifiniÄl  gesagt,   „welches   man   stets   im  Äuge  behalten  muTß,   besteht 

^rin,  dals    man   über  die  Fundamente  der  Wissenschaft  ein   sicheres 

'■'fteil  zu   erlangen   snche"   .  .  .  „Um   überhaupt   in   die   Wissenschaften 

^imadringen ,    ist    freilich   die  Beschäftigung  mit  einzelnen   Problemen 

•merliüslich.''     In  der  That  bedarf  es  zur  erfolgreichen  Behandlung  der 

ürniidlagen   einer  Wissenschaft  des  eindringenden  Verständnisses  ihrer 

^pezieUen  Theorien;  nur  der  Baumeister  ist  im  stände,  die  Fundamente 

^  ein  Gebäude  sieher  anzulegen,  der  die  Bestimmung  des  Gebäudes 

'^t  im  einzelnen  gründlich  kennt.     So  wenden  wir  uns  nunmehr  zu 

speziellen  Problemen  einzelner  Wissenszweige  der  Mathematik  imd  be- 

"cksichtigen  dabei  zunächst  die  Arithmetik  und  die  Algebra. 


7.  IrrationaUtät  und  Transzendenz  bestimmter  Zahlen. 
Herrn ites  arithmetische  Sätze  über  die  Exponentialfunkticm  und 
Ihre  Weiterführung  durch  Lindem  ann  sind  der  Bewimderung  aller 
iöath€niati8cher  Generationen  sicher.  Aber  zugleich  erwächst  uns  die 
Aufgaijß^  auf  dem  betretenen  Wege  fortzuschreiten,  wie  dies  bereits 
^  Hurwitz  in  zwei  interessanten  Abhandlungen  „Über  arithmetische 
*^^g^iiBchaften  gewisser  transzendenter  Funktionen'*^)   gethan  hat.     Ich 


1)  Mathematische  Äimalen.    Bd.  22  imd  32. 
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ayec  la  surface  envisag^,  il  etablit  d'abord  que  la  sorface  correspond 
biratioimellemeiit  soit  ä  une  surface  regime  d'ordre  n  avec  droite  mul- 
tiple d'ordre  n  —  1 ,  soit  ä  une  surface  d'ordre  n  avec  droite  multiple 
d'ordre  w  —  2.  Dans  ce  demier  cas,  qui  seul  presente  quelques  diffi- 
cultes,  M.  Noether  consid^re  particulierement  le  cas  oü  la  section  de 
la  surface  par  un  plan  arbitraire  contenant  la  droite  multiple  d'ordre 
n  —  2  est  une  conique  indecomposable,  et  il-  Etablit  qu'alors  la  sur&ce 
est  unicursale,  en  cherchant  sur  la  surface  une  courbe  unisecante  de 
cette  conique.  Or,  ä  notre  point  de  yue,  nous  pouyons,  en  pla9ant 
convenablement  la  droite  multiple,  et  faisant  sur  e  une  transformation 
Unfaire  imm^diate,  mettre  l'equation  de  la  surface  sous  la  forme  (6), 
et  le  Probleme  de  M.  Noether  revient  ä  la  resolution  de  l'equation  (6) 
dans  les  conditions  indiquees;  on  en  deduit  imm^diatement  que  la  sur- 
face est  unicursale. 

Paris,  10  decembre  1900. 


Mathematische  Prohleme. 

Vortrag,  gehalten  auf  dem  iDtematioiialen  Mathematiker-Kongrers 
TU  Paris  1900. 

Von  D.  HiLBERT  in  Gottingen. 

Am  den  Nachrichten  der  E.  OeBellschafl  der  WiBsenBchaften  zu  Gßttingen. 
Math.-phys.  Klasse.     1900.    Heft  3.    Mit  Zusätzen  des  Vcriassera. 

(Fortsetzung.) 

Wir    haben  bisher   lediglich   Fragen  über  die   Grmullaffen  mathe- 
öiatischer  Wissenszweige    berücksiehtigt.     In  der  That  ist  die  Beechäf- 
^^ung  mit  den  Grundlagen  einer  Wissenschaft  von  besonderem  Reix^  und 
'  w  irird  die  Prüfung  dieser  Grandlagen  stets  zu  den  vornehmsten  Auf- 
leben  des    Forschers    gehören.     ,,Das   Endziel'',    so    hat    Weierstrafs 
Ltuunal   gesagt,    „welches    man    stets   im   Auge  behalten  mufs,    besteht 
'lann,  dals    man   über  die  Fundamente  der  Wissenschaft  ein  sicheres 
'-'^il  zu   erlangen   suche"  .  . .  ,,Um   überhaupt   in  die   Wissenschaften 
einzudringen,    ist    fi-eilich   die   Beschäftigung  mit  einzelnen   Problemen 
■^^Häfslich/*     In  der  That  bedarf  es  zur  erfolgreichen  Behandhmg  der 
^'^Uidlagen   einer  Wissenschaft  des  eindringenden  Verständnisses  ihrer 
speziellen  Theorien;  nur  der  Baumeister  ist  im  stände,  die  Fundamente 
"«*    «in  Gebäude  sicher  anzulegen,  der  die  Bestimmung  des  Gebäudes 
*®Iost  im  einzelnen  gründlich  kennt.     So  wenden  wir  uns  nunmehr  zu 
speziellen  Problemen  einzelner  Wissenszweige  der  Mathematik  und  be- 
^^^Icßichtigen  dabei  zunächst  die  Arithmetik  und  die  Algebra. 


7.  Irrationalität  nnd  Transzendenz  bestimmter  ZaMen. 

Herrn ites  arithmetische  Sätze  über  die  Exponentialfunktion  und 

'^^^  Weiterführung  durch    Lindemann    sind    der   Bewunderung    aller 

^^thematischer  Generationen  sicher.     Aber  zugleich  erwächst  uns  die 

■^^Xfjgabe,   auf  dem   betretenen   Wege  fortzuschreiten,    wie  dies  bereits 

^    Hurwitz   in  zwei   interessanten  AbhantUungen  „TJber  arithmetische 

^Eigenschaften  gewisser  transzendenter  Funktionen*^*)  gethan  bat.     Ich 

1)  MathematiBcbe  Annalen.    Bd.  22  und  38. 
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B.  Hilmbt: 


9.  Beweis  des  allgemeiiiBten  Reslprozitätsgeaetzeg  im  beliebigen 

ZaMkörper. 

Für  einen  beliebigen  ZaJdkürper  soU  das  Besiprozitätsgesets  drr 
Iten  Fotensresie  bewiesen  werden,  wemi  l  eine  ungerade  Primzahl  be- 
deutet, und  ferner,  wenn  l  eine  Potenz  von  2  oder  eine  Potenz  einer 
ungeraden  Primzahl  ist  Die  Aufstellung  des  Gesetzes,  sowie  die  wesent- 
lichen Hilfsmittel  zum  Beweise  desselben  werden  sieb,  wie  ich  glaube, 
ergeben,  wenn  man  die  von  mir  entwickelte  Theorie  des  Körpers  der 
Hen  Einheitswurzeln  ^)  und  meine  Theorie*)  des  relativ -quadratischen 
Körpers  in  gehöriger  Weise  verallgemeinert. 

10.  EntBclieidimg  der  Lösbarkeit  einer  diophantiBclietL  Gleichung. 
Eine    diophantische   Gleichung    mit    irgend    welchen  Unbekannten 

und  mit  ganzen   rationalen  Zahlenkoeffizienten  sei  vorgelegt:  man  soll 
ein   Verfahren  angehen,  nach  welehem  .nieh  mütelsi  einer  endlivhen  Am(M 
von  Op^ratumen  etUseheideu  läfsi,  ob  die  Gleiehung  in  ganzen  ra 
Zahlen  lösbar  ist 

11.  (iuadratlsehe  Formen  mit  beliebigen  algebraischen 
Zahlenkoeffizienten. 

Unsere  jetzige  Kenntnis  der  Theorie  der  quadratischen  Zahl 
körper^)  setzt  uns  in  den  Stand,  die  Titevrie  der  qHadrntischfm  Formen 
mit  beliebig  vielen  Variahein  und  heliehigen  algebraischen  Zahlen- 
kaeffusienten  erfolgreich  in  Angriff  zu  nehmen.  Damit  gelangen  wir 
insbesondere  zu  der  interessanten  Aufgabe,  eine  vorgelegte  quadratische 
Gleichung  beliebig  vieler  Variabein  mit  algebraischen  Zahlenkoeffi- 
zienten in  solchen  ganzen  oder  gebrochenen  Zahlen  zu  lösen,  die  in 
dem  durch  die  Koeffizienten  bestimmten  algebraischen  Rationalität»' 
bereiche  gelegen  sind.  ^^^ 

1)  Bericht  der  Deatachen  Mathematiker -Vereinigung  Aber  die  Theorie  der 
»IgebraiBciien  Zahlkörper  4,  1897.    Fünfter  Teil. 

2)  Mathematische  Ännalen  51  und  Nachrichten  der  E,  Gea.  d.  Wi*s.  zn 
CMittingezi  1898.  Vgl.  ferner  die  demn^het  erscheinende  InangaraldiBsertation  von 
G.  R^ckle  Göttingen  1901, 

3)  Hilhert:  Über  den  DirichletBchen  biquadratiBchen  Zahlenkörper,  Mathe- 
matische Annalen  45;  Über  die  Theorie  der  relativ -quadratischen  ZahlkSrper, 
Berichte  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung  1897  und  MathematiBche 
Anmalen  61;  Über  die  Theorie  der  relativ- AbeTschen  Körper,  Naclirichten 
der  K-  Ges.  d.  Wißs,  zu  Göttingen  1898;  Grundlagen  der  Geometrie,  Festschrift 
zur  Enthüllung  des  Gau  f  8- Web  er- Denkmals  in  Göttingen,  Leipzig  1899, 
Kapitel  Vm  §  83. 
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Den   Übergang    zur    Algebra    und    Funktioaentheorie    möge    das 
folgende  wichtige  Problem  bilden. 


12.  iosdelmcing  des  KroBeckerschen  Satzes  über  Abelsche  Körper  auf 
einen  beliebigen  algebraiscben  Rationalitätsbereicli. 

Ton  Kronecker  rührt  der  Satz  her,  daXs  jeder  Abelsche  Zahl- 
Jcörper  im  Bereich  der  rationalen  Zahlen  dnrch  Zusammensetzung  aus 
Körpern  von  Einheitswurzeln  entsteht  Dieser  fundamentale  Satz  aus 
der  Theorie  der  ganzzahligen  Gleichungen  enthält  zwei  Aussagen, 
nämlich 

erstens  wird  durch  denselben  die  Frage  nach  der  Anzahl  und 
Existenz  derjenigen  Gleichungen  beantwortet,  die  einen  vorgeschriebenen 
Grad,  eine  vorgeschriebene  Abelsche  Gruppe  und  eine  vorgeschriebene 
Diskriminante  in  Bezug  auf  den  Bereich  der  rationalen  Zahlen  be- 
sitzen, und 

zweitens  wird  behauptet,  dafs  die  Wurzeln  solcher  Gleichungen 
einen  Bereich  algebraischer  Zahlen  bilden,  der  genau  mit  demjenigen 
Bereiche  übereinstimmt,  den  man  erhält,  wenn  man  iu  der  Exponential- 
ftmktion  e'**  för  das  Argument  z  der  Reihe  nach  alle  rationalen 
Zahlenwerte  einträgt. 

Die  erste  Aussage  betrifl't  die  Frage  der  Bestimmung  gewisser 
iJgebraischer  Zahlen  durch  ihre  Gruppe  und  ihre  Verzweigung;  diese 
^rage  entspricht  also  dem  bekannten  Problem  der  Bestimmung  alge- 
braischer Funktionen  zu  gegebener  R iem an n scher  Fläche.  Die  zweite 
aussage  liefert  die  verlangten  Zahlen  durch  ein  transzendentes  Mittel, 
•lämhch  durch  die  Exponentialfunktion  r'"'. 

Da  nächst  dem  Bereiche  der  rationalen  Zahlen  der  Bereich  der 
i*öaginären  quadratischen  Zahlkorper  der  einfachste  ist,  so  entsteht  die 
Aufgabe,  den  Kroneckerschen  Satz  auf  diesen  Fall  auszudehnen. 
Kronecker  selbst  hat  die  Behauptung  ausgesprochen,  dafs  die  Abel- 
*cHen  Gleichungen  im  Bereiche  eines  quadratischen  Körpers  durch  die 
Transformationsgleichungen  der  elliptischen  Funktionen  mit  singulären 
Moduln  gegeben  werden,  so  dafs  hiemach  die  eRiptische  Funktion  die 
**o^e  der  Exponentialfiinktion  im  vorigen  Falle  übernimmt.  Der  Be- 
^©w  der  Kroneckerschen  Vermutung  ist  bisher  nicht  erbracht 
forden:  doch  glaube  ich,  dafs  derselbe  auf  Grund  der  von  H.  Web  er  ^) 
entwickelten  Theorie  der  komplexen  Multiplikation  unter  Hinzuziehung 
^^r  von  mir  aufgesteHten  rein  arithmetischen  Sätze  über  Klassenkörper 
^*^e  erhebliche  Schwierigkeit  gelingen  mufs. 

1)  miiptische  Funktionen  und  algebraische  Zahlen,  Braunschweig  1891. 
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D.  Hiluebt: 


Von  der  höchsten  Bedeutung  endlich  erscheint  mir  die  Am- 
dehnung  des  Kroneckerschen  Satzes  auf  den  Fall,  dafs  an  Stelle  des 
Bereichen  der  rationalen  Zahlen  oder  des  imaginären  quadratü 
Zaidetihereicfies  ein  beliebif/er  algebraischer  ZaidJiörper  als  Baut 
hereich  su  Grunde  tjekgt  mrd;  ich  halte  dies  Problem  für  eines 
der  tiefgehendsten  und  weittragendsten  Probleme  der  Zahlen- 
und  Funktionentheorie. 

Das  Problem  erweist  sich  von  mannigfachen  Seiten  aus  als  zu- 
gänglich. Den  wichtigsten  Schlüssel  zur  Lösung  des  arithmetischen 
Teiles  dieses  Problemes  erblicke  ich  in  dem  allgemeinen  Reziprozitäts- 
gesetze der  ^ten  Potenzreste  innerhalb  eines  beliebig  vorgelegten  Zahl- 
körpers. 

Was  den  funktioneutheoretischen  Teil  des  Problems  betrifft,  so 
wird  sich  der  Forscher  auf  diesem  so  anziehenden  Gebiete  durch  die 
merkwürdigen  Analogien  leiten  lassen,  die  zwischen  der  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  einer  Veränderlichen  und  der  Theorie  der 
algebraischen  Zahlen  bemerkbar  sind.  Das  Analogon  zur  Potenz- 
reihenentwickelung  einer  algebraischen  Funktion  in  der  Theorie  der 
algebraischen  Zahlen  hat  Hense]')  aufgestellt  und  untersucht  und  das 
Analogon  für  den  lliemann-Rochschen  Satz  hat  Landsberg*)  be- 
handelt. Auch  die  Analogie  zwischen  dem  BegrijßT  des  Geschlechta 
einer  Riemannschen  Fläche  und  dem  Begriff  der  Klassenanzahl  eines 
Zahlkörpers  fäUt  Lns  Auge.  Betrachten  wir,  imi  nur  den  einfachsten 
Fall  zu  berühren,  eine  Riemannsche  Fläche  vom  Geschlecht  j)  =  1 
und  andererseits  einen  Zahlkorper  von  der  Klasfienanzahl  /»  =  2,  so 
entspricht  dem  Nachweise  der  Existenz  eines  überall  endlichen  Inte- 
grals auf  der  Riemannschen  Fläche  der  Nachweis  der  Existenz  einer 
ganzen  Zahl  a  im  Zahlkörper,  die  von  solcher  Art  ist,  dafe  die  Zahl 
yä  einen  relativ  unverzweigten  quadratischen  Körper  in  Bezug  auf 
den  Grundkörper  darstellt  In  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen 
dient  bekanntlich  zum  Nachweise  jenes  Riemannschen  Existenzsatzes 
die  Methode  der  Randwertaufgabe;  auch  in  der  Theorie  der  Zahlkorper 
bietet  der  Nachweis  der  Existenz  jener  Zahl  a  gerade  die  meiste 
Schwierigkeit.  Dieser  Nachweis  gelingt  mit  wesentlicher  Hilfe  des 
Satzes,  dafs  es  im  Zahlkörper  stets  Primideale  mit  vorgeschriebenen 
Restcharakteren  giebt;  die  letztere  Thatsache  ist  also  das  zahlen* 
theoretische  Analogon  zum  Randwertproblem. 

1)  Jahresberichte  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung  VI,  sowie  eine 
demnächst  in  den  Mathematischen  Aimalen  erscheinende  Arbeit:  ,,Über  die  Ent> 
Wickelung  der  algebraischen  Zahlen  in  Potenwreihen". 

8)  Mathematische  Annalen  50.     1898. 
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Die  Gleichnng   des   Ab  eischen  Theorems   in  der  Theorie  der  al- 

aischen    Funktionen    sagt    bekanntlich    die    notrwendige    und    hin- 

bbeude    Bedingung    dafür    aus,    dais    die    betreffenden    Punkte    der 

Rieman  u sehen  Fläche  die  Nullstellen   einer  algebraischen  zur  Fläche 

gehörigen    Funktion     sind;     das     genaue    Änalogon    d^    A  belachen 

Theorems    ist   in   der  Theorie   des  Zahlkörpers   von   der  Klaaaenanzahl 

^^=  2  die  Gleichung  des  quadratischen  Reziprozitätsgesetzes  ^) 

welcbe  aoBsagt,  dafs  das  Ideal  ]  dann  und  nur  dann  ein  Hauptideal 
de8  ZaWkorpers  ist,  wenn  jene  Zahl  a  in  Bezug  auf  das  Ideal  j  einen 
^BitiTen  quadratischen  Reetcharakter  besitzt. 

Wie  wir  sehen^  treten  in  dem  eben  gekennzeichneten  Problem  die 

grundlegenden  Disziplinen  der  Mathematik,  nämlich  Zahlentheorie, 

ebra    imd    Funktionentheorie,    in    die     innigste    gegenseitige    Be- 

ifihnmg.  und  ich  bin  sieher,   dafs  insbesondere  die  Theorie  der  aualy- 

ichen  Funktionen   mehrerer  Variabein  eine  wesentliche  Bereicherung 

würde,    wenn    es    gelänge,    fUejenigen    Fmiliwuen   imßufimlen 

diskutieren,  die  für  einen  beliebitjai  ahjehrai sehen  ZaMMrpet'  die 

Uifnxhetuie  RoUe  spielen,  wie  die  ExponentifüfunUion  für  den  Körper 

Zahlen  und  die  elliptische  Modulfunliion  für  den  imagi- 

ratisehett  Zahll'örper. 


k 
* 


Wir  kommen  nun  zur  Algebra;  ich  nenne  im  folgenden  ein 
«Wem  aus  der  Gleichungstheorie  und  eines,  auf  welches  mich  die 
hwrie  der  algebraischen  Invarianten  geführt  hat. 


13.  Unmögllclikelt  der  Lösung  der  allgemeinen  Gleichmig  7ten  Grades 
mittelst  Funktionen  von  nnr  2  Argumenten. 


Die   Nomographie *)    hat    die    Aufgabe,    Gleichungen    mittelst   ge- 
zeichneter Kurvenscharen  zu  lösen,   die  von  einem  willkürlichen  Para- 
ibhangen.     Man  sieht  sofort,  dafs  jede  Wurzel  einer  Gleichung, 
Koeffizienten    nur   von    zwei    Parametern    abhängen,    d,  h.   jede 
lon    von     zwei    unabhängigen    Veränderlichen    auf   mannigfache 


1)  Vgl  Hubert:  Ülser  die  Theorie  der  relativ-AberBchen  Zahlkörper,  Näch- 
ste» der  K.  Gea.  d.  Wi«B.  su  Göttingen  1898. 
J)  M.  d'Ocagne:  Traitd  de  Nomographie,  Paris  1899. 
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D.    HtLBKBT: 


Weise  durch  dieses  der  Noiuographie  zu  Grunde  liegende  Prinzip  dar- 
stellbar ist.  Femer  sind  durch  dieses  Prinzip  allein  ohne  Hinzunahme 
beweglicher  Elemente  offenbar  auch  eine  grofse  Klasse  von  Funktionen 
von  drei  und  mehr  Yeränderlichen  darstellbar,  nämlich  alle  die}enigen 
Funktionen,  die  man  dadurch  erzeugen  kann^  dafs  man  zunächst  eine 
Funktion  von  zwei  Argumenten  bildet,  dann  jedes  dieser  Argument« 
wieder  gleich  Funktionen  von  zwei  Argumenten  einsetzt,  an  deren 
Stelle  wiederum  Funktionen  von  zwei  Argumenten  treten  u.  s.  f.,  wo- 
bei eine  beliebige  endhche  Anzahl  von  EiuBchachtelungen  der  Funktionen 
zweier  Argumente  gestattet  ist.  So  gehört  beispielsweise  jede  rationale 
Funktion  von  beliebig  vielen  Argumenten  zur  Klasse  dieser  durch 
nomographische  Tafeln  konstruierbaren  Funktionen;  denn  sie  kann 
durch  die  Prozesse  der  Addition,  Subtraktion,  Multiplikation  und  Di- 
vision erzeugt  werden,  und  jeder  dieser  Prozesse  repräsentiert  eine 
Funktion  von  nur  zwei  Argumenten.  Man  sieht  leicht  ein,  dafs  auch 
die  Wurzeln  aller  (rleicbungen,  die  in  einem  uatürlichen  Rationalitäts- 
bereiche  durch  Wurzelziehen  auflösbar  sind,  zu  der  genannten  Klasse 
von  Funktionen  gehören;  denn  hier  kommt  zu  den  vier  elementaren 
Rechnungsoperationen  nur  noch  der  Prozefs  des  Wurzelziehens  hinzu, 
der  ja  lediglich  eine  Funktion  eines  Argumentes  repräsentiert.  Dee- 
gleichen  sind  die  aDgemeinen  Gleichungen  5ten  und  <>ten  Grades 
durch  geeignete  nomographische  Tafeln  auflösbar;  denn  diese  können 
durch  solche  Tschirnhausentransformationen,  die  ihrerseits  nur  Aus- 
ziehen von  Wurzeln  verlangen,  in  eine  Form  gebracht  werden,  deren 
Koeffizienten  nur  von  zwei  Parametern  abhängig  sind. 

Wahrscheinhch    ist   nun   die  Wurzel  der  Gleichung   7  ten   Grades 
eine   solche  Funktion   ihrer  Koeffizienten,    die  nicht  zu  der  genannten  . 
Klasse  von  Funktionen  gehört,  d.  h.  die  sich  nicht  durch  eine  endlicheJ 
Anzahl  von  Einschachtelungen  von   Funktionen  zweier  Argumente  er 
zeugen  lälst.     um   dieses   einzusehen,  wäre   der  Nachweis  dafür  nöti| 
dafs  die  GUichmig  7  ten  Grades 

nicht  mit  Hilfe  hdiebiger  stdiger  Funktimien  von  nur  gwei  A 
lösbar  ist     Dafs   es  überhaupt  analytische  Funktionen  von  drei 
raenten  x,  y^  s  giebt,  die  nicht  durch  endlich-malige  Verkettung  vi 
Funktionen  von  nur  zwei  Argumenten  erhalten  werden  können,   da? 
habe   ich   mich,    wie  ich  noch   bemerken   möchte,   durch   eine  s 
Überlegung  überzeugt. 

Durch  Hinzunahme  beweglicher  Elemente  gestattet  die  NomograpH 
auch  die  Konstruktion  von  Fimktionen  mit  mehr  als  zwei  Argumenteir 
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—  wie  dies   küralicli  M.  d'Ocagne^)  hmsichtlieh  der  Gleiclimig  7  ten 
Grades  gezeigt  hat. 


^Smi 


14.  Nacliweis  der  Endlichkeit  gewiBser  voller  Funktionensysteiiie. 

In  der  Theorie  der  algebraischen  InTariaiiteii  verdienen,  wie  mir 
leint,  die  Fragen  nach  der  Endlichkeit  voller  Formensysteme  ein 
>onderes  Interesse.  Es  ist  neuerdings  L.  Maurer*)  gelungen,  die 
▼on  P.  Gordan  nnd  mir  bewiesenen  Endlichkeitssätze  der  Invarianten- 
theorie auf  den  FaU  auszudehnen,  dafs  nicht,  wie  in  der  gewöhnlichen 
Inrariantentheorie,  die  allgemeine  projektive  Gruppe,  sondern  eine  be- 
liebige Untergruppe  der  Definition  der  Invarianten  zu  Grunde  gelegt 
wird.  Einen  wesentlichen  Sehritt  in  dieser  Eichtung  hatte  bereits 
vorher  Ä.  Hurwitz")  gethan,  indem  es  ihm  dm*ch  em  sinnreiches 
Verfahren  gelang,  den  Nachweis  der  Endlichkeit  der  orthogonalen  In- 
Tarianten  einer  beliebigen  Grundform  allgemein  zu  fuhren. 

Die  Beschäftigung  mit  der  1^'rage  nach  der  Endlichkeit  der  In- 
Tinanten  hat  mich  auf  ein  einfaches  Problem  geltihrt,  welches  jene 
Fwge  nach  der  Endlichkeit  der  Invarianten  als  besonderen  Fall  in 
sich  enthalt,  und  zu  dessen  Lösung  wahrscheinlich  eine  erheblich 
fernere  Ausbildung  der  Theorie  der  Elimination  und  der  Kro- 
aeckerschen  algebraischen  Modulsysteme  nötig  ist,  als  sie  bisher  ge- 
iongen  ist. 

Es  seien  eine  Anzahl  tn  von  ganzen  rationalen  Funktionen  X,, 
^, ...,  X^^  der  n  Varia b ein  .r,,  x^,  .  .  .,  x'^  vorgelegt: 

(8)  ^-^^-(-w 

''•de  ganze  rationale  Verbindung  von  Xj,  . . .,  X,,^  wird  offenbar  durch 
^'i^tragung  dieser  Ausdrücke  notwendig  stets  eine  ganze  rationale 
'unktion  von  x^,  .  .  .,  a:^.  Es  kann  jedoch  sehr  wohl  gebrochene  ra- 
'^'^liale  Funktionen  von  X^,  .  .  ,,  X^^  geben,  die  nach  Ausführung  jener 
'^^*stitution  (Sj  zu  (janzett  Funktionen  in  x\f  .  .  .,  a.\,  werden.  Eine 
Me  solche  rationale  Fimktion  von  X^,  .  .  .,  X^,  die  nach  Ausführung 

1)  Sar  U  r^flolation  nomogr&phique  de  IVqoatiou  du  aepü^me  degr^.  Comptea 
^^i\i»,  Paria  1900. 

i)  Vgl.  SitJtongaberichte  der  K.  Akademie  der  Wiss.  zu  München  1809  und 
''Äe  demnächst  in  den  matbematischen  Annalen  eracbeiaeade  Arbeit. 

8)  Über  die  Erzeugung  der  Invarianten  durch  Integration.  Nachr.  der 
^  Ott.  der  WisB.  zu  Göttingen  18Ö7. 
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der  Substitntiou  (S)  ganz   in  iF|,  . ,  .,  ir^  wird,   möchte  ich  eine  reUitiv 
gange  Funktion    von  X^j  .  . .,  X^,  nennen.    Jede  ganze  Funktion  von 
Xj,  ...  X,„   ist  offenbar  auch   relativganÄ;  femer  ist  die  Summe,  die 
Differenz    und    das   Produkt   relativganzer   Funktionen   stete    wiederum 
relativganz. 

Das  entstehende  Problem  ist  nun:  zu  entscheiden,  ob  es  stets  mög- 
lich ist,  ein  ettdliches  System  von  relaüvgamen  Fmiküonen  voti 
Xj,  ...,  X^  aufgußnden,  durch  die  sich  jed€ andere  relalivganse  Funktion 
von  Xj,  . .  .,  X^  in  ganzer  rationaler  Weise  msamntenseUen  läßt.  Wir 
können  das  Problem  noch  einfacher  formulieren,  wenn  wir  den  Begriff 
des  endlichen  Inte^fritäishereiche^  einl'öhren.  Unter  einem  endlichen  I 
Integritätabereiche  möchte  ich  ein  solches  System  von  Funktionen 
verstehen,  aus  welchem  sich  eine  endliche  Anzahl  von  Funktionen 
auswählen  läfst,  mit  deren  Hilfe  alle  übrigen  Funktionen  des  Systems 
in  ganzer  rationaler  Weise  ausdriickbar  sind.  Unser  Problem  läuft 
dann  darauf  hinaus,  zu  zeigen,  dals  die  sämtlichen  relativganzen  Funk- 
tionen eiues  beliebigen  Rationali tätsbereichea  stets  einen  endlichen 
Integritätsbereich  bilden. 

Es  liegt  auch  nahe,  das  Problem  zuhlenthecrretisch  zu  verfeinem, 
indem  man  die  Koeffizienten  der  gegebenen  Funktionen  /j,  .  .  .,  /„^  aU 
ganze  rationale  Zahlen  annimmt  und  unter  den  relativganzen  Funktionen 
von  X^j  ...,  X,^  nur  solche  rationale  Funktionen  dieser  Argumente 
versteht,  die  nach  Ausführung  jener  Substitution  (S)  ganze  rationale 
Funktionen  von  x^^  •  •  -i  "*"„  ™i*^  ganzen  rationalen  Koeffizienten 
werden. 

Ein  besonderer  einfacher  Fall  dieses  verfeinerten  Problems  ist  der 
folgende:  Gegeben  seien  m  ganze  rationale  Funktionen  Xj,  ....  X„ 
der  einen  Veränderlichen  x  mit  ganzen  rationalen  Koeffizienten  und 
femer  eine  Primzahl  }).  Man  betrachte  das  System  derjenigen  ganzen 
rationalen  Funktionen  von  x,  welche  sich  in  der  Gestalt 

g(X. XJ 

^  _ 

darstellen   lassen,  wo  G  eine  ganze  rationale  Funktion  der  Ai^umeoie 

Xj,  .  .  .,  X„,  und  j/  irgend  eine  Potenz  der  Primzahl  p  ist.  Frühere 
Untersuchungen  von  mir')  zeigen  dann  unmittelbar,  dafs  alle  solchen 
Ausdrücke  bei  bestimmten  Exponenten  h  einen  endlichen  lutegritats-  ■ 
bereicb  bilden;  die  Frage  ist  aber  hier,  ob  das  Gleiche  auch  für  alle 
Exponenten  h  zugleich  gilt,  d.  h.  ob  sich  eine  endliche  Anzahl  von 
solchen  Ausdrücken  auswählen  läfst,  durch  die  jeder  andere  Ausdruck 


1)  MathemaÜBche  Annalen  36,  48Ö. 
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jener  Gestalt  für  irgend  einen  Exponenten  h  ganz  und  rational 
lantellbar  ist 

Aas  den  Grenzgebieten  zwischen  Algebra  und  Geometrie  möchte 
ich  zwei  Probleme  nennen:  das  eine  betrifft  den  geometrischen  Ab- 
zahlungskalkül und  das  zweite  die  Topologie  algebraischer  Kurven  und 
Flachen. 

15.  Strenge  BegründEng  von  Schuberts  AbzäMumgskalktil. 

Das  Problem  besteht  darin,  dkjmigm  geometnschett  Änmhleyi  strenge 

und  tmter  genauer  Fesfsi4.'nutig  der  Gremen  ihrer  GüUigkeit  zu  beweism, 

ilie   insbesondere  Schubert^}   auf  Grund  des  sogemimüen    Frimips  der 

^jBCffkUen   Lage   oder  der   Erhaltung   d-er  Amahl   mittelst   des   von    ihm 

^^mtff^nidetm  Ahscüdungskalkids  bestimmt  hat     Wenn  auch  die  heutige 

'     Algebra    die    Durchführbarkeit    der    Elirainationsprozesse    im    Prinzip 

gewährleistet,  so  ist  zum  Beweise  der  Sätze  der  abzählenden  Geometrie 

erheblich  mehr  erforderlich,  nämlich  die  Durchiiibrung  der  Elimination 

bei   besonders    geformten    Gleichungen    in   der    Weise ,   dafs   der   Grad 

der  Elndgleichungen  und   die  Vielfachheit   ihrer  Lösungen  sich  voraus- 

when  läTst. 

16.  Problem  der  Topologie  algebraischer  Kurven  und  Flächen. 

Die  Maximalzabi  der  geschlossenen  und  getrennt  Legenden  Züge, 
welche  eine  ebene  algebraische  Kurve  wter  Ordnung  haben  kann,  ist 
▼on  Harnack')  bestimmt  worden;  es  entsteht  die  weitere  Frage  nach 
^  gegenseitigen  Lage  der  Kurvenzüge  in  der  Ebene.  Was  die  Kurven 
6ter  Ordnung  angeht,  so  habe  ich  mich  ~  freüicb  auf  einem  recht 
«^Mtandlichen  Wege  —  davon  überzeugt,  dafs  die  11  Züge,  die  sie  nach 
Hirnack  haben  kann,  keinesfalls  sämtlich  aufserhalb  von  einander 
^*d«ifen  dürfen,  sondern  dafs  ein  Zug  existieren  mufs,  in  dessen 
"üierem  ein  Zug  und  in  dessen  Äufserem  neun  Züge  verlaufen  oder  um- 
gekehrt. Eine  gründliche  Untersuchung  der  gegenseitigen  Lage  bei  der 
^'^^ximaigahl  von  getretmten  Zügen  scheint  mir  ffjenso  sehr  von  Interesse 
*  9fkf  wie  die  entsprechende  Uniersuehung  über  die  Amahl,  Geskdl 
^  Lage  der  Mäntel  einer  algebraischen  Fläche  im  Baume  —  ist  doch 
"isher  noch  nicht  einmal  bekannt,  wieviel  Mäntel  eine  Fläche  4  ter 
'-•rdiiimg  des  dreidimensionalen  Raumes  im  Maximum  wirklich  besitzt*) 

I)  Kalkül  der  abzUUeutlea  Geometrie.     Leipzig  1879. 
•)  ICathematische  Aimal^a  10. 

3)  Vgl.  Rohn:  Flächen  vierter  Ordnuog,  Prei&scliriftefl  der  Fürstlich  Jablo- 
'o»»ki»chen  GeseUachaft,  Leipzig  1886. 
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Im  Anschlufs  an  dieses  rein  algebraisclie  Problem  möchte  ich 
eine  Frage  aiifwerleo,  die  sich,  wie  mir  scheint,  mittelst  der  nämlichen 
Methode  der  kontinuierlichen  Xoeffizientenänderimg  in  Angriff  nehmen 
läfst;  und  deren  Beantwortung  für  die  Topologie  der  durch  Difl'erential- 
gleichungen  definierten  Kurvenschareo  von  entsprechender  Bedeutung 
ist  —  nämlich  die  Frage  nach  der  MaxitnalzaM  und  Liuje  der  Poin- 
caresdien  G^rensajklm  (ajcks  liniitcs)  für  eine  DifferenÜalgleirhuntf 
erster  Ordnung  und  ersten  Grades  von  der  Form: 

dy  _  r 
dx~  X* 

wo  Xj  Y  ganze  rationale  Funktionen  n  ten  Grades  in  x,  y  sind,  oder  in 
homogener  Sehreibweise 

wo  Xf  Yj  Z  gamze  rationale  homogene  Funktionen  n  ten  Grades  von 
a:,  jf,  z  bedeuten  und  diese  als  Funktionen  des  Parameters  t  zu  be- 
stimmen sind. 

17.  Darstellmig  deflniter  Formen  durch  Quadrate. 
Definit  heilst  eine  solche  ganze  rationale  Funktion  oder  Form  be- 
liebig vieler  Veränderlichen  mit  reellen  Koeffizienten,  die  filr  keine 
reellen  Werte  dieser  Veränderlichen  negativ  ausfällt.  Das  System  aller 
detiniten  Funktionen  verhält  sich  invariant  gegenüber  den  Operationen 
der  Addition  und  der  Multiplikation;  aber  auch  der  Quotient  zweier 
definiten  Funktionen  ist  —  sofern  er  eine  ganze  Funktion  der  Vemnder- 
lichen  wird  —  eine  definite  Form.  Das  Quadrat  einer  jeden  beliebigen 
Form  ist  offenbar  stets  eine  definite  Form;  da  aber,  wie  ich  gezeigt 
habe^),  nicht  jede  definite  Form  durch  Addition  aus  Formenquadraten 
zusammengesetzt  werden  kann,  so  entsteht  die  Frage  —  die  ich  für 
den  Fall  ternärer  Formen  in  bejahendem  Sinne  entschieden  habe'j  — j 
oh  nicht  jede  definite  Form  als  Quotieni  von  Summen  von  Formetmai 
quadraien  dargestellt  tverden  kann.  Zugleich  ist  es  für  gewisse  Frage 
hinsichtlieh  der  Möglichkeit  gewisser  geometrischer  Konstruktiome 
wünschenswert,  zu  wissen,  ob  die  Koeffizienten  der  bei  der  Darstellas: 
zu  verwendenden  Formen  stets  in  demjenigen  Rationalitätsbereiche  sm 
genommen  werden  dürfen,  der  durch  die  Koeffizienten  der  dargestellt 
Form  gegeben  ist.'') 

1)  MathemaUscbe  Aimalen  32. 

2)  Acta  mathematica  17. 

3)  Vgl  Hubert:  Gnmdlage  der  Geometrie,    Leipzig  1899,   Kap.  VII, 
besondere  §  »8,  
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18.  Aufbau  des  Raames  aus  kon^uenteu  Polyederu. 

Wenn  man  nach  denjenigen  Gruppen  von  Bewegungen  in  der 
Ebene  fragt,  für  die  ein  Fundamentalbereich  existiert,  so  fällt  bekannt^ 
lieh  die  Antwort  sehr  verschieden  aus,  je  nachdem  die  betrachtete  Ebene  die 
Riemannsche  (elliptiache),  Euklidische  oder  Lobatschefskijsche 
(hyperbolische)  ist.  Im  Falle  der  elliptischen  Ebene  giebt  es  eine 
endliche  Anzahl  wesentlich  verschiedener  Arten  von  Fundamental- 
bereichcn,  und  es  reicht  eine  endliche  Anzahl  von  Exemplaren  kon- 
gruenter Bereiche  zur  lückenlosen  Überdeckung  der  ganzen  Ebene  aus: 
die  Gruppe  besteht  eben  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Be- 
wegungen. Im  Falle  der  hyperbolischen  Ebene  giebt  es  eine  unend- 
liche Anzahl  wesentlich  verschiedener  Arten  von  Fundamentalbereichen, 
nämlich  die  bekannten  Poincareschen  Polygone;  zur  lückenlosen 
Uberdeckung  der  Ebene  ist  eine  unendliche  Anzahl  von  Exemplaren 
kongruenter  Bereiche  notwendig.  Der  Fall  der  Euklidischen  Ebene 
steht  in  der  Mitte;  denn  in  diesem  Falle  giebt  es  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  wesentlich  verschiedenen  Arten  von  Bewegungsgruppen 
mit  Fundamentalbereich;  aber  zur  lückenlosen  Überdeckung  der  ganzen 
Ebene  ist  eine  unendliche  Anzahl  von  Exemplaren  kongruenter  Be- 
reiche notwendig. 

Genau  die  entsprechenden  Thatsachen  gelten  auch  im  dreidimen- 
lion&len  Räume.    Die  Thatsache  der  Endlichkeit  der  Bewegungsgruppen 
un  elliptischen  Räume  ist  eine  unmittelbare  Folge  eines  fundamentalen 
Satzes    von    C.    Jordan^),    wonach    die   Anzahl    der    wesentlich    ver- 
acliedenen   Arten  von   endlichen   Gruppen   linearer  Substitutionen   mit 
»  Veränderlichen  eine  gewisse  endliche,  von  n  abhängige  Grenze  nicht 
öberschreitet.     Die  Bewegungsgruppen  mit  Fundamentalbereich  im  hy- 
perbolischen Räume  sind  von  Fr  icke  imd  Klein  in  den  Vorlesungen 
Ober  die  Theorie    der   automorphen   Funktionen*)    untersucht    worden, 
"^d  endlich  haben  Fedorow*),  Schoenflies*)  und  neuerdings  Rohn*) 
^  Beweis  dafür  erbracht,  dafs  es  im  Euklidischen  Räume  nur  eine 
^'»«Üiche  Zahl   wesentlich   verschiedener  Arten  von  Bewegungsgruppen 


1)  Joaraal  für  Mathematik  84  (1878)  und  Atti  della  Eeale  Accademia  di 
^*poU  1880. 

8)  Leipzig  1897.    Vgl.  ijaabesondere  Abschnitt  I,  Kap.  2—3. 
S)  Symmetrie  der  regelmäfaigen  Systeme  von  Figuren  1890. 
4)  KryBtaUsyateme  xmd  KryitaUstniktur,  Loipiig  1891. 
h)  Mathematische  Annalen  &8. 
AnUT  4k  MfttbMutik  oad  Pbytik.    m.  B«Uie.   I.  U 
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mit  Fimdamentalberetch  giebt.  Während  nun  die  den  elliptischen  und 
hyperbolischen  Raum  betreifenden  Resultate  und  Beweismethoden  un- 
mittelbar auch  für  den  «-dimenBionaten  Raum  Geltung  haben,  so 
scheint  die  Verallgemeinerung  des  den  Euklidischen  Raum  betreffenden 
Satzes  erhebliche  Schwierigkeiten  zu  bieten,  und  es  ist  daher  die  ünter- 
Buchung  der  Frage  wünschenswert,  ob  es  auch  im  n-dmietisionalen  Eu- 
klidischen Kaume  nur  eine  endliche  AnsaM  wesentlich  verschiedmet 
Arten  vom  Be\ce{ftmgsgrnppeti  mit  Fundanientalbereich  giebt. 

Ein  Fundamentalbereich  einer  jeden  Bewegungsgruppe  zusamm^ 
mit  den  kongruenteDj,  aus  der  Gruppe  entspringenden  Bereichen  liefert 
offenbar  eine  lückenlose  Überdeckung  des  Raumes.  Es  erhebt  sich  die 
Frage,  ob  femer  auch  solche  Polyeder  existieren,  die  nicht  als  Fundor 
mentalhereicJie  von  Bewegungsgruppen  auftreten,  und  mittelst  derer  dennodt 
durch  geeignete  Aneinanderlagening  kongruenter  Exemplare  eine  lückenlose 
Erfüllung  des  ganzen  Baumes  möglich  ist  Ich  weise  auf  die  hiermit 
in  Zusammenhang  stehende,  für  die  Zahlentheorie  wichtige  und  vielleicht 
auch  der  Physik  und  Chemie  einmal  Nutzen  bringende  Frage  hin,  wie 
man  unendlich  viele  Körper  von  der  gleichen  vorgeschriebenen  Gestalt, 
etwa  Kugeln  mit  gegebenem  Radius  oder  reguläre  Tetraeder  mit  ge- 
gebener Kante  (bez.  in  vorgeschriebener  Stellung),  im  Räume  am  dich- 
testen einbetten,  d.  b.  so  isigem  kann,  dafs  das  Verhältnis  des  erföllteo 
Raumes  zum  nicht  erfüllten  Räume  möglichst  grofs  ausfällt. 


Überblicken  wir  die  Entwickelung  der  Theorie  der  Funktionen 
im  letzten  Jahrhundert,  ao  bemerken  wir  vor  allem  die  fundamental» 
Rolle  derjenigen  Klasse  von  Funktionen,  die  wir  heute  als  ana- 
lytische Funktionen  bezeichnen  —  eine  Klasse  von  Funktionen,  die 
wohl  dauernd  im  Mittelpunkt  des  mathematischen  Interesses  stehen 
wird. 

Wir  können  nach  sehr  verschiedenen  Gesichtspimikten  aus  der 
F'ülle  aller  denkbaren  Funktionen  umfassende  Klassen  herausheben,  die 
einer  besonders  eingehenden  Untersuchung  würdig  sind.  Betrachten 
wir  beispielsweise  die  Klasse  derjenigen  Funktionen,  die  sich  durch 
gewöhnliehe  oder  partieile  algebraiscJie  Differefitialgleichungeti  charak- 
terisieren lassen.  In  dieser  Klasse  von  Funktionen  kommen,  wie  wir 
sofort  bemerken,  gerade  solche  Funktionen  nicht  vor,  die  aus  der 
Zahlentheorie  stammen  und  deren  Erforschung  für  uns  von  höchster 
Wichtigkeit  ist.  Beispielsweise  genügt  die  schon  früher  erwähnte 
Funktion  ^{s)  keiner  algebraischen  Differentialgleichung,  wie  man 
leicht  mit  Hilfe  der  bekannten  Relation  zwischen  l(s)  und  g(l — s) 
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erkeniieii  kann,  wenn  niaii  den  von  Holder*)  bewiesenen  Satz  benutzt, 
da£s  die  Funktion  r{x')  keine  algebraische  Difierentialgleichung  be- 
Ferner  genügt  die  durch  die  unendliche  Reibe 

e(s,  2")  -=  rr  -h  ^  +  |f  +  ~  H 

Funktion  der  beiden  Veränderlichen  s  und  x,  die  zu  jener 
ion  ^(s)  in  enger  Beziehung  steht,  wahrscbeinlich  keiner  par- 
tiellen algebraischen  Differentialgleichung;  bei  der  Untersuchung  dieser 
Frage  wird  man  die  Funktionalgleicbung  zu  benutzen  haben: 

Wenn  wir  andererseits,  was  aus  arithmetischen  und  geometrischen 
Gfflnden  nahe  liegt,  die  Klasse  aller  derjenigen  Funktionen  betrachten, 
vdfhe  stdiy  und  unhetfrenzi  differenirkrhar  sind,  so  würden  wir  bei 
deren  Untersuchung  auf  das  gefügige  Werkzeug  der  Potenzreibe  und 
»ttf  den  Umstand  verzichten  müssen,  dafs  die  Funktion  durch  die 
Wertezuordniing  in  jedem  beliebig  kleinen  Gebiet  völlig  bestimmt  ist. 
Während  also  die  vorige  Abgrenzung  des  Funktionsgebietes  zu  eng 
^ntf  erscheint  uns  diese  als  zu  weit. 

Der  Begriff  der  analytischen  Funktion  dagegen  nimmt  in  sich 
den  ganzen  Reichtum  der  für  die  Wissenschaft  wichtigsten  Funktionen 
»ßf^  Hjögen  sie  aus  der  Zahlentheorie,  aus  der  Theorie  der  Differential- 
gl«iclumgan  oder  der  algebraischen  Funktionalgleichungen,  mögen  sie 
«0«  der  Geometrie  oder  der  raatbematischen  Physik  stammen;  und  so 
^^^  mit  R^cht  die  analytische  Funktion  im  Reiche  der  Funktionen 
die  unbedingte  Herrschaft. 

W.  Sind  die  Lösungen  regulärer  Variationsprobleme  stets  notwendig 

analytisch? 

Eifle  der  begrifflich  merkwürdigsten  Thatsachen  In  den  Elementen 
*^^f  Theorie  der  analytischen  Funktionen  erblicke  ich  darin,  dafs  es 
Partielle  Differentialgleichungen  giebt,  deren  Integrale  sämtlich  not- 
wendig analytische  Funktionen  der  unabhängigen  Variabein  sind,  die 
«•Of  kurz  gesagt,  nur  analytischer  Lösungen  fähig  sind.  Die  be- 
"umtesten  partiellen  Differentialgleichungen  dieser  Art  sind  die 
Potentialgleichung 

^^4.^1^  =  0 


1)  MathematiBche  Annalen  28. 
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und  gewisse  von  Picard*)  untersuchte  lineare  Differentialgleichnngeii, 
ferner  die  Differentialgleichung 

die  partieDe  Differentialgleichung  der  Minimalfläche  und  andere.  Die 
Mehrzahl  dieser  partiellen  Differentialgleichungen  haben  als  Merkouü 
mit  einander  gemein^  dals  sie  die  Lagrangeschen  Differential- 
gleichungen gewisser  Variationsprobleme  sind  und  zwar  solcher  Va- 
riationsprobleme : 

Jf^  (P;  üf  ^1  ^y  y)  ^^^V  =  Minimum  [p  =  ^^    ^  ^  F^] ' 

bei  denen  flir  alle  in  Frage  kommenden  Argumente  die  Ungleichung 

dp*  dq*  XÖpdq)   ^" 

gilt,   während  F  selbst  eine  analytische  Fimktion  ist.     Wir  wollen  ein 
solches    Variationsproblem    ein    reguläres    Variationsproblem    nennen. 
Die  regulären  Variationsprobleme  sind  es  vornehmlich,  die  in  der  GW- 
metrie^  Mechanik  und  mathematischen  Physik  eine  Rolle  spielen,  und 
es  liegt  die  Frage  nahe,  ob  alle  Lösungen  regulärer  Variationsprobleme 
stets   notwendig   analytische  Funktionen    sein  müssen,   d.  h.  ob  jede  — 
Lagrang escke  partielle  Differentialgleichung  eines  regulären  Variatio^^U 
Problems  die  Eigenschaft  }iat,  dafs  sie  nur  analytische  Integrale  xuläß^ 
—  selbst,  wenn  man,  wie  bei  dem  Dirichletschen  Potentialprobleme, 
der  Funktion   irgend  welche  stetige,  aber  nicht  analytische  Randwerte 
aufewingt. 

Ich  bemerke  noch,  dafs  es  beispielsweise  Flächen  von  negaikier 
konstanter  G  aufs  scher  Krümmung  giebt,  die  durch  stetige  und  fort- 
gesetzt differentiierbare^  aber  nicht  analytische  Funktionen  dargestellt 
werden,  während  wahrscheinlich  jede  Fläche  von  positiver  konstanter 
Gau f 8 scher  Krümmung  stets  notwendig  eine  analytische  Fläche  sein 
muis.  Bekanntlich  stehen  ja  auch  die  Flächen  positiver  konstanter 
Krümmung  in  engster  Verbindung  mit  dem  regulären  Variationsproblem, 
durch  eine  geschlossene  Raumkurve  eine  Fläche  kleinsten  Flächen- 
inhaltes zu  legen,  die  mit  einer  festen  Fläche  durch  die  namliclie 
Raumkurve  ein  gegebene«  Volumen  abschiiefst 

20.  Allgemeinea  Randwertproblem. 

Ein  wichtiges  Problem,  welches  mit  dem  eben  genannten  in  engem 
Zusammenhange  steht,  ist  die  Frage  nach  der  Existenz  von  Lösungen 

1)  Joainal  de  TEcole  Poljtecliiti4ae  1890. 
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partiellen  Differentialgleichungen  mit  vorgesckriefoenen  Randwerten. 
Die  scharfsinnigen  Methoden  von  H.  A.  Schwarz,  C.  Neu  mann  und 
Poincare   haben   dieses  Problem   für  die  DiflPerentialgleichung  des  Po- 
tentials   im    wesentlichen    gelöst;   doch   erscheinen   diese  Methoden  im 
allgemeinen  nicht  unmittelbar  der  Ausdehnung  fähig  auf  den  Fall,  in 
dem  am   Rande   die  Difierentiabiuotienten  oder   Beziehungen   zwischen 
diesen   and   den  Werten  der  Funktion  vorgeschrieben  sind,   oder  wenn 
es  sich  nicht  um  Potentialflächen  handelt,  sondern  etwa  nach  Flächen 
kleinsten  Flächeninhalts   oder  nach  Flächen    mit   konstanter  positiver 
G  aufs  scher  Krtimmimg  gefragt  wird,   die  durch  eine  vorgelegte  Raum- 
kurve hindurch   laufen  oder  über  eine  gegebene  Ringfläche  zu  spannen 
sind.     Ich  bin  überzeugt,   dafs  es   möglich  sein  wird,   diese  Existenz- 
beweise  durch    einen   allgemeinen  Grundgedanken  zu   führen,   auf  den 
das  Dirichletsche   Prinzip   hinweist,  und   der  uns   dann   vielleicht  in 
den  Stand  setzen  wird,  der  Frage  näher  zu  treten,  ob  nicht  jedes  reguläre 
Variaiwnsprobletn  eine  Losung  hesiist,  sobald  hinsicktlich  der  gegebenen 
Grentbedingtitigeti  geit^isse  Annahmen  —  etwa  die  Stetigkeit  und  stück- 
weise   öftere    Differentiierbarkeit    der    für    die    Randbedingimgen    mafa- 
gebcnden  Funktionen  —   erßillt  sind  und  nötigenfalls  der  Begriff  der 
Uaung  eme  sinngemäfse  Erweiterung  erfährt J) 


21.  Beweis  der  Existenz  linearer  Differentialgleichungen  mit 

vorgeschriebener  Monodromiegrnppe. 

Aus  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  mit  einer 
!  taabkängigen  Veränderlichen  2  möchte  ich  auf  ein  wichtiges  Problem 
kinweisen,  welches  wohl  bereits  Riemann  im  Sinne  gehabt  hat,  und 
welches  darin  besteht,  zu  zeigen,  dafs  es  stets  eine  lineare  I}iffcreniial- 
Shiiimg  der  Fuchs  sehen  Klasse  mit  gegelmien  singulären  Stelleti  und 
«WT  gegebenen  Monodromiegruppe  giebL  Die  Aufgabe  verlangt  also  die 
Auffindung  von  n  Fimktionen  der  Variabein  -r,  die  sich  überall  in  der 
^"Diplexen  r- Ebene  regulär  verhalten,  aufser  etwa  in  den  gegebenen 
»ujgularen  Stellen:  in  diesen  dürfen  sie  nur  von  endlich  hoher  Ordnung 
"Müdlich  werden,  und  beim  Umlauf  der  Variabein  s  um  dieselben  er- 
Hren  gie  die  gegebenen  linearen  Substitutionen.  Die  Existenz  solcher 
l^iffeTentialgleichimgen  ist  durch  Konstantenzählung  wahrscheinlich  ge- 
^^H  worden,  doch  gelang  der  strenge  Beweis  bisher  nur  in  dem 
''«»onderen  Falle,  wo  die  Wurzeln  der  Fundamentalgleichungen  der 
l?*gebenen    Substitutionen    sämtlich    vom    absoluten    Betrage    1    sind. 

1)  Vgl.  meinen  Vortrag  über  das  Dirichleteche  Prinzip.   Jahresbericht  der 
I>ft»U«hen  Mathematiker -Vereinigung  Vm  1900,  S.  184. 
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Diesen  Beweis  hat  L.  SchleBinger^)  auf  Grund  der  Poincare 
Theorie  der  Fuchsschen  ^-Fmiktionen  erbracht.  Es  würde  offenbar 
die  Theorie  der  linearen  Differential gieichungen  ein  wesentlich  ab- 
geschlosseneres Bild  zeigen,  wenn  die  allgemeine  Erledigung  deB  be- 
zeichneten Problems  gelänge. 


22.  Uiiformiaiemiig  analytischer  Beziehuageii  mittelst  automorpher 

Funktionen. 

Wie  Poincar^  zuerst  bewiesen  hat,  gelingt  die  üniformisierung 
einer  beliebigen  algebraischen  Beziehung  zwischen  zwei  Yariabehi 
stets  durch  automorphe  Funktionen  einer  YariabeLn,  d.  h.  wenn  eine 
beliebige  algebraische  Gleichung  zwischen  zwei  Variabein  vorgelegt  ist, 
so  lassen  sich  für  dieselben  stets  solche  eindeutigen  automorpheo 
Funktionen  einer  Variabein  finden,  nach  deren  Einsetzung  die  alge- 
braische Gleichung  identisch  in  dieser  Variabein  erfüllt  ist.  Die  Ver- 
allgemeinerung dieses  fundamentalen  iSatzea  auf  nicht  algebraische, 
Bondem  beliebige  analytische  Beziehungen  zwischen  zwei  Variabein  hat 
Poincare*)  ebenfalls  mit  Erfolg  in  Angriff  genommen  und  zwar  auf 
einem  völlig  anderen  Wege,  als  derjenige  war,  der  ihn  bei  dem  anfangs 
genannten  spezieOen  Probleme  zum  Ziele  führte.  Aus  Poincares 
Beweis  für  die  Möglichkeit  der  Uniformisienmg  einer  beliebigen  ana- 
lytischen Beziehung  zwischen  zwei  Variabein  geht  jedoch  noch  nicht 
hervor,  ob  es  möglich  ist,  die  eindeutigen  Funktionen  der  neuen  Va- 
riabein so  zu  wählen,  dals,  während  diese  Variable  das  regtdän 
Gebiet  jener  Funktionen  durchläuft,  auch  wirklich  die  Gesamtheit  aller 
regulären  Stellen  des  vorgelegten  analytischen  Gebildes  zur  Darste^Utmg 
gelangt.  Vielmehr  scheinen  in  Poincares  üntersuchimgen,  abgesehen 
von  den  Verzweigungspunkten ^  noch  gewisse  andere,  im  allgemeinen 
unendlich  viele  diskrete  Stellen  des  vorgelegten  analytischen  Gebildes 
ausgenommen  zu  sein,  zu  denen  man  nur  gelangt,  indem  man  die  neue 
Variable  gewissen  Grenzstellen  der  Fimktionen  nähert.  Eine  Klämn» 
und  Lösttng  dieser  SchwierigJceit  scheint  mir  in  Anbetracht  da 
fundamentalen  Bedeutung  der  Poinc areschen  Fragesteüung  aufm 
tminschenswert. 

Im  Anschlui's  an  dieses  Problem  bietet  sich  das  Problem 
Üniformisierung  einer  algebraischen  oder  beliebigen  analytischen 
ziehimg   zwischen    drei    oder   mehr  komplexen   Veränderlichen    —   ei 


1)  Handbuch  der  Theorie  der  linearen  Differentialglcichuagen,  Bd.  2,  Teil, 
Nr.  366. 

3)  Bulletin  de  la  Sociät^  Mathämatique  de  France  XI,  1883. 
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Problem^  das  bekanntlich  in  zahlreichen  besonderen  Fällen  löebar  ist, 
und  för  welches  die  neueren  Untersuch nngen  von  Picard  über  alge- 
braiflcbe  Funktionen  von  zwei  Variabein  als  willkommene  und  bedeufc- 
Mune  Vorarbeiten  in  Anspruch  zu  nehmen  sind. 


23.  Weiterfähmng  der  Methoden  der  Variatlonareclmung. 

BiflfafiT  habe  ich  im  allgemeinen  möglichst  bestimmte  and  (spezielle 

Probleme   genannt,    in  der  Erwägung,    daTs  es   gerade  die  bestimmten 
und  spezieilen  Probleme  sind,   die  uns  am   meisten  anziehen  und  von 
denen   oft    der  nachhaltige   Ein^ufs   auf  die   Gesamtwissenschaft   aus- 
geht  Dennoch  mochte  ich  mit  einem  allgemeinen  Probleme  schliefsen, 
oimlich   mit   dem   Hinweise  auf  eine   Disziplin,   die  bereits   mehrmals 
in  meinem  Vortrage  Erwähnung  fand  ~  eine  Disziplin,  die  trotz  der 
«•rlieblichen  Förderung,  die  sie  in  neuerer  Zeit  durch  Weieratrafs  er- 
fahren hat,    dennoch  nicht  die  aUgemeine  Schätzung  geniefst,    die  ihr 
meiner  Ansicht  nach  zukommt  —  ich  meine  die  Vanütionsrechming^} 
*^e  geringe  Verbreitung  dieser  Disziplin  ist  vielleicht  zum  Teil  durch 
^    bisherigen    Mangel    an    neueren    zuverlässigen    Lehrbüchern    ver- 
schuldet.    Um    so    verdienstvoller   ist   es   daher,    dals  Ä.  Kneser*)   in 
einem   jüngst    erschienenen   Werke   die  Variationsrechnung   nach    den 
o^tteren    Gesichtspunkten    und    mit    Berücksichtigung    der    modernen 
Forderungen  der  Strenge  bearbeitet  hat. 

Die   Variationsrechnung   im   weitesten   Sinne   ist   die   Lehre   vom 
♦^*i"iieren   der  Funktionen  und  erscheint  uns  als  solch©  wie  eine  denk- 
Qotwendige    Fortsetzung    der   Differential-    und    Integralrechnung.      So 
■^g^alst,    bilden    beispielsweise    die    Poinc areschen    Untersuchungen 
ober  das  Dreikörperproblem  ein  Kapitel  der  Variationsrechnung,  insofern 
darin  Poincar^  aus  bekannten  Bahnkurven  von  gewisser  Beschaffenheit 
**ureh  das  Prinzip  des  Variierens  neue  Bahnkurven  von  ähnlicher  Be- 
schaffenheit ableitet. 


1)  Lehrbücher  sind  Moigno-Lindelöf:  „Le^ona  du  calcul  des  variationa", 
*«i»1881  und  A.  Kneser:  ,Jjehrbuch  der  Variationarechaung*',  Braunachweig  1900. 

2)  Braunschweig  1900.  Zur  CharakterisieroBg  des  LihalteB  dieses  Werkes 
***  bemerkt,  dafs  A  Kneser  bei  den  einfacheten  Problemen  auch  für  den  Fall, 
^*l«  eine  Integrationsgrenze  veränderlich  ist,  hinreichende  Bedingungen  des  Ex- 
^^^««iiiini  ableitet  und  die  Enveloppe  einer  Schar  von  Kurven,  die  den  Differential- 
W^ichungen  des  Problems  genügen,  benutzt,  um  die  Notwendigkeit  der  Jacob i- 
*^^«n  Bediogongen  des  Eitremums  nachzuweisen.  Femer  sei  hervorgehoben,  dafs 
^-  Kae^er  in  seinem  Lehrbnche  die  Weierstrafssche  Theorie  auch  auf  die 
^«^ge  nach   dem  Extremum   «olcher   Gröfeen  anwendet,   die   durch  Differential- 

definiert  sind. 
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Den  am  Anfange  meines  Vortrags  gemacbten  allgemeinen  Be- 
merkungen über  Variationsrechnung  füge  ich  hier  eine  kurze  Begründang 
hinzu. 

Das  einfachste  Problem  der  eigentKchen  Variationsrechnung  besteht 
bekanntlich  darin,  euie  Funktion  y  der  Veränderlichen  x  derart  zu 
finden,  dafs  das  bestimmte  Integral 

einen  Mioimalwerfc  erhält  im  Vergleich  zu  denjenigen  Werten,  die  du 
Integral  annimmt,  wenn  wir  statt  y  andere  Funktionen  von  x  mit 
den  nämlichen  gegebenen  Anfangs-  und  Endwerten  in  das  bestimmte 
Integral  einsetzen.  Das  Verschwiiiden  der  ersten  Variation  im  üblichen 
Sinne 

liefert  fQr  die  gesuchte  Funktion  y  die  bekannte  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung 


(1) 


dK 


dx  " 


ry-  — ay,»    ^^~?7]' 


Um  nun  des  Näheren  die  notwendigen  und  hinreichenden  Kriterien  för 
das  Eintreten  des  verlangten  Minimums  zu  untersuchen,  betrachten  wir 
das  Integral 

J*=f\F+{y.-p)F,)dx 

a 

[F=F(j>,y;.),     ir,  =  i£i|^] 

und  fragen,  wie  darin  p  als  Funktion  von  x,  y,  zu  nehmen  ist^  damit 
der  Wert  dieses  Integrals  J*  von  dem  Inteffrationstvege ,  d,  h.  von  der 
Wahl  der  Funkti^m  y  der  Variabein  x  unabhängig  wird.  Das  Integral  ./* 
hat  die  Form 

a 

WO  A  und  B  nicht  yx  entl^lten,  und  das  Verschwinden  der  ersten 
Variation 

in  dem  Sinne,  den  die  neue  Fragestellung  erfordert,  liefert  die 
Gleichung 


dÄ    ,    dB 


ex 


+ 


dy 


0. 
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d,  h.  wir  erhalten  für  die  Fanktion  p  der  beiden  Veränderlichen  x,  y 
die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnimg 


d' 


dx     '  }tf 


Die  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (1)  und  die 
eben  geftmdene  partieUe  Differentialgleichung  (1*)  stehen  zu  einander 
ifl  engster  Beziehung.  Diese  Beziehimg  wird  une  unmittelbar  deutlich 
durch  die  folgende  einfache  Umformung: 

dJ*  =/  { F,dy  -f-  F.dp  +  Idyx  -  äp)  F,  +  (y,  -p)  9F,]  dx 

a 

=  /  1  F,dy  -f  dy.F,  +  (y,  -  p)  dF,\  dx 

a 

=  SJ  +  j{y.-ji)iF,dj. 

H'ir  entnehmen  nämlich  hieraus  folgende  Thatsacben:  wenn  wir 
"öS  irgend  eine  einfache  Schar  von  Integralkurven  der  gewöhnlichen 
öiffereitialgleichung  zweiter  Ordnung  (1)  verschaffen  und  dann  eine  ge- 
*"Öhiiliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

•^)  t/x  =  pUy  ?/) 

^Üdeiij  die  diese  Integralkurven  ebenfalls  ak  Lösungen  zuläfstj  so  ist 
■tete  die  Funktion  p{Xf  y)  ein  Integral  der  partiellen  Differential- 
gUichung  erster  Ordnimg  (1*);  und  umgekehrt,  wenn  p{Xf  y)  irgend 
®iae  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichuag  erster  Ordnung  (1*) 
bedeutet,  so  smd  die  sämtlichen  nicht  singulären  Integrale  der  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung  erster  Ordnung  (2)  zugleich  Integrale 
der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (1);  oder  kurz  ausgedrückt: 
Wenn  y^  =  p  (x,  tj)  eme  Integralgleichung  erster  Ordnung  der  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  (1)  ist,  so  stellt  p{x,  y)  ein  Integral  der 
partiellen  Differentialgleichung  (1*)  dar  und  umgekehrt;  die  Integral- 
^^i>Ten  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (1)  sind 
*^o  zugleich  die  Charakteristiken  der  partiellen  Differentialgleichung 
«^ter  Ordnung  (1*). 

In  dem  vorliegenden  Falle  finden  wir  das  nämliche  Resultat  auch 
*^^tel8t  einer  einfachen  Rechnung;  diese  liefert  uns  nämlich  die  in 
^^e  stehenden  Differentialgleichungen  (1)^  bez.  (1*)  in  der  Gestalt 


Ü 


0».  +  PP.)  fpp  +PF,,  +  Ff  -  -Fy  =  0, 
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WO  die  unteren  Indices  in  leichtverständlicher  Schreibweise  die  par- 
tiellen Ableitungen  nach  jr,  y,  p,  i/x  bedeuten.  Hiemiw  leuchtet  die 
Richtigkeit  der  behaupteten  Beziehung  ein. 

Die  vorhin  aufgestellte  und  soeben  bewiesene  enge  Beziehiog 
zwischen  der  gewöhnlichen  DiJQFerentialgleichung  zweiter  Ordnung  (1) 
und  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  (1*)  ist,  wie 
mir  scheint,  für  die  VariationBrechnung  von  grundlegender  Bedeutung. 
Denn  wegen  der  Unabhängigkeit  des  Integrales  J*  vom  Integrations- 
wege  folgt  nunmehr 

(3)  /  { F(p)  +  (,j.  -  p)  F,  (p) )  dx  =/f  Q  dx, 

a  a 

wenn  wir  das  Integral  linker  Hand  auf  irgend  einem  Wege  y  und 
Integral    rechter    Hand    auf   einer    Integralkurve    tf    der    Differential- 
gleichung 

yz^p(x,  f/) 

genommen  denken.  Mit  Hilfe  der  Gleichung  (3)  gelangen  wir  zu  der 
Weierstrafsschen  Formel 


w 


/f  (s.) dx  -fF(},^)  dx  =fE (y.,  p) dx, 


wo  E  den  von  den  4  Argumenten  ylf  p,  y,  x  abhängigen  Weierstra^^ 
sehen  Ausdruck 

^(Sr.  P)  =  ^(yx)  -  F(p)  -  (y,  -p)  F^ip) 
bezeichnet.  Da  es  hiemach  lediglich  darauf  ankommt,  die  in  Rede 
stehende  Integralkurve  y  in  der  j-y- Ebene  auf  eindeutige  und  stetige 
Weise  mit  Werten  einer  entsprechenden  Integralfimktion  /)  (ic,  y)  zu 
umgeben,  so  führen  die  eben  angedeuteten  Entwickelungen  unmittelbar 
^  ohne  Heranziehung  der  zweiten  Variation,  sondern  allein  durch  An- 
wendung des  Polarenprozesaes  auf  die  Differentialgleichung  (1)  —  ^^"l 
Aufstellung  der  Jacobischen  Bedingung  und  zur  Beantwortung  dermal 
Fr^e,  inwiefern  diese  Jaco bische  Bedingung  im  Verein  mit  der 
Weierstrafs sehen  Bedingung  E'>Q  für  das  Eintreten  eines  Minimu 
notwendig  und  hinreichend  ist. 

Die    angedeuteten    Entwickelungen    lassen    sich,    ohne    dafs 
weitere  Rechnimg  nötig  wäre,  auf  den  Fall  zweier  oder  mehr  gesucht 
Funktionen,  sowie  auf  den  Fall  eines  Doppel-  oder  mehrfachen  Integral 
übertragen.     So   liefert  beispielsweise   im   Fall  des   über  ein  gegeben! 
Gebiet  o  zu  erstreckenden  Doppelintegrals 

dz 


aumi  ■ji 
ein^J 


jL=/^(' 


X>     *Jf, 


Z\ 


X,  y)dm 


r  0z 
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da«  im  üblichen  Siiuie   zu  verstehende  Verschwinden  der  ersten  Va- 
riation 

für  die  gesuchte  Funktion  £  von  x^  y  die  bekannte  Diüerentialgleichung 
m\Wr  Ordnung 


,  \'> 


^i^^-^-%-0  [^..-u-  ^v-if.  ^-n 

ÄJiderereeits  betrachten  wir  rlm  Integral 


F--F(^,q>j^'^^ry\  Fp  = 


dF{p,q,t;x,y) 
dp  ' 


dq  J 


und  fragen y  wie  darin  p  und  q  tds  Funktionen  von  x,  y,  z  zu  nehmen 
sind,  damit  der  Wert  dieses  Integrals  von  der  Wahl  der  durch  die  ge- 
^dom  geschlossene  liaumkurve  gelegten  Fläche,  d.  h.  von  der  Wahl  der 
Tvnktiüfi  s  der  Varia^>eln  x,  y  unabhängig  wird.  Daa  Integral  J*  hat 
die  Form 

ond  das  Verschwinden  der  ersten  Variation 

(Je/*  =  0 

la  dem  Sinne,  den  die  neue  Fragestellung  erfordert,  liefert  die  Gleichung 
d A    1^  d B  ^^  dC n 

W+"  ?7  "**  ä7  —  ^' 

d.  h.  wir  erhalten  für  die  Funktionen  p  und  q  der  drei  Variabein  z, 
%  t  die  DÜferentialgleichung  erster  Ordnung 

dF^        dF^        d{pF^^qF^-F)  _ 
?x    +    ay    "»"  ^x         "       ~^'' 

I     Fiigea  wir  zu  dieser  Differentialgleichung  noch  die  aus  den  Gleichungen 
P  z^  =p(x,  y,  z\    Zy  -=  q{Xy  g,  e) 

^iJtierende  partielle  Differentialgleichung 

(^*)  Pu  +  qp.  =  qx  +  pq, 

•^11,  80  stehen  die  partielle  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  (I) 
ßf  die  Funktion  z  der  zwei  Veränderliehen  .r,  g  und  das  simultane 
System  der  rwei  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (I*) 
^  die  zwei  Funktionen  p  und  q  der  drei  Veränderlichen  x^  g,  z  zu 
einander  genau  in  der  analogen  Beziehung ,  wie  vorhin  im  Falle  eines 
«iiifechen  Integrals  die  Differentialgleichtmgen  (1)  und  (I*). 

Wegen   der  Unabhängigkeit  des  Integrals  J*  von   der  Wahl  der 
^^^grationsfläche  z  folgt: 
pAPr  q)  -h  (^x  -  p)  F,  iji,  q)  +  (-r,  -  q)  F,  (p,  q)  ]  dm  =fF(F,,J,)  dm, 
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wenn  wir  das  Integral  rechter  Hand  auf  einer  IntegralÜäche  s  der 
partiellen  Differentialgleichungen 

genammen  denken,  und  mit  Hilfe  dieser  Formel  gelangen  wir  daim 
sofort  zu  der  Formel 

(IV)  /F(^,,  e,)dm  -fF(z.,  0,)dm  =fE{sr,  s,,  p,  q)do, 

M^xy  2y,Pr  q)^F(es,  e,)  —  F{p,  q)  —  (e.—p)Fpip,  q)  —  (e,—q)F,(p,  q), 

die  für  die  Variation  der  Doppelintegrale  die  nämliche  RoUe  spielt, 
wie  die  vorhin  angegebene  Formel  (4)  für  die  einfachen  Integrale,  und 
mit  deren  Hilfe  wir  wiederum  die  Frage  beantworten  können,  inwiefern 
die  Jaco bische  Bedingung  im  Verein  mit  der  Weieratrafsschen  Be- 
dingung £  >  0  für  daa  Eintreten  eines  Minimums  notwendig  und  hin- 
reichend ist. 

Mit  dieser  Entwiekeinng  verwandt  ist  die  Modifikation,  in  welcher, 
von  anderen  Gesichtspunkten  ausgehend,  A.  Kneser*)  die  Weier- 
strafssche  Theorie  dargestellt  hat.  Während  nämlich  Weierstrafs 
zur  Ableitung  hinreichender  Bedingungen  des  Extremums  die  durch 
einen  festen  Punkt  gehenden  Integralkurven  der  Gleichung  (1)  benutzt, 
macht  A.  Kneser  von  einer  beliebigen  einfachen  Schar  solcher  Kurven 
Gebrauch  und  konstruiert  zu  jeder  solchen  Schar  eine  für  sie  charak- 
teristische Losung  derjenigen  partiellen  Differentialgleichung,  welche 
als  Verallgemeinerung  der  Jacob  i- Hamilton  sehen  anzusehen  ist. 


Die  genannten  Probleme  sind  nur  Proben  von  Problemen;  sie  ge- 
nügen jedoch,  um  uns  vor  Augen  zu  führen,  wie  reich,  wie  mannigfach 
und  wie  ausgedehnt  die  mathematische  Wissenschaft  schon  heute  ist, 
und  es  drängt  sich  uns  die  Fra^e  auf,  ob  der  Mathematik  einst  bevor- 
steht, was  anderen  Wissenschaften  längst  widerfahren  ist,  nämlich  dafs 
sie  in  einzelne  Teil  Wissenschaften  zerfällt,  deren  Vertreter  kaum  noch 
einander  verstehen  und  deren  Zusammenhang  daher  immer  loser  wird. 
Ich  glaube  und  wünsche  dies  nicht;  die  mathematische  Wissenschaft 
ist  meiner  Ansicht  nach  ein  unteilbares  Ganze,  ein  Organismus,  dessen 
Lebensfähigkeit  durch  den  Zusammenhang  seiner  Teile  bedingt  wird- 
Denn  bei  aller  Verschiedenheit  des  mathematischen  Wissensstoffes  im- 
einzelnen,  gewahren  wir  doch  sehr  deutlich  die  Gleichheit  der  logische: 
Hilfemittel,    die    Verwandtschaft    der    Ideenbildungen    in    der 


ganzeiM 


1)  Vgl  aein  vorhin  genanntes  Lehrbuch  der  Tariationarechnung  §  14,  §  l& 


19,  §  20. 
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Mathematik  und  die  zahlreichen  Analogien  in  ihren  verschiedenen 
Wissensgebieten.  Auch  bemerken  wir:  je  weiter  eine  mathematische 
Theorie  ausgebildet  wird,  destti  harmonischer  und  einheitlicher  gestaltet 
sich  ihr  Aufbau,  und  ungeahnte  Beziehungen  zwischen  bisher  getrennten 
Wissenszweigen  werden  entdeckt  So  kommt  es,  dafs  mit  der  Aus- 
dehnung der  Mathematik  ihr  einheitlicher  Charakter  nicht  verloren  geht, 
sondern  desto  deutlicher  offenbar  wird. 

Aber  —  80  fragen  wir  —  wird  ea  bei  der  Ausdehnung  des  mathe- 
matischen  Wissens    für   den    einzelnen   Forscher  nicht  schliefslich   un- 
möghch,  alle  Teile  dieses  Wissens  zu  umfassen?    Ich  möchte  als  Ant- 
wort darauf  hinweisen,   wie   sehr   es   im  Wesen   der  mathematischen 
WisBeuBchaft  liegt,  dafs  jeder  wirkliche  Fortschritt  stets  Hand  in  Hand 
geht  mit  der  Auffindung  schärferer  Hilfsmittel  und  einfacherer  Methoden, 
die   zugleich    das  Verständnis    früherer  Theorien    erleichtem   und  um- 
idliche    ältere   Entwickelungen   beseitigen,    und    dafs  es  daher  dem 
(bleu  Forscher,  indem  er  sich  diese  schärferen  Hilfsmittel  und  ein- 
facheren Methoden  zu  eigen  macht,  leichter  gelingt,  sich  in  den  ver- 
schiedenen Wissenszweigen  der  Mathematik  zu  orientieren,  als  dies  für 
irgend  eine  andere  Wissenschaft  der  Fall  ist. 

Der  einheitliche  Charakter  der  Mathematik  liegt  im  inneren  Wesen 
dieser  Wissenschaft  begründet;  denn  die  Mathematik  ist  die  Grundlage 
äU«  exakten  naturwissenschaftlichen  Erkennens.  Damit  sie  diese  hohe 
Befitimraung  vollkommen  erfiille,  mögen  ihr  im  neuen  Jahrhundert 
g«!ni&le  Meister  erstehen  und  zahlreiche  in  edlem  Eifer  erglühende 
Jünger! 


I     die   2 
K&nd 


über  die  Helligkeit  der  Sehorgane  bei  Mensclieii  und  Tieren, 
insbesondere  bei  den  Knochenfisclien. 

Von  ALEXANDER  GLEICHEN  in  Berlin. 

I.  AUgenmner  Ausdruck  für  die  Helligkeit,  mit  der  ein  Auge  sieht 

In  der  Fig.  1  sei  PAA'P'  die  optisclie  Achse  eines  menschliclieii 
Auges.  In  A  und  A'  befinden  sich  die  sogenannten  Eintritts-  und 
Austrittspupillen  (die  (EP)  und  die  [AP]).  Beide  sind  Bilder  der  Iris, 
die  sich  innerhalb  des  optischen  Systems  des  Auges  bei  A"  befindet  uiwl 


Jfs 


M' 


W 


Fig.  1. 

dieses  System  gewisse rmafsen  in  zwei  Teile  M  und  M'  teilt. 
Teil  M  wird  durch  die  Hornhaut  und  das  Kammerwasser,  der  Teil 
durch  die  Linse  gebOdet,  die  jedoch  (in  Richtung  zur  Netzhaut)  nicht  ^"i 
Luft  grenzt,  sondern  an  das  Medium  des  Glaskörpers,  dessen  Brechan^^4 
exponenten  wir  mit  «'  bezeichnen  wollen.  Das  Bild  der  Iris,  in  L 
durch  das  System  M  erzeugt,  ist  die  (EP)  mit  dem  Radius  p.  L-^* 
Bild  der  Iris,  im  Medium  des  Glaskörpers  durch  das  System  M' 
zeugt,  ist  die  {AP)  mit  dem  Radius  p\ 

Auf  der  optischen  Achse  des  Auges  befinde  sich  ein  Flächen elem^^J 
PQ  =  dq.  Wir  denken  uns  durch  die  optische  Achse  und  durch  *^ 
Normale  PN  des  Elementes  eine  Ebene  gelegt,  welche  mit  der  Paj»»-^ 
ebene  in  Fig.  1  zusammenfalle.  m 
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Wir  wollen   die  Helligkeit  berechnen,   mit  der  das  Ange  das  Ele- 
it  dq  sieht,  und  zwar  unter  Voraussetzung  eines  beliebigen  Emana- 
tionagesetzes.     Wenn  ein  Auge  ein  kleines  Hächenstück  fixiert,  bo  mulfi 
dieeee   Flächenstück   in  der  Nähe  der  optischen  Achse  liegen,  und  wir 
können    eine    Abbildung    mittels  „Paraxialstrahlen"   als    vorhanden    be- 
trachten,    unter  „Paraxialötrahlen"  verstehen  wir  herkömmlicher  Weise 
solche  Strahlen,  die  sich  in  unmittelbarer  Nähe  der  Achse  befinden,  so 
daCs  man  nach  Belieben  die  Sinus  und  Tangenten  ihrer  Achsenneigungen 
mit  diesen    Winkeln  selbst  vertauschen   kann.      Da  das   Menschenauge 
und  auch   die   Augen   der  meisten  Wirbeltiere  nach   dem   Typus  eines 
Systems   zentrierter  Kugelflächen  konstruiert  sind^  so   sind  wir  in  der 
iage,  die  bekannten,  für  ein  solches  System  gültigen  Abbildungsgesetze 
li  dem  vorliegenden  Problem  anzuwenden. 

Man  nahm  häufig  an,  dal's  die  von  dq  ausgehende  Strahlung  ihrer 
lifiachen  Intensität  nach  proportional  dem  Kosinus  des  Emanations- 
;els  a  (Winkel  zwischen  Normale  FX  und  StrahJungsrichtung  PA) 
»,  eine  von  Lambert  zuerst  aufgestellte  Hypothese,  und  kam  dann  zu 
Sem  Resultat,  dafs  das  Auge  ein  leuchtendes  Flächenelement  in  jeder 
Entfernung  und  jeder  Lage  gleich  hell  sehe.  Die  Beweisführung  hierfür 
beruht  darauf,  dafs  die  Gröfse  des  Netzhauthildes  von  dq  proportional 
gesetzt  wird  dem  räumlichen  Sehwinkel,  unter  dem  dieses  Bild  vom 
zweiten  (laildseitigen )  Knotenpunkt  des  Auges  aus  erscheint.  Diese 
Annahme  ist  nicht  streng  notwendig,  und  wir  werden  weiter  unten  den 
teinsten  Ausdruck  für  die  Helligkeit  genauer  kennen  lernen,  der 
die  Photometrie  nicht  ganz  ohne  Interesse  sein  dürfte.  Aufserdem 
an  der  Gültigkeit  des  Lambertschen  Gesetzes  in  neuerer  Zeit  ver- 
^luedentlich  Zweifel  erhoben,  namentlich  auch,  weil  es  sich  für  die 
ö^lenchtung  der  Planeten  durch  die  Sonne  als  unzutreffend  erwiesen  hat. 
üie  neueren,  von  Lommel  und  Seeliger  aufgestellten  Formeln  haben 
^•Uerdings  auch  nicht  zu  widerspruchsfreien  Ergebnissen  geführt. 
^H  Wir  nehmen  infolge  dessen  zunächst  ein  beliebiges  Emauations- 
^^•etz  f(B)  an.  Dann  ist  die  von  dem  Flächenelement  dq  ausgehende 
^BP<Üitenergie 
■  äE  =  kf{t)dqdm^ 

^B^  da  das  kleine  Flächenstück  ist,  das  der  von  P  ausgehende  Strahlen- 
^^lel  aus  einer  um  P  mit  dem  Radius  Eins  geschlagenen  Kugel  heraus- 
_?*meidet  und  k  eine  Konstante  bedeutet.     Nun  folgt  nach  einer  ein- 
in  Proportion  aus  der  Figur 

dm  -  ^1^, 
\  die  Entfernung  des  Elementes  dq  von  A  und  ti  die  Ludolphine 
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ist.  Femer  können  wir  den  Flächeniulialt  von  dq  gleicli  dem  Proc 
aus  der  Strecke  PQ  =  ds,  und  einem  xu  PQ  senkrechten  DiirchmeMffl 
dieses  Flächenstückes  setzen,  welcher  letztere  auf  der  Papiereben 
also  auch  auf  der  optischen  Achse  senkrecht  steht. 
Dann  ist 

dq  =  dsdz 
und  ako: 

dE=kmds^^' 

Die  Gröfso   des  Bildes   von    dq   auf   der  Netzhaut   können   wir   di 
ds  dz'  ausdrücken^  wenn  da'  und  dz'  die  Bilder  auf  der  Netzhaut 
ds  und  dz  sind,   die  auch   nach  der  Brechung  auf  einander  senkr 
stehen.     Als  Helligkeit  definieren  wir  nun,  wie  üblich,  das   Quao' 
Lichtenergie,  das  auf  die  Flächeneinheit  des  Netzhautbildes  gela 
erhalten: 


h^ 


dE         .  ...  -  d»    dz 

'^^'^^'^di-'dr 


ds'dz 


Nach  den  Prinzipien  der  Abbildnngslehre  bei  zentrierten  Systemen 
nun  das  Verhältnia  -^-  zweier  achsensenkreehten  Linienelemente  an 

konjugierten  Stellen  P  und  P'  gleich  der  Lateral vergrölsenuig  ß.  Bi] 
femer  die  Elemente  d^  und  d$\  von  denen  das  erste  dem  Bildraura, 
andere  dem  Objektraum  angehört,  mit  der  Axe  die  Winkel  93  und 

80  ist 

da'  ^  sin  qp  ^| 

ds        "  sintp'  ^B 

Bezeichnet  ferner  |'  die  Entfernung  der  Austrittspupille  vom  Punkte 
und    sind    n    und    w'    die   Brechungsexponenten    im    Objektrau 
Bildraum j  so  ist  ferner^) 

WO  B  die  Lateralvergröfserung  in  den  Pupillen,   d.  h.  in  den 
A  und  Ä  bedeutet.     Unter  Berücksichtigung  dieser  Beziehungen 
der  Ausdruck  für  die  Helligkeit,  mit  der  das  Auge  sieht: 

Da  p  und  /j'  die  Radien  der  Ein-  und  Austrittspupille  sind,  so  istj 
i?  =  -.     Ist  femer  Sl  der  Raumwinkel,  unter  dem  die  Austritt 
vom  Punkte  P'  aus  erscheint,  so  hat  man  aus  der  Figur: 

Ä/J»  =  St%\ 

1)  Sieke  z.  B.  Czapski:   Theorie   der   optiBchen  Inrtramente   nach  ik 
Breslau  18@3.     S.  166. 
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Unter  Berücksichtigung  dieser  Relationen  kann  man  den  Ausdruck  für 
k  auch  in  der  einfachen  Form  schreiben: 

Das  Bild  dq'  Ton  dq  ist  nnter  dem  Winkel  qp'  zur  Achse  geneigt,  könnte 
also  von  einer  als  Fläche  gedachten  Netzhaut  gar  nicht  perzipiert  werden. 
Diese  Perzeption    könnte    nur    dann    rorhandeu    sein,    wenn   die   licht- 
empfindliche Schicht  eine  gewisse  Dicke  hätte  und  eine  Struktur,   die 
das  wirkliche  Zustandekommen  eines  dioptrischen  Bildes  erlaubte.    Im 
MMlem  Falle  würde  gar  nicht  die  Grolae  von  d(/   in  Frage  kommen, 
sondern  nur  die   Projektion   von   dq'  auf  die   als   achsensenkrecht  ge- 
dickte Netzhaut,  mit  anderen  Worten:  Wir  hätten,  um  die  Helligkeit  h 
n  erhalten,  die  Energie  ds  nicht  durch   dq  =  ds  dz\  sondern  durch 
dsdlim^>'  dividieren  müssen,  wodurch  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2) 
der  Faktor  sinqp'  verschwinden  würde.     Welche  der  beiden  Annahmen 
wir  in  der  Natur  auch  als  gilttg  ansehen,  es  läfst  sich  immer  zeigen^ 
d«Jj   für    einigermalsen    entfernte    Objekte    beide    Fälle    zu    demselben 
mathematischen  Ausdruck  für  die  Helligkeit  führen. 

Nach  den  allgemeinen  Prinzipien  der  dioptrischen  Abbildung  durch 
«*in  zeatriertes  System  besteht  nämlich  zwischen  den  Winkeln  qp  imd  tp 

die  Beziehung 

tgqp '  _  «  i  _  tB 
tg  tp        n  ß         S' 

'«ittelg  dieser  letzteren  Beziehimg  erhält  man: 

ainqp'  _  1 

y8in>-f  (|^)co«> 

*^^  Gröfae  IrjA     ist  für  nicht  zu  kleine  Gröfsen  ^  immer  selbst  sehr 

^^ifl,  schon  für  die  deutliche  Sehweite  des  normalen  Menschenauges 
*'**51t  man    sie   zu  O0}1.     Für  einigermafsen  beträchtliche  W^erte  von 
man  sie  also  vernachlässigen  können^  und  Gl.  (2)  ergiebt  dann 

(4)  /,  =  kfi.)U  (^)^ 


'Wrd 


1 


SIB  (p 


**^€Bi  Wert,  den  wir  nach  obigem  auch  erhalten  hätten,  wenn  wir  die 
f^^tzhaut  nur  als  eine  lichtempfindliche  mathematische  ,^Fläche"  ohne 
J^tie  Tiefenausdehnung  ungenoramen  hätten.  Unter  den  gemachten  Vor- 
*^*«ietzungen  beträchtUeber  Werte  von  |  kann  also  Gl.  (4)  unter  allen 
^-'Histanden  als  allgemein  gütig  angenommen  werden.  Über  die  Gröfse  /*(«), 
^  h.  ttber  das  herrschende  Emanationsgesetz,  haben  wir  bis  jetzt  keine 
^^•Oodere  Annahme    gemacht.      Wie  aber  schon   erwähnt,  scheint  ein 
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derartiges    allgemeines^    für    alle    Körper    geltendes    Gesetz    alclit 
existieren;  denn  verscliiedene  Autoren  haben  auch  verschiedene  For 
desselben  aufgestellt.    Von  den  vier  in  der  Litteratur  bekannten  For 
von  Lambert,  Euler,  Lommel^  Seeliger  wollen  wir  hier  nur  das 
erstere  näher  betrachten,  weü  es  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft  zeigt. 

Nach  Lambert  ist 

/"(e)  =  cos  e. 
Da  nun  ans  unserer  Figur 

folgt;  80  wird 


und  (4)  giebt 
(5) 


Die  Helligkeit   ergiebt  sich  also   In  diesem  Falle   als  unabhängig  töü_ 
der  Achsenneignng  des  strahlenden  Flächenelementes. 

Da  das  Emanationsgesetz  auf  einen  Vorgang  anfserhalb  des  Angel" 
sich  bezieht,  so  ist  es  gleichgütig,  sobald  wir  die  Helligkeit  verschieden 
konstruierter  Augen ,  wie  Menschen-   und  Tieraugen   mit  einander  ver- 
gleichen   wollen.     Wir   brauchen   in   diesem   Falle  uns  das  strahlende 
Element  nur  unter  demselben  Winkel  zur  Achse  vorzustellen  und  konien 

uns    dann    die    Gröfse    V^    mit    der    Konstante    k    vereinigt    denken, 
sin  tp  ^ 

Noch  bequemer  ist  es,  das  Element  dq  als  achsensenkrecht  anzunehmen; 

dann  werden  wir  /'(g)  ==  1   und  sin  qp  =  1   setzen   dürfen   umd  erhaltöi 


(6) 


einen  Ausdruck,  den  wir  den  folgenden  Betrachtungen  zu  Grunde  legeo 
wollen. 

IL  Das  Mefischetuiuge  und  das  Fischauge, 

Für  das  Menschenauge  ist  n,  der  Brechungsindex  der  Luft,  gleich 
der  Einheit  zu  setzen^  während  «',  der  Brechungsiiidex  des  Bil<i* 
raumes^  d.  h.  der  wässerigen  Flüssigkeit, 

w'  =  1,3365 

zu  setzen  ist. 

Die   Gröfse  B,    d.  h,    das  Vergröfserungs Verhältnis    der  Ein- 
Austrittspupille,  hat  nach  Helmholtz  den  Wert 

B  =  0,923. 

Da  nach   den  Untersuchungen   desselben  Forschers  die  AustrittspupH 
nur  um  0,1  mm   von  der  Iris  entfernt  liegt,  so  können  wir  im  Mifct^ 
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für  I',   d.  h.  für  die  Entfernung  der  Austrittspupille  von  der  Netzhaut, 
den  Wert  |'  =  20  mm  annehmen  und  erhalten 

h  =  kp^n  •  0,003801. 
Hierbei  ist  p  der  Radius  der  Austrittspnpilie;  dieser  ist  nach  Helm  hol  tz 
um   ein   Siebentel    gröfser   als    der  Radius  der  Iris.     Kennt  man  den 
letzteren  gleich  r,  so  ist  also  p  =  y  r,  und  es  wird 
(6a)  h  =  kr^Tt  -  0,00496, 

Wir  wollen  jetzt  noch  das  Auge  eines  anderen  Geschöpfes  als  des 
MenachcD  in  unsere  Betrachtung  ziehen.    Während  die  Augen  der  höheren 
^'irbeltier©  insbesondere  der  Säugetiere  und  Vögel  im  allgemeinen  dem 
Menachenauge  analog  gebildet  sind,  zeigen  die  Sehorgane  der  Knochen- 
fische einen  abweichenden,  einfachen  und  doch  sehr  charakteristischen 
oaa. ')     Die  Linse    hat    beinahe   strenge   Kugelform    und  einen  hohen 
ßi^chungsexponenten,    sie    liegt  unmittelbar  der  vorderen  Augenwand 
•Q»   ©ine  vordere  Augenkammer  ist  nicht  vorhanden,  die  Hornhaut  bildet 
^^Tr    der  Iris  eine  ebene  Platte*)  ohne  jede  dioptrische  Wirkung.     Die 
^"^   scheint  die  Fähigkeit  sich  auszudehnen  und  zusammenzuziehen  ver- 
*oinojj   2u    haben;    wenigstens    sind  deutliche  Irisbewegungen   nur  gsuiz 
•'"Söahmsweise  (beim  Aal  und  Hundshai)  konstatiert. 

In  Figur  2  sei  ein  solches  Auge  dargestellt.    Ä  AM  ist  die  optische 
Achse,  der  Kreis  um  M  mit  dem  Radius  MA  sei   die  Kugellinse  im 
^-^^irchschnitt.   Diese  wird  zwar, 
*i^alog     wie     die     Linse     des 
Menschenaoges,  eilten  geschich- 
tetem Bau  aufweisen.    Für  eine 

^wte  Annäherung  aber  wird  es     

Stufigen,    wenn    wir    sie    als  fi 

Homogen  und  von  konstantem 

Brechungsindex  n^  (gegen  Luft) 

annehmen.    In  A  befinde  sich  ^J«*- 

di«  Iris  von    der   Gröfse   aß. 

t)a   hier,  wie    schon    erwähnt,    infolge    der    planen    Hornhaut    eine 

o^jektaeitige    Abbildung    nicht    stattfindet,     so    fdUt    also    hier    Iris 

•Mid  Eintrittspupille    zusammen.     Um    die   Austrittspupille   zu    finden, 

^^^  man    aß    nach    der    Bildseite    hin    durch    die    Kugellinse    vom 

^'lex  n^  in   das  Medium   des   Glaskörpers  abbilden.      Es  ergiebt  sich 

*»•*  nrtuelle  vergrÖfserte  Bild  aß\    Der  BrechungsLndex  dieses  Körper* 

1)  Leuckart:  Organologie  des  Augea.    Leipzig  1876. 

•)  Plateau;  Sur  la  vigion  des  poisaonö.  M^m.  cour.  p&r  rAcad^mie  de  BnixeUe». 

T  mi  i8«7. 

J0« 
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(früher  n  genannt)  fällt  hier  fast  genau  mit  dem  Brechungsindex  ii 
des  Objektraumes  zusammen,  so  daüs  in  Formel  (6)  die  Werte  W  nnd  » 
einander  gleichzusetzen  sind;  man  erhält  also 

Unter  der  Voraussetzung  also,  dafs  der  Glaskörper  den  Exponenten 
n   und  die  Linse  den  Exponenten  n^  hat,   ist  zunächst  der  Quotient 

J9  =  —Q  zu  berechnen.  Man  findet  nach  den  Prinzipien  der  Abbildungs- 
lehre 

und 


BAI  = 


«,  —  2w 

WO  (>  der  Radius  der  Eugellinse  ist. 

Da  nun  femer  die  Strecke  MC  sich  leicht  ergiebt  MC=  -.,  ***^    ., 

*  C*»i  —  *) 

so  ist  man  nun  auch  imstande,  die  Gröfse  |',  d.  h.  die  Entfemong  der 
AustrittspupiUe  von  der  Netzhaut,  also  die  Strecke  ÄC  anzugeben. 
Man  findet: 


Hieraus  folgt  dann 


Bezeichnet  man  noch  den  relativen  Brechungsexponenten  der  Linse  in 
Bezug  auf  das  umgebende  Medium,  also  den  Quotienten  ~  mit  N,  so 
erhält  man  schliefslich: 

(7)  ,,  =  4*MPL«. 

Wie  schon  oben  bemerkt,  ist  der  Radius  p  der  Iris  bei  den  Knochen- 
fischen fast  immer  gleich  dem  Radius  q  der  Eugellinse  und  ändert  seine 
Gröfse  unter  Einwirkung  yerschiedener  Intensitäten  nicht. 
Für  p  =  Q  wird  Gl.  (7) 

(8)  ^        /..=^'-'^^'^"'- 

Direkte  Messungen  der  Gröfse  N  sind  mir  nicht  bekannt.  Aus  einer 
Abbildung  eines  Hechtauges  in  dem  Werke  von  Leuckart  (Organologie 
des  Auges.     1876.    S.  219,  Fig.  40)  kann  man  den  Durchmesser  der 
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KugdlinBe  zu  6^  mm  und  die  Entfernung  dieser  Linse  von  der  Netz- 
haut (in  Fig.  2  die  Strecke  BC)  zu  3,7  mm  abmessen.  Aus  diesen 
Notizen,  kann  man  N  bestimmen.     Denn  wie  oben  angegeben,  ist  die 

Strecke  MC  =  ^t^ztT)'  ^^  *^®^  -¥^  =  ^»^^  und  p  =  3,25  ist,  so  er- 
giebt  sich 

i\r=l,30. 

Demnach  folgt  aus  (8)  fQr  die  Helligkeit,  mit  der  ein  Fiscbauge  sieht: 

(9)  Ä  =  0,213  ä;ä. 

Setzen  wir  nun  in  die  Formel  (6  a),  die  fOr  das  Menschenauge  gilt,  für 
den  Radius  r  der  Iris  2  mm,  welcher  Wert  bei  mittlerer  Tagesbeleuchtung 
statthat,  und  yergleichen  den  so  erhaltenen  Wert  mit  dem  Wert  aus 
Formel  (9),  so  folgt,  dals  das  Fischauge  10,7  mal  so  hell  sieht  als  ein 
Menschenauge  bei  normaler  Beleuchtung.  VergrÖfsert  sich  der  Radius  r 
der  Iris  dagegen  bis  4  mm,  was  einem  Pupillendurchmesser  Ton  über 
9  mm  entspricht,  so  sieht  der  Mensch  mit  einer  Helligkeit,  die  von 
der  eines  Fischauges  nur  noch  um  das  2,7  fache  übertroffen  wird. 

Berlin,  den  10.  Januar  1901. 


An  Expression  of  the  Nnmber  of  Primes  lying  between 
two  glyen  Integers. 

By  T.  Hatashi,  Matsuyama  (Japan). 

Previously,  we  will  prove  the  foUowing  theorem: 
Bepresent  the  roots  of  the  binomial  equation 

a;"  -  1  =  0 
by  «••  (i  =  0,  1,  2,  . . .,  n  -  1);  then 
1**.  when  n  is  a  prime, 

2**.  when  n  is  not  a  prime, 

1=0 

To  prove  this,  we  proceed  as  follows: 
When  w  is  a  prime,  by  Wilson's  theorem,  we  have 
(n  —  1) !  +  1  =  0    (mod.  «), 
whence,  for  all  positive  integral  values  of  i, 

Therefore,  when  n  is  a  prime, 

<  =  0 

When  n  is  not  a  prime,  also  by  Wilson's  theorem, 
(n  -  1)  I  +  1  =  a    (mod.  n), 
where  a  is  not  only  a  positive  integer,  not  zero,  but  is  prime  to  n;  be- 
cause,  if  a  and  n  have  a  common  factor,  not  1,  the  factor  must  be  a 
factor  of  (»  —  1)  !  and  consequently  of  unity.     Thus 

♦  {(»  -  1)  !  +  1 }  =  «a    (mod.  n). 

Hence 

»■=11—1  i=«_i 

1  =  0  1  =  0 
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Bnt  since  a  and  n  are  prime  to  each  other,  the  smallest  positive 
mainders  of  the  series 

0,  a,  2a,  ...,(»-!)  a, 

ith  reepect  to  n,  are  nothing  eise  than  a  permutation  of  the  series 
0,  1,  2,  . . .,  n  -  1. 

•  =  0  1=0 

=  1  +  «  + «*  +  ...  +  «"-* 

=  0.  Q.  E.  D. 

The  expression  of  the  number  of  primes  lying  between  two  inte- 
V8,  proceeds  immediately  from  this  theorem. 

New,  if  the  residuum  of  a  fanction  f{x)  be  represented  by  Bf(x), 

t  =  0 

ix 


de 


orefore  R  — =1     (n  prime), 

=  0     (n  not  prime). 


Therefore  the  reqnired  expression  is 


C"—  1 

f|:=« 


%ft 


0 

By  the  way,  we  get  a  theorem  of  the  integral  calculus: 


in 


f 


;=^ ad  =  2n    (n  pnme), 

=  0    (n  not  prime). 


On  some  Theorems  conceming  with  Prime  Nnmbers. 

By  T.  Hayashi,  Matsuyama  (Japan). 

In  the  preceding  paper  ,,An  Expression  of  the  Number  of  Prins 
lying  between  two  given  Integere'',  we  bave  obtained  a  theorem,  whii 
distinguishes    prime   numbers   and   composite   numbers,   as   Wilson 
tbeorem  does,  in  the  foUowing  form: 
in 
%(n-l)!  +  l^  {{n-l)l  +  l}9V^^ 


/'- 


neney_i  —  i 


(?ö  =  2ä    (n  prime), 


=  0    (n  composite). 

(r>l 

Realizing  the  denominator  of  the  fraction  to  be  integrated,  thei 
separating  the  real  and  imaginary  parte,  and  finally  changing  r  mU 

-,  we  shall  get 

in 
(I)  rr—  (coB  (m  -  n)  e  -  r-^^rnej  ^^  ^  ^^     (n  prime), 

0 

=  0     (n  composite); 

(w  =  («-l)!-f  1,  r<l) 
in 


(n) 


/r*-*"  {  Bin  (m  —  n)  e  +  r"  sin  mö }    ^ß  ^  q 
1  —  2r"coenö  -f  r*" 


0 

(m  =  («-l)!  +  l,  r<l). 

1.  We  shall  now  prove  these  theorems  without  using  the  theo 
of  residua,  but  in  a  most  elementary  way. 

FirsÜy  we  shall  deal  with  the  integral  (I). 
It  is  well  known,  that,  if  a  <  1 , 
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Hence,  since  r  <  1,  the  integral  (I)  becomes 


in 


/_--j-    /    { cos  (m  — n)ö  —  r"  cosmö}  •  |l +  2^    rf^coBpnßl  dB. 

0 

Let  n=^2.        Then  m  =  2.        Thus  we  have 

nZT«  /  (1  -  »•*  C0J9  2Ö) .  llH-  2  ^  r«/»  cos  2pö  |  dd. 

0 

Since ,  if  s  +  0, 

in 

jcoB  sOde^O, 


0 


(p=op  8ä  . 

2x-2r»  ^r^p    T  cos  2ö  cos  2i)Örfö 


Stt 


/2  cos  so  cos  te^O        («4=  0, 


=  2;r       (s  =  /). 
^  *^eT^fore,  when  w  =  2,  the  integral  (I)  is  eqnal  to 

^,  {2;r-r*.2«}, 

Let  n  be  prime,  not  2.     Then  the  integral  (I)  becomes 

^^~'^^ — Y^  '2^  rP*  I  {cos  (w  —  n)  Ö  --  r»  cos  mB]  •  cob  pnBdB. 

Now,  by  Wilson 's  theorem^  m  is  exactly  divisible  by  n;  let  its 
^^oiient  be  A.     Then  we  can  choose  such  values  Pi,  p^,  that 

m  —  n  =  jj^n, 
*^d  tn^p^n, 

Px    teing  J.  —  1  and  p^  being  -4. 

Therefore  the  integral  (I)  becomes  equal  to 

Z^-I^M-D«  .  2;r  -  r^-  .  r»  .  2;r} , 


öT  2ä -^-j^  {r'»-''-r'»  +  «) 
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If  n  be  composite,  we  cannot  obtain  snch  Talues  p^  and  p^]  and 
therefore  the  integral  (I)  nrnst  be  equal  to  zero. 

In  precisely  the  same  way,  we  can  prove  that  the  integral  (U)  is 
zero,  whatever  value  n  may  be. 

2.  Whe  shall  next  deduce  some  theorems  in  spherical  harmonics 
from  the  aboYe. 

Let 

l_2«co8y  +  ««  =  2  ^«(^)  *  "*• 

9  =  0 

Then,  when  n  be  a  prime  number, 
*'"~"'2'*'*    /   {co8(m  — n)Ö  —  r"  COS  «Ö}ög(»Ö)dfÖ  =  2» 

for  any  values  of  r  <  1. 

Let  n  »  2;  this  becomes 

V  ^    /  (1  -  r«  cos  20)  Q,  (20)  dB  -  2«, 
or 


J*  Qo  (26)    de  +  ^  r^ij  {Q,(2e)  -  cos  26  -  Q,^i  (26))  d6  -  2x. 

0  «  =  i        0 

Of  course  T  Q^  (26)  d6  -=  2x, 

0 

and  hence        /  {  Ö«  (2Ö)  -  cos  2Ö  •  Qg^i  (26)]  d6  -  0, 

y 

or 

(m)  f  Q,  (26)  d6  -     TcoB  2Ö  §j_  1  (2Ö)  rfö 

0  0 

for  any  values  of  q,  not  zero. 

Let  n  be  a  prime  namber,  not  2.     Then  we  get 

r«-"»     /cos  (m  —  «) ö  .  §0 (n6)  d6 

92=00  J**  — . 

'^2  *^"  f{coB  (m  -  n)6  •  Q,  (n6)  -  cos  m6  •  Q^^t(n6)]d6  L'^x. 
«=i  0  J 
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Of  couree  Tcos  {m  -  n)  d  ■  Q  (nß)  dB  =  0. 

0 

But  in  this  case,  we  can  get  a  value  of  g,  for  which  n  —  m  +  gn  =  0. 
For  that  value  of  q: 

(IV)  f  coB(m-n)e'  Qg  (nO)  •  rfö  -  2ä  +     /cos  wÖ  •  Ö«- 1  (nO)  dB. 

0  0 

For  all  other  values  of  q: 

(V)  C  cos  (m  -n)B'  Q,  (nB)  -  dB  ^     f  cosrnB-Qg-i  (nB)  dB. 

0  0 

If  n  be  a  composite  number,  we  shall  get 

tn  in 

(VI)  J  COS  {m-n)B'Qg  (nB)  -  dB  =  J  cos  mB  -  ö  j-i  {nB)  dB, 

0  0 

for  any  value  of  q. 

In  precisely  the  same  waj,   from  the  integral  (11),  we  get,  for 

any  values  of  n  and  q: 

tn  %n 

(Vn)     /sin  {m-n)B-Qg  {nB)  •  dB  +  Jsin  mB  •  Öj_i  {nB)  dB  -  0. 

0  0 

Matsnyama,  Japan,  May  11,  1900. 


über  die  analytische  Darstellung  zweier  Dreiecke,  die  auf 
6  Arten  perspektiviscli  liegen. 

(Auszug  aus  zwei  Briefen  von  Herrn  S.  Gündelfinger  an  Herrn 

E.  Jahnke.) 

Darmstadt,  im  Januar  1901. 
1.  Es  seien 

1)    a;,  =0,         2)    ar,  =  0,  3)     x^  =  0 

und 

I)    Wx  =  0,        II)    t;,  =  0,        IH)    «?,  =  0, 

Ut  =  u^x^  +  ttjic,  +  tija^ ,    etc., 
die  Gleichungen  zweier  Dreiecke  ahc  und  ÄBCf  wobei  a;,  =  0,  x^=     ^ 
die  Ecke  a;  X^  =  0,  ^  =  0  die  Ecke  A^  etc.,  bedeuten. 

Die  Schnittpunkte  (1,  I),  (2,  H),  (3,  IE)  liegen  offenbar  in  eii 
Geraden  ö  (1,  I;  2,  H;  3,  III),  wenn 

0  «3       -Wj 

Vj         0      —  t?!       =0, 

Wj      —  M?i  0 

d.  h.  wenn 

a)  u^v^Wi  —  «8^8 M'i  =  0  (II;    an;  j 

Analog  drücken  auf  Grund  cyklischer  Weiterschiebung 

b)  v^w^Ui  -  v^w^u^  =  0  (in;  s ni; » 

c)  w^u^v^  -  w^u^Vi  =  0  (1  m;  s  I;  »  ^:») 
die  Existenz  zweier  Perspektivitötsachsen  (1  H;  2  0;  31)  und  (1  J^^>' 
2  I;  3  H)  aus. 

Verlangt  man  dagegen,  dafs  die  3  Schnittpunkte  (1  I);  (2  JX^i 
(3  II)  auf  einer  Geraden  sich  befinden,  so  mufs  vermöge  Vertausch  i»-"^ 
von  V  und  w  sein: 

«)  Mj^iVg  —  Mjt'iWa  =  0  (11;  jnij  9  lo 

und  analog  durch  cyklische  Vertauschungen  von  u,  v,  w: 
ß)  v^u^w^  —  üjWiU,  =  0  an;  «I;  I  *3a>, 

r)  WjVjM,  -  u;,t«it;j  =  0  (irajin;«^ 
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Setzt  man  in  den  6  Gleichungen  a),  b),  c)  und  a),  ß\  y) 

so  ^hen  durch  die  Substitutionen 

Vi  =  Viifi,        Wi  =  Wiyi  (,-=1. ,,  s) 

die   sechs  anderen  hervor: 

O     VrW^  =  W,V„       bO    V,W,=  V,W„       cO    w,v,=  w,v„ 

die   ofifenbar  mit  a),  b),  c)  und  a)y  ß),  y)  übereinstimmen,  wenn  man  in 
letzteren  die  Uj  durch  die  Einheit  und  die  v,-,  Wi  durch  Vi,  Wi  ersetzt. 
Die  6  letzten  Gleichungen  lassen  sich  auch  schreiben: 


1 /x      F,  _  TT,             ,.      F,  _  TT, 
°  ^     F,  -  >r,  '        ^  ''      F,  ~  TF, ' 

'^^      F,        IF, '        ^^      \\        W,' 

also   durch  Kombination 

von  a')  und  b'),  ß')  und  a'): 

l'.  ~  V.  ~  ^a  ~ 

_  TF,        TF,  _  TF,       ^ 
~  >F,        >Fj  ~  TF,  ~  ^' 

r»»  ^  ]^»  .  ^i.  I!»  —  1 

Da    C  ==  1    ausgeschlossen   ist,   so   kann   C  nur  eine  Wurzel  der 
Gleichung: 

sein,    so    dafe    die   Gleichungen   der  Geraden   m,  =  0,   v,  =  0,   w,  =  0 
identisch   sind  mit: 


yi      ys        y» 

=  0, 

ar,    ,    far,        f  x^ 

yV      yt        y» 

=  0, 

«1    1    f'a-,        la-, 

yi       y.        y« 

=  0. 

Zu  der  hier  gegebenen  Darstellung,  die  mir  seit  20  Jahren  be- 
kannt ist,  kann  man  vergleichen: 

J.  Valyi:  „lieber  die  Gruppen  von  mehrfach  Perspektiven  Drei- 
ecken in  der  Ebene".  Monatshefte  für  Math,  und  Physik.  IX.  Jahrg.  1898. 

2.  Jede  Kurve  3.  Ordnung,  welche  durch  die  9  Schnittpunkte  der 
beiden  Dreiseite  x^-  x^- 1^  =  0  und  u    v  -  w  =  0  geht,   ist  dargestellt 
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durch  eine  Gleichung  der  Form  a  •  nvw  -f  b  •  .rjÄTja'j  =  0,  d.  h. 
Äa^  4-  ^^  +  (^^  +  Djc^x^x^  =  0.  Die  9  Schnittpunkte  von  x^x^x^  =  0 
mit  uvw  =  0  sind  somit  die  Wendepunkte  jeder  durch  sie  gelegten 
Kurve  3.  Ordnung,  welchen  Satz  ich  zuerst  durch  dualistische  Betrach- 
tungen (Math.  Ann.  7,  455)  abgeleitet  habe.  Mit  Rücksicht  auf  die 
Identität 

\yi       Vi       ys  /  Vy.       ys       y.  / 

kann  man  also  das  Theorem  aussprechen: 

jyie  gerade  und  die  konische  Polare  eines  hdiebigen  Punktes  A  i\ 
hejsug  auf  ein  Dretseit  abc  schmiden  sich  in  nvei  Punkten  B,  C  derart,  daf 
ABC  und  abc  die  Wendepmilisdreiseite  eines  syztjgetiseheti  Büscitels  sii 

Diese  Fassung,  die   ich   der  Schrote rschen  Konstruktion  zwei 
sechsfach  perspektivisch  liegenden  Dreiecke  (Math.  Ann.  2,  553)  gege 
und  meinem   Kollegen  H.  Wiener  mitgeteilt  habe,  ist  für  diesen  di 
Ausgangspunkt    wichtiger  Untersuchungen   geworden  (cf.   dessen  de; 
nächst  erscheinendes  Werk:  „Einteilung  der  ebenen  Kurven  und  Ke] 
3.  Ordnung'*). 


über  Ausartungen  von  Kreisen  in  Punktepaare. 

Von  Herrn  S.  Güwdelfingee  in  Darmatadt. 


Die  Ausartimgeii  von  Kreisen  in  Geradenpaare  sind  bekannt. 

Soll  eine  Kurve  2.  Ordnung,  welche  durch  die  imaginären  Kreis- 
P^xiJrte  geht^   in  2  Geraden  zerfallen,  so  sind  nur  zwei  Fälle  denkbar: 

1.  Die  Spitze  C  des  Geraden paarea  liegt  im  Endlichen:  Aledann 
*^ä4  man  den  Fall  des  j^irkularen"*  Geradenpaarea  mit  der  reellen  Spitze 
^-  2.  Das  Zentrum  (C)  des  Geradenpaares  liegt  unendlich  fern:  Der 
^'^«artende  Kreis  besteht  nunmehr  aus  der  unendlich  fernen  und  einer 
****^    Endlichen|  liegenden  Geraden   mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  C. 

Betrachtet  man  dagegen  einen  Kreis  als  Einhiillende  von  Geraden, 
••*      ist  seine  Gleichung  in  Linienkoordinaten  «,-  (/  =  1 ,  2,  3)  von   der 

(1.)  fi&(uu)+  vui  =  Q%    «*y  =  Mi*^i-f  w,y,  4- Wa«'a- 

rKt  man  die  Diskriminante  dieser  Kurve  zweiter  Klasse  gleich  Null^ 
entsteht  die  Gleichung: 


t,'vtpi  =  0^) 


So  lange  also  p^  ^  0,    d.  h.  das  Zentrum  y  im  Endlichen  liegt, 

^ebt    es    in    der    Schar    Kreise   (I)    für    veränderliche    —   nur  zwei 

•öawtende;  den  Doppelpunkt  «*}  =  0  (^  -j*  =  0)  und  das  Kreispunkte- 
P«Ar  o(uu)  =  0  selbst  (v  =  0).  Sobald  jedoch  p^  =  0,  artet  jeder 
^'«is  der  Schar  (I)  in  ein  Punktepaar  aus.  Dieselben  liegen  natürlich 
■■^tlich  im  Unendlichen.     Man  zeigt  auch  leicht  umgekehrt: 

Jedes  Tunkiepaar  im  Urnndlicheti  (etwa  auf  den  Schenkeln  eines 
^Wtenen  Witikels)  kann  betrachtet  werden  als  ein  Kreis  mit  swei 
^^'iiren  (den  umndlich  fernen  Funkten  der  WinkelMlhier enden). 


1)  Vgl.  VorleeuBgen  aus  der  analyt.  Geometrie  der  Kegelachnitte  von 
r;  ^Oüdelfiuger  Herauageg.  von  F.  Dingeldey  S.  67.  [Hier  mit  Gfr-Ddey. 
^  ötiert.] 

«)  Vgl.  Gfr.-Ddey.  K.   §  2,  6  und  8.  68. 
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So  lange  nämlich  das  Puaktepaar  im  Uneödlicheii  9  (Mj  «,  M,)  ^  (p  («»Ja 
nicht    mit   w(ww)  =  0   zusammenfällt,    lassen    sich    nur   auf  eij 
Transformationen  der  Form  herstellen: 


also: 


(p(uu)  ^l,ü\-h^ül  ü>{uu)  =  (7J  -I-  ül 


=  A,.ß(««)  +  (A,  -A,)rj, 

q.  e.  d. 

Die  hier  gegebene  Auffassung  wurde  angeregt  durch  die  Fra 
Welches  ist  die  dritte  Schar  von  Kreisen,  welche  eine  gegebene  Kii 
zweiter  Klasse  doppelt  berühren?  Bekanntlich  hat  man  zwei  Schw 
von  Kreisen,  deren  Zentren  auf  den  beiden  Achsen  der  Kurve  \m 
(Cf.  Öfr.-Ddey.  K.,  S.  186—187.)  ■ 

Sucht  man  dagegen  die  Kreise,  deren  Zentren  auf  der  unentm 
fernen  Geraden  liegen,  so  fallen  sie  alle  mit  dem  unendlich  fen 
Punktepaar  auf  den  Asymptoten  der  Kurve  2.  Klasse  zusammen.  I 
2  Zentren  sind  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Hauptachsen,      fl 

Herr  Brück el,  dem  ich  meine  Auffassung  der  ausartenden  ffl 
mit  2  Zentren  mitgeteilt,  machte  mich  auf  folgendes  elementar^ 
spiel  zur  Bestätigung  der  ganzen  Theorie  aufmerksam.  ^^^| 

Wenn  in  einem  Dreieck  zwei  Seiten  parallel  werden,  9^1^ 
unendlich  ferne  Punktepaar,  welches  von  dem  Parallelenpaar  und  1 
dritten  Seite  tangiert  wird,  als  Kreis  aufzufassen,  dessen  beide  Zenfc 
die  unendlich  fernen  Punkte  der  Winkelhalbierenden  sind. 

Darmstadt,  den  18.  Januar  lÖOl. 


Pölygones  semi-röguliers  dans  Töllipse; 

Par  M.  C.  A.  Laisänt. 

1.  —  Abel  Tranaon  (Nom.\  Ann.  de  Math.,  1863,  p.  317)  a  defini 
*poljgone  semi-regulier  inscrit  dans  une  ellipse»  la  projection  d'im 
P*^^ygone  regulier  inscrit  dans  le  cercle  dont  cette  ellipse  est  la  pro- 
j^ction  orthugonale.  D  a  donne  en  meme  temps  nne  interessante  pro- 
pi*iete  de  ces  pölygones.*) 

Je  me  propose  dans  cet  article,  de  montrer  quelques  autres  pro- 
PHetes  de  ces  figures,  et  notamment,  de  gen^raliser  les  theor^mes 
'^Apollonius  par  cette  consideration.  On  remarquera  en  effet  tout 
d'abord  que  les  dem  theoremes  d'ApoUonius,  eii  appelant  «parallelo- 
S^^mme  semi-regulier*  la  projection  d'un  carrc  inscrit  dans  le  cercle, 
P^suvent  s'enoncer  de  la  maniere  suivante: 

P.  Les  triangles  en  k^squels  se  de'compose  un  Parallelogramme 
^^*Hi^t'tpdierj  le  sommet  cammun  eiant  au  cenlre,  md  une  aire  constank, 
9««ciJe  qw  saU  la  posiUon   des  paralMogrammes  semi-reguliers  dans  In 

^P— f'be;  eeUe  aire  a  pour  expression  —■ 

2°.  Im  moyenne  ariihmeiiqm  des  carres  des  rayans  d'un  paralU- 


^9 ramme  semi-regulier  est  aussi  comtankj  et  egale  ä 


a«-i-6« 


Nous 


iei  rayims  les  segments  qui  parient  du  centre  pour  ahoutir  aux 

Ces  deux  propositions  sont  encore  vraies,  en  y  rempla^ant  le  mot 
^^TaUe'logramme  par  polygone. 

La  premiere  est  pour  ainsi  dire  Evidente  d  apr&s  la  definition  des 
J^^^Jgonea    semi-regiiliers,    et   Ton   voit   de   plus   que   Taire   de   chaque 

l)  Le  th^oreme  de  TranBon  est  le  auivant:  Si  Et,  R^,  -^  Mn  sont  les  ra^ons 
**    ^Mrbure  Je  Vellipst  aux  tsommets  d'un  polygone  semi-regulier,  la  mayentte  des 

«•■«itfiWi  iJ^*,  .-,  i?„'  e*f  l[(y)*  +  (ir)*]*  "  *'  ^  '^'*'**  '"  demi-axes  de  Vel- 
•J**-  Cette  moyenne  ne  dopend  douc,  ni  de  la  position  du  polygone  aur  rellipae, 
***  du  Qombre  des  cötö«. 

^iütr  in  Mathtmalik  und  Ph/tik.    111  R«ih«.    I. 
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triangle  a  pour  expression  —  sin  —  •     L'aire  du  polygone  tout  entier 

,    n     r     .     2« 
est  —  ab  sm  — 

2  n 

Ou    reconnait   aussi    immediatement    que    leg    secteurs   elliptique&^ 
compris  entre  dein  rayons  consecutifs  sont  tous  equivalent»,  et  exprime^^ 

par  —     •     Les   aegnieuts   compris    entre   lea   cotes   du  polygone  et  U 

courbe  le  sont  donc  aussi;   leur  expression  est  ah  (- {-  am  ^j . 

PaaaoDs  ä  la  proposition  (2°).  En  appelant  t  le  parametre  angulau:: 
correspondant  a  uu  rayon  CM  quelconque,  noue  repreaentona  ce  ray-^ 
par  l'equipoilence 

031  =  a cos t  +  i^sin^  =  ^^^  i'  +  ^-=^  f-', 

oü   t   represente   e,     Pour   avoir  tous   les   rayons   du   polygone  sei 
regulier  de  n  cotes,  il  suffit  de  donner  a  t  successivenient  les  n  val^üj^ 


t^ 


2  (»—!)» 


Le  carre  l^  de  la  longueur  Ae  OM  est  ÖM  cj.')  OM  ou 


(«*'  +  B- 


£n  faisaut  la  aomme  pour  les  valeura  de  t  ci-dessus  indiqueeSj  on 

reconnait  que   Et-^  =  E£~^'  =  0,   et    par   consequent 

v/s       «» _f_  ö> 
ou  —  =  — ii —  . 


Sic 


2,  —  Poaons  —  =  ß. 

n 


Un    cöt^    quelconque    du   polygone  s'«^' 
primera  par 

a  (cos  {i  -\-  a)  —  cos  ^)  +  ih  (sin  (^  +  a)  —  sin  f) 
ou 

—  2ö  sin  I  sin  (*  +  0  +  2/6  sin  ^  cos  (/  -j-  0 

=  2  ein  I  [—  o  sin  ^i  +  |-)  -f  *6  cos  (^  -f  g )] ' 

Ceci  montre  que  lea  cötes  successifs  d'un  polygone  semi-regulier  d^ 
cötes  sont  ^quipoUents  aox  rayons  dun  polygone  semi-regulier,  6g^^ 
ment   de   n   cötes,   inscrit   daiis   une   ellipae   semblable,   le   rapport     *** 

similitude   etant   2  sin  Donc,    d'apres   ce   qui    prec^de,    la  aoDCii*'* 

des  carrea  des  cötes  d'un  polygone  semi-regulier  inscrit,   de  ti  ootÄ 

est  n    ~    •  4  sin*  -  =  2w(a*  -f-  h^)  sin*     •      La    moyeune    des  carr^^ 


1)  cj.  =  conjagu<5, 


Foljgones  ■emi-r^llers  dann  Tellipse. 
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(leg  cütes  est  2(a'  -f  />*)  sin*  -  •     Par  exeiuple,  pour  le  parall^lograninie 

i>i  =  4)  celte  moyeime  est  a*  +  />*;  pour  I'kexagone  (n  =  6),  c'est  -^^^ — ; 
poor  Je  triangle  (»  =  3)  on  aurait  |(fi*  +  b^). 

Dans  le  cercle  dont  rellipae  est  la  projectioB,  tous  les  cöt^a  aont 

^aui,  et  leur  carre  est  4«^  sin^  '   •      ün    peut   tlonc  dire  que  cVst  la 

Tjüear  moyenne   de  ces  carrös,  et   \e  rapport  des  deiix  moyennes  de 

/.  u*  4-  &* 

carres,  daas  Tellipfle  et  dans  le  cercle,  est     ^  ,    • 

3.  —  Considerons  maintenant  les  carres  des  quantifcs  (fcometriques 
0^1,  et  non  plus  de  leurs  longueurs.     Nous  avona 

OM'  .  (^+-*)%-  +  ("f -')%-"  +  "^•- 

En  faisaiit  la  somme,  on  voit  que  les  deux  premiers  termes  s'aiinuleut, 
^t  par  conseqaent, 

^  etant  Fan  quelcoiique  des  deux  fojers.     II  est  d'aüleura  Evident  que 

c«tte  identite  EOM^  =  ^  ÖF^  est  indepeiidante   du   ehoix  de  lorigme 

des  incliiiaisons.  Pour  le  cas  du  parallelogramme  ÄBCDj  eile  donne 
OA^  -f  OJp  =  OF^y  propriete  que  j  ai  sigualee  depuis  loiigtemps  dejä, 
*t  qui  est  relative  a  deux  demi-diametres  conjugue's   OA,  OB. 

0  F 
En  posant  06?  =        ,  l'identite  precedente  s'ecni  £0M^  =  nOG^. 

Lea  deux  points  G  ainsi  construits^  et  que  j'ai  appeMs  psemlo-foyet'Sj 
jouissent    de    propirietes    aaaez    interessantes   et   quelquefois   utiles  dans 

certaines  questiona;  maia  nous  ne  saurions  y  reyenir  ici. 

Nous  ne  voulons  pas  non  plus  demontrer  le  theorenie  de  Transon 

<lont  Tenonce   a  ete   rappele   dans   la  note  du  de'but,  bien  que  ce  aoit 

cliose  £acile  en  auivaot  la   voie   que  nous  avona  indiquee.     Le  lecteur 

poujTa  s'y  exercer^  ai  la  question  rinteresse. 

4,  —  Imaginons  que   l'on   construise   le  triangle  OGMf  M  etant 
'u*    pöiat   quelconque   de   Tellipse,   puis    OMX  directement   semblable 

■=»  OGM.     Alors  OX  = 


OG  ' 


OX  =  -A(^.'+^.- 


r 


0G\     2 


17' 
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Le  lieu  du  point  X  est  donc  uue  ellipse  dont  le  centre  a  pour  a 

ßt ^1 

scisse,  sur  le  gmiid  axe,    ^ÖG^  ^  ^^)  c'est-ä-dire  est  pr^is^ment 

poiat  G.     Quand  M  parcourt  une  foia   Fellipse  primitive,   X  parcoinr|; 
deux  fois  la  nouvelle  ellipse.  . 

Si  on  transforme  ainsi  lea  sommets  M  d  un  poljgone  semi-reguÜ^^ 
de  n  cötes,  les   sommets  X  correspondants   seront  ceux  d'uu  polygck^^ 

semi-regulier  de  ,.    cotes,  chaque  somme  etant  obtenue  deux  fois,  si    ^ 

est  pair,  et  ceux  d'un  polygone  semi-regulier  etoile  de  n  cotes,  si  ^ 
est  impair.  11  est  elair  du  reste  qu'en  appelaut  a',  h'  les  demi-axea  de 
la  nouvelle  eUipse  de  ceutre  G,  et  g  la  longueur  de  OGy  c'est-a-dii-e 


< 


V' 


d'oü 


a»  -  ö» 


n 


nous  avona 


^9     ' 


^9      ' 


a  = 


g«  4-  &' 
^9     ' 


En   appliquaut  au   nouveau   polygone  ce  que  nous  avons   dit  a  k   fin 
du  n*^  1,  on  voit  que  la  somme  des  carrea  des  rayous  est 

^-(„'.  +  6-.)=_n.,(a«+6«'6»  +  //). 

On  peut  remarquer,   en  formant  a'-  — 6'-,  que  Tellipse   de  centre     ^' 
a  pour  foyer  le  centre  de  Tellipse  primitive. 

6.  —  Un  polygone  dont  les  cötes  sont  lea  tangentes  ä  xjlt^^ 
ellipse,  aux  sommets  d'un  polygone  semi-regulier  inscrit^  est  lui-mfei^je 
un  polygone  semi-regulier.  Circonscrit  ii  TeUipse  consideree  de  dem^' 
axes  a,  hj  il  est  inscrit  dans  tine  ellipse  homothetique  dont  les  dei***' 

axea  aont  ,  •      On    le    voit    immediatement    par    la    prupri^^ 


correapondante  des  polygones  reguliera. 

Toutes   les   proprii^tes   preeedentes   peuvent   donc   setendre    a    c^ 
polygones  circonscrits.     De  plus,  cette  conaid^ration  montre  que  si    o^ 
polygone  inscrit  se  d^place,  -=  en  se  deformant^  bien  eutendu  —  et  «^D 
reatant   inscrit  ä  une  ellipse,  ses   cötes  restent  taugen ts  a  une  ellip^^ 
homothetique  Interieure. 

6,  —  Repreuona  lexpreasion  du  carre  de  la  longueur  il'un  rajoö 


4 

I 

I 


J 


i 


2^008  en  tirons 

en  faisant  la  somme  pour  toutes  les  valeura  de  i  con-espoudant  aux 
ms  d'tin  poljgone  semi-regalier,  lea  deiix  derniers  termes  sannulent, 
il  reste  pour  la  valeur  nioyemie  des  4*'  puissances  des  rajons 

£1*  _  3a«  -)-  2«»6»  +  3b* 
n    ~  8 

M  on  passerait  ä  la  moyenne  analogue  pour  les  4"*  puissances  des 
cötes;  et  le  tour  meme  de  la  demonstratioD  pennet  d  eiioucer  le  theo- 
i^me  sQJTant: 

tles  puissances  d'exposani  pair  p  des  raifons  ou  des  cotes  d'un  poly- 
?  semi-reffidier  mtt  mie  somme  canstaniCj  huiepetidanfe  de  la  posiiion 
poiygatie  et  du  nornhre  de  ses  cötrs. 
D  y  a  cependant  un  cas  d'exception,  et  il  se  präsente  pr^cisenient 
'  potir  les  diam^tres  eoiijugues  et  les  4*'*  puissances.     La  denionstratkjn 
precedente  suppose  en   eÖet  que  2^*^'  =  0,   c  est-a-dire   que  les  extre- 
Dait^  des  rajons  d'mclinaisous  /)«,  2|?fl:,  *••,  npa  sont  sur  im  cercle 
les  sommetfi  d'un  polygone  regulier.    C'est  exact,  exeepte  lorsque  jj«  =  2;r, 

car  alors  toutea  cee  eitremitea  comcident.     Or  comme  a  =  ^ ,  il  en 

r<^alte  p  =  ri.     Tant   qu'on   se   tient,   en   particulier,   a  des   puissances 
aires  inferieures  a  w,  on  est  assure  de  rexactitude  de  la  proposition. 
7.  —  CoDsideroiis   maintenant   les  rajons  F3[  qui  vont  d'iin  des 
de   rollipse    aux    sommets    d'un    polygone  semi-regnlier.     Nous 

FM  ^  a  Gos  t  —  c  -{-  ih  Bm  tj 
'  «n  appelaut  f  la  longueur  de  FM, 

p  =i  a*  cos'  /  -f  c*  —  2ai:  cos  f  +  6*  sin*  / 

-^  — ^ (-  (T  —  2«c  cos  /  H —  cos  2/, 


n 


~2 


^--^  +  ^-^ 


2 

So'  — fe» 


11  y  aurait  sana  doute  encore  d' interessantes  proprietes  a  e'tudier, 
'^t  ces  figures  remarquables,  sur  leur  extension  poasible  ä  l'hyperbole, 
«ur  des  polygones  aualogues.  Mais  je  n  ai  pas  le  loisir  de  pousser 
v*^  loin  cette  reeherehe  quaut  ä  present,  et  d'un  autre  cöte,  je  tiena 
*  öuser  qu'avec  diseretion  de  I'hospitalite  qui  ma  ete  si  gracieusement 
^^  »micalement  Offerte. 

Paris,  10  janvier  1901, 


über  die  partiellen  Differentialgleiclrnngeii,  denen 
Hermitesche  Formen  genügen. 

Von  Ludwig  Schlesinger  in  Klausenburg. 

1.  Sei  y^j  y%j- '  'j  Vn  ^ii^  Fundamentalsystem  einer  linearen  hone 
genen  Differentialgleichung  nter  Ordnung  (A),  dessen  Determinante  cl 
Wert  Eins  hat,  und  mögen  die  Koeffizienten  von  (A)  als  eindeufc: 
Funktionen  der  unabhängigen  Variabeln 

vorausgesetzt  werden.    Wir  betrachten  die  Hermitesche  Form 

n 
k  =  l 

WO;  wie  auch  stets  im  Folgenden,  die  konjugierte  komplexe  Girc 
einer  Gröfse  a  durch  ä  bezeichnet  wird  und  die  c^ ,  c,,  ■  • -,  c,  r< 
Gröüsen  bedeuten;  dann  ist 

ZCkV^Vk 
d\og (p * 

'~dx~~  Zci^kfk' 

k 


(xr7c  tp* 


woselbst 


k  k 

^^ky'kVk     ^hy'kVk 

k  k 


.     ^Vk       .-.     ^h 


gesetzt    wurde.      Nach    bekannten    Determinantensätzen')    fol^    <^ 
weiter 

(^)  "^^^  ^  ^  ^<^  c,Ct(t/,.i/;  -  yj,y'i)  {y,y't  -  y^y^ . 

Die  Ausdrücke 

<^.*  =  ViVk  -  VkV'i       (<>  *  =  1, 2,  •  .  •,  n;  i<k) 


1)  Vergl.  Baltzer:  Determinanten  (1881),  S.  49. 
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bilden  ein  Fimdamentalsystem  der  [n — 2)teii  assoziierten  Gleicliimg*)  der 
^fterentialgleiciiung  (A),    der  Faktor  von  qp~'  auf  der  rechten  Seite 
d*r  Gleichung  (I)  ist  folglich   eine  Hermitesche  Form,    gebildet  aus 
MA^  (n),  Gröfsen  w^  und  ihren  konjugierten. 

2.  Sei  zunächst  n  =  2.    Dann  reduziert  sich  zufolge  der  Gleichung 

j(^  ViVi  -Jfttf'i  =1 

"iesaf  der  rechten  Seite  von  (I)   auftretende  Hermiteache  Form   auf 
<iw  Produkt  c^c,;  die  Form 

wfriedigt  demnach  die  partielle  Differentialgleichung 

kaMogjp  ^  c^c^ 
dxdx  tp*  ' 

^  sich,  wenji  man  an  Stelle  von  tp  den  Ausdruck 

'  w  =  log  ^, 

e«ifÖiirt  und  beachtet,  dals 
(Ha)  ^    ^''* 


Bxdx 


/4u 


^f   in  die  iu  neuerer  Zeit  vielfach')  behandelte  Gleichung 

verwandelt. 

Besitzt  die  lineare  Differentialgleichuug  (A)  die  Eigenschaft,  dafs 
'*^*^  dem  Fundamentalsysteme  ?/,,  i/^  entsprechende  Monodromiegnippe 
""^  Herrn  ite sehe  Form  <p  ungeändert.  läi'st^),  so  ist  fp  eine  eindeutige 
'^  unktion  der  realen  Variabein  |,  tj  und  liefert  demnach  eine  eindeutige 
*^sung  H  der  partiellen  Differentialgleichung  (III).  Kennt  man  unige- 
*®xii-t  eine  Lösimg  u  der  Gleichung  (III),  die  eine  eindeutige  Funktion 
^^*4   If  ri  ist,  so  ist,  da  durch  Differentiation  der  Gleichung  (11) 


^^^j  der  Quotient 


Mi-ifiUi-^ 


!^  .  -^  =  ^L^ii+iii'«  y«  ^  y'i  ^  yi' 


1)  Vergl.  mein  Handbuch  der  Theorie  der  linearen   Differentialgleichungen 
^-  n,  1  (1897).  S.  127. 

»2)  Picard;  Liouvillea  Journal,  1890,  1893;  Poincar^,  ebenda,  1898. 
3)  Von  dieser  Art  ist  z.  B.  jede  G  aufs  sehe  Differentialgleichung,  deren  Ex- 
P^«nt«n  reciproke   ganase  Zahlen   sind    und  allgemeiner  jede  lineare  homogene 
^'•watialgleichung   zwoiter  Ordnung  in  welcher  die  Umkehrung  des  Integral- 
^^Otjeaten  eine  Fuchssche  Funktion  liefert;  vergl.  Poincar^,  a.  a.  0. 
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wonn 


9  =  2e    i,       y'k^'jzj 


gesetzt  wurde,  eine  blofse  Funktion  q(x)  von  x  und  zwar,  da  gleich- _ 
zeitig  mit  u  auch  (p  eindeutig  ist,  eine  eindeutige  Funktion. 

Die  «/j,  ^1  behiedigen  folglich  die  lineare  Differentialgleichnng 


(IV) 


mit  eindeutigen  Koeffizienten,  und  da  die  Form  tp  eine  eindeutige 
Funktion  von  |,  t]  ist,  besitzt  die  zu  ?/(,  j/^  gehörige  Monodromiegruppe 
von  (IV)  die  Eigenschaft,  die  Herrn ite sehe  Form  tp  in  sich  selbst  zi 
transformieren. 

Die  partielle  Differentialgleichung  (III)  läfst  auch  die  Beziehu 
die  zwischen  einer  linearen  Differentialgleichung  (IV)  von  der  an^^ 
gebenen  Beschaffenheit  uud  der  Geometrie  auf  gewissen  Flachen  v^c^j^ 
konstantem  Krümm ungsmafse  besteht,  in  einfachster  Weise  herT^:;:^^.. 
treten.     Fafst  man  nämlich 

als  das  Linienelement  auf  einer  Fläche  auf,  so  haben  die  Gaufs8cri:ie>ii] 
Fundamentalgröfsen  die  Werte 

der  Ausdruck  für  das  Krümmungsmafs  der  Fläche 

liefert  folglich  mit  Rücksicht  auf  die  partielle  Differentialgleichung  (UI) 
für  K  den  konstanten  Wert  CjC,. 

3,  Sei  ferner  n  =  3.     Die  Ausdrücke  Wf^: 

konstituieren   dann    das    dem   Fundamentalsystem  y^,  y,,  y^   der  Dm^Äfe» 
rentialgleichung 

(A) 


B+3p^3|  +  ,,  =  0 


adjungiei-te   Fundamentalsystem    der   zu   (A)    adjungierten    DiffereutiÄl- 
gleichung 


i 


adjnngiert^  Form  bedeutet.  Da  für  ^  offenbar  eine  der  fÖr  tp  gül- 
tigen analoge  Differentialgleichung  besteht  und  die  Beziehung  zwischen 
f  imd  fl;  eine  gegenseitige  ist,  so  erhalten  wir,  mit  Rücksicht  auf  (IIa ) : 

z/log<)p-4r,r,rs^-,, 

z/log^f'-4r^f,c,  ^,, 

o<l«r  indem  wir 

U  =  log  (f,  v  =  log  i^ 

setzen,  das  System  partieller  Differentialgleichungen 


(^J 


Wrnn  die  zu  dem  Fundamentalaysteme  y,,  y^f  y^  gehörige  Mo- 
nodromiegnippe  der  Diftereutialgleichung  (A)  tlie  Eigenschaft  hat, 
^"<*  nprmitesche  Form  rp  in  eiif-h  selbst  zu  transformieren'),  so 
'^sfonniert  die  zu  dem  adjungierten  Fundamentalsysteme  z^f  z^,  s^ 
gfliörijje  Moßodromiegnippe  von  (B)  die  adjungierte  Form  ^  in 
^^''1»  selbst;  in  diesem  Falle  sind  also  qp^  4'  eindeutige  Funktionen 
^on  5,  ^  und  die  Differentialgleichung  (Ä)  bestimmt  auf  diese  Weise 
m  eindeutiges  Lösungssystem  »,  v  des  Systems  partieller  Differential- 
gleichimgen  (T). 

4.  Um  zu  zeigen,  dafs^  ähnlich  wie  för  n  =  2,  auch  hier  ein  ein- 
deutiges Lösungssystem   der   Gleichungen  (V)   eine   lineare  Differential- 
gleichung von  der  Form  (A)  mit  eindeutigen  Koeffizienten  determiniert, 
deren  Monodroraiegruppe    eine    Hermitesche  Form    ungeändert   läfst, 
mQssen  wir  an  einige  Formeln  erinnern. 


Ans 


(VI) 


'i  =  f/ä^Vs  -  VsUt 


1)  Vergl.  über  solche  Differentialgleichungen,  für  beliebiges  t»,  Fucha:  Berliner 
Sitzon^behchte ,  1890,  8.  763;  für  ;i  =  3  auch  Picard:  Act»  Mathematica, 
Bd   I.  S  297. 


d 
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folgt  durch  Differentiation  nach  x^) 

und  wean  wir  die  Differentialgleichung  (A)  beachten  und 

( Vni)  Si  =  y'^y;  -  y'^y'^ 

setzen: 

Den  Gleiehimgen  (VI) — (IX)  denken  wir  uns  die  analogen,  aii 
durch  eyklische  Permutation  der  Indicee  1,  2,  3  hervorgehenden  hi^ 
gefögt.  .  .  V 

Bedeutet  y  irgend  ein  Integral  von  (Ä),  z  irgend  ^\n  Integral  v 
(B),  80  folgt,  indem  man  (A)  mit  2^  (B)  mit  y  multipliziert,  diu 
Suhtraktion  und  Addition 

(X)  y(«)^  -  ;B<»)y  +  MV'^  -  ^'y)  +  2^,y^  =  U, 

(Xa)  ^^)e  +  iK»)y  4-  ^p{y'g  +  z'y)  +  3 pyz  =  0, 

wo 

^s  =  '2  -  ll^' 
die    Laguerresche    Differentialinvariante    vom     Gewichte    Drei^ 
Differentialgleichimg  (A)  bedeutet.    Die  Gleichung  (Xa)  oder 

-ä^bf^"  +  y"^  -  e'y  +  ^p^y\  =  ^ 

ergiebt  sich  auch  unmittelbar  aus  der  Lagrangescheu  Identität'');  ^ 
Ausdruck  ^H 

(C)  ifz"  +  y"z  —  z'y'  -f  '^psy  " 

hat    also    für    irgend    ein   Integral  paar  y,  z  der  einander  adjungiffij 

Differentialgleichungen  (A),  (B)  einen  von  x  unabhängigen  Wert.  H 

Bilden   wir  diesen   Ausdruck  (C)   für  y  =  y^f  z  =  ^,,   so  folgt    '. 

Rücksicht  auf  die  Gleichung  (IX): 

yk^i'  -f  y'k'^i  -  y'kz'i  -f  ^pVkSi  =  ykti  -  y'kzl  -f  y'k^i     (■■.*= 

hier  hat  aber  die  rechte  Seite  deu  Wert  d^^*),  wie  aus 

yx  y't  y'i 
vt  yi  y'i  =  1 


1)  Obere  Acccnte  bedeuten  im  folgenden  stets  Ableihmgen  nach  x. 

2)  Vergl.  z.  B.  Handbuch,  Bd.  H,  1,  S.  IttO. 

3)  Vergl.  z.  B.  Handbuch,  Bd.  I  (1895),  S.  54. 

4)  üik  bedeutet  in  KroneckerBcher  Bezeichntmg  Null  oder  Eins,  je  na 
I  oder  A;  «^  i  ist 
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unWr    Bezugnahme    auf    die  Gleichungen    (VI\    (VII),    (VIU)    ohne 
weiteres  folgt. 

5.    Wenn    Avir    x    und   x  als   von   einander  unabhängige   Variable 
»uffassen,  so  befriedigt  als  Funktion  von  x  die  Form  cjp  die  Diflerential- 
gleichung  (A),  die  Form  ^  die  Diflereutialgleichung  (B),  der  Ausdruck 
L  \C),  gebildet   für  y  =  (jp,  z  ^  4',  wird   also  einen   von  x  unabhängigen 
F  Wert  annehmen;   w\t  können  diesen   Wert  auch   sofort  angeben.     Be- 
zeichnen wir  nämlich  die  partiellen  Ableitungen  von  qp,  4r  nach  x  durch 
obere  Accente,  so  ist 

die  rechte  Seite  hat  aber  mit  Rücksicht  auf  das  Rechnuiigsergebnis  der 
vorigen  Nummer  (4)  den  Wert 


Somit  ergiebt  sich  für  p  die  Darstellimg 


iXI) 


J"=- 


^d  indem  man  in  (X)  <p  an  die  Stelle  von  j/,  V  an  die  Stelle  von  z 
"^^l   für  p  seinen  eben  gefundenen  Wert  einsetzt,  folgt  femer 

Kennt  man  nun  zwei  in  1^  1;  eindeutige  Lösungen  fi,  v  des  Systems 
partieller  r)iflferentta!«_rlei('hungen  (V)  und  bildet  mit 

**®  Ausdrücke  (XI)  und  (XII),  so  sind  diese  blofse  Funktionen  von  x 
****<!  zwar  eindeutige  Funktionen  dieser  komplexen  Variabein;  die  mit 
'■^öselben  gebildete   Differentialgleichung  mit  eindeutigen  Koeffizienten 

■^t  demnach  die  Eigenschaft,  dafs  ihre  zu  dem  Fundamentalsysteme 
^u   t/p  y^  gehörige  Monodromiegruppe  die  Hermitesche  Form 

^  sich  selbst  transformiert 

Die  Verallgemcinenmg  der  hier  für  n  =  2,  3  durchgeführten  Be- 
^*'*MAtungen  auf  den  Fall  eines  beliebigen  n  bietet  keinerlei  prinzipielle 
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Schwierigkeiten  dar,  wenn  man  die  algebraischen  Relationen  beachtet,  die 
nach  Herrn  Forsyth^)  zwischen  den  Lösungen  der  successiven  assoziierten 
Yon  assoziierten  Differentialgleichungen  bestehen.  Es  ist  mir  aber  bisher 
nicht  gelungen,  die  f&r  ein  beliebiges  n  erforderlichen  komplizierten 
Rechnungen  in  eine  übersichtliche  Form  zu  bringen;  ich  habe  mich 
darum  in  dieser  Note  auf  die  Fälle  n  =  2,  3  beschrankt 

Klausenburg,  den  22.  Dezember  1900. 


1)  PhiloBophical  Transactions,  Vol.  179,  S.  464  ff. 


Zur  neueren  Dreiecksgeometrie. 

Von  F.  Caspaky  in  Charlottenbnrg. 

(Fortgetattn^.) ') 


25.  Der  durch  (25)  dargestellte  Punkt  S  gestattet  noch  zwei  Aus- 
drucksformen, von  denen  die  eine  tininittelbar  an  Theorem  XJI  sich 
anschlierst. 

Nach  (25)  und  (28)  hat  man 
s8  =  (x,  4-  :r,)(a:a  +  r,)A,  +  (j-^  -f  x,) ( {x^  +  d:,)^,  +  {x^  +  x,)A^  \  , 
und   nach  (2) 

x(B,  +  ^)  =  ix,  -f  x,)Ä,  +  {X,  +  x,)A^  +  (x,  +  :r,).^,. 
Demnach  folgt 
sS-  x{x,  -f  x,){B,  ^B,)=  { {X,  -h  :r,)(x,  +  x,)  -  (z,  +  x,y  ]  Ä, 

=  (cJ»  +  wa  -  wi)^i; 
aJso   ergiebt  sich 

(47)  sS  =  (cj,  +  M,  -  w.)  J,  +  jr(j:,  +  x,){B,  +  4). 

Führt  man  nun  die  zu  jR  assoziierten  Punkte  ein,  nämlich: 

((wj  +  «3  —  cJi)Ri  =  —  Wji>',  +  öj^a  +  "a^Ba? 
(öj  4-  öl  —  G}j)  jBj  =       o,  l/i  -  Pj  />jj  +  W;i  B^ , 
(ci,  -f  Pä  -  cöaJiJg  =       «iJ^i  -f  w^J^s  -  «aJ5a, 
so  folgt  wegen  (19) 

(gI^  H-  W,  -  M.)/?,.  +  W  J,  =  (W,  +  W,)(^4.  +  ^,). 

Daher  Terwandelt  sich  (47)  in: 

(ö*  +  "i^^'-S  =^  i  (®t  +  f>^t)i^k  -f  C5|  —  wj  +  öjr(j'^.  +  Xt)  I  J,. 
+  jr(x^  +  ^•,)(ö^  +  CD,  -  m,)B-. 
Der  Faktor  von  A-  wird  aber  wegen  (Hg)  gleich  2tö^a^,  und  daher 
erhält  man: 
(4i);  (cj^  +  o>-S  =  2mj^(ütA,  +  A'(a'^  +  Xt)(o}j,  +  w,  -  wjT?,., 

1)  Die  Korrektur  dieser  Furtaetzung  hat  der  Verf", ,  der  seit  Monaten  schwer 
krank  damiederliegt,  nicht  lesen  können.  Die  Red. 
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oder  in  Worten: 

XVI.  Der  Punkt  8  ist  d^  Scfmittpunkt  der  drei  Geraden  Afiv 
Ä^B^,  A^B^j  wobei  B^,  R^j  B^  die  zu  R  assoziierten  Punkte  sind, 

26.  Wendet  man  auf  den  Punkt  S  das  bereits  in  §  3  bennte** 
Übertragnngsprinzip  an,  welches  darin  besteht,  dafe  man  x^  mit  o^  ui» 
Äi  mit  Bi  vertauscht,  so  erhalt  man  aus  Theorem  XII: 

XVII.  Bezeichnet  man  mit  Ä,^j  die  Mittelpunkte  der  Segmente  A^Af, 
so  schneiden  sich  die  drei  Geraden  B^A^^  in  einem  Punkte  0. 

Für  diesen  Punkt  0  erhält  man  aus  (26j)  und  (25)  die  folgenden 
Ausdrücke: 

(a'0  =  x^(x^-^x^-x,)A,  +  x^(x^  +  x,-x^)A^-\-x^(x^-]-x^-x;}A^ 
^    ^l         =x,{x-2x,)A,  +  x,{x-2x,)A^  +  x^{x-2x^)A^ 
und 
(50i)       öo  0  =  (»1  +  ca2)(£öj  +  wj^i  +  (»8  +  ö»)(öi  +  G)i)B^ 

+  K  +  «»i)(«ö2  +  ös)-Bs, 
wobei 

ö  =  o  +  d 
ist.     Zugleich  verwandeln  sich  die  Gleichungen  (26)  in 

öO=      (oB  +  dD^, 
=  -zZ  +3dG^, 

=  -a:2X4-2d(A  +  D,), 
und  die  Gleichungen  (47)  und  (49)  in: 

(52)  ö  0  =  (a-,  +  .r,  -  x^xB,  +  (tö,  +  £ö,)(^jt  +  A^ 
imd 

(53)  {x^^  +  z,)ö  0  =  2x^x^ .  jrl?,.  +  («*  +  «,)(d't  +  a-,  —  a:.)X,, 

wobei  Xj,  Xg,  Xg  die  zu  X  assoziierten  und  durch 

Ox^  +  ^3  -  arJXi  =  -  ä:i.4i  +  x^A^  +  arj^g, 

(54)  (Xg  +  ar^  -  j'3)X2  =       Xi^i  -  x^A^  +  ä-jv!,, 

definierten  Punkte  sind. 

27.  Führt  man  noch  die  zum  Schwerpunkt 

3G  =  Jß,  +  A  +  A 
assoziierten  Punkte  ein,  indem  man 

ri/.  =  -  if,  +  i*,  +  B„ 
Iä,=     b^  +  b^  —  b^ 


(51) 
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Mfcrt,  80  erhält   man  flir  die  äufseren  Produkte  [ÄiHf]  die  Ausdrücke: 

UH,]  =       («,  4-  o>i)  [ J?, B,]  +  (cü,  -  «;^[ J?3  B,]  -  {to,  +  (D3)f i?j  B,l 

rferen  rechte   Seiten  die  Summe  Null  ergeben.     Daher  schneideu  sich 
die  drei    Geraden    A^^^,   A^H^,   A^H^    m    eim^m    Punkte    11,    für    den 

mau   durch   äufsere  Multiplikation    zweier  der  vorstehenden   drei   ölei- 

chujQgen  findet: 

oder  wegen  (30) 

(m  +  d)£r  =  3(qj  -  df)G  +  2;pZ 

Da  nach  der  zweiten  Gleichung  (51) 

gZ=3dG-(m-\-d)0 
war,   80  folgt 

((^  -f-  tf)i/=  3(ö  -  d)6f  +  6dG  -  2(ü)  +  d)0 

=  3(w  +  «S1G-2(w  +  rf)0, 
oder 
f56)  ir+20=3C?. 

Diese  Relation  stimmt  formal  mit  der  bekannten  Euler  sehen  über- 
ein,  und  geht  thatsächlich  in  diese  über^  wenn  man  jc-  =  a-^  (vergl. 
No-  15)  setzt,  da  in  diesem  Falle  H  der  Höbenschnittpunkt  und  0  der 
Mittelpunkt  des  um  Ä^  Ä^  A^  beschriebeueu  Kreises  wird. 

28.  Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (2)  nimmt  das  Gleichungssystem  (55) 
die  folgende  Form  au: 

{bl )  xIL  =  ^j  J 1  +  ^a  A^  +  ^i  A^ , 

xU^^s^A,  ^-z^A^  +  js^A^, 

wobei  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

(58)  ir,  =  T^t  +  .r,  -  jv 

Bildet  man  aus  (57)  die  äulseren  Produkte  [^,/?J  und  aus  zweien 
derselben  wieder  das  äuTsere  Produkt,  so  erhält  man  für  //den  Ausdruck: 

(59)  (j^H  +  hh  +  ^iH)^  =  h'^Ax  +  ^a^i^  H-  exh^h* 

=  e^z^A^  -f  ^1  \si^A^  -f  2^  vlj  j , 
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Aus  (58)  ergiebt  sich 


(St..) 

daher  folgt 
(GO) 


2.x^d  —  a-\'2t 


(ta  -f  d)  i7=  2  (ü3t+  bit)  A,+  (iJ  -  o  +  '2i 


H, 


29.  Die  vorstehenden    Formeln    führen    zu  folgenden  Theoremen.* 

XVIII.  Der  Funkt  0  ist  da-  Sehiitipimli  der  Geraden  BDt, 
ZG,  XW'j  ehemo  ist  er  der  Schnittpunkt  der  Geraden  B^X^^  BjX, 
B^X^f  wobei  X^^  Xj,  X^  die  zu  X  assositerten  Putücte  sind. 

XIX.  Legt  man  durch  die  Ecken  des  JDreieeks  B^B^B^  PanMm 
SU    den    Gegenseiten,   i>o    erhält   man    das  Ihx'itck  II^ILIl^,    tcohei  der 
Punkt  Hi  detn  Pnnkte  Bi  gegmiiberiiegt.    Der  Schwerpunkt  des  Dreieck 
H^H^H^    ist  der  Punkt  6?,    der  nach    IV  auch  der  Schwerpunki  aetki 
anderer  Dreiecke  ist 

Die  drei  Geraden  A^H^,  -^^a^s»  -'^zB^  schneiden  sich  im  Punkte  E, 
der  auf  der  Geraden  0 G  liegt  und  zivar  derart^  dafs  HG  =  2  GO  ist 

30.  Für  die  zu  X  assoziierten  Punkte  X,  folgt  aus  (54)  wegen  (2) 

(61)  (Xk  +Xt-  X,)  X,  +  xBi  =  (x,  +  Xt)  (Ät  +  At) , 

und  wegen  (10) 

(62)  {x,  -f  xt)  X'^  -  x^Ai  =  (xt  -i-xt-  xi)  Xi , 
während 

(6:J)  {Xi  4-  xi)  X^'  +  XiAi  ^xX 

ist. 

Demnach  hat  man: 

XX.  Die  Geraden  BiXi  gehen  durch  die  MiüdpnnUe  der  Segmenie 
AjcAr,  und  entsprechend: 

XXI.  Die  Geraden  A,B,  gehen  bez.  durch  die  Mittelpunkte  der 
Segmente  BkBi. 

XXn.  Auf  Jeder  der  drei  Geraden  ^,X('>(j  =  1,  2,  3)  biUen  die 
Punkte  Ai^  X^'*  mit  den  Punkten  X,  und  dein  gemeinsamen  Schnitijnotkt 
X  vier  Jtarmonische  Punkte,  und  zwar  sind  .4,,  X^'")  und  X,  X,  zu- 
geordnet. 

31.  Schneidet  man  die  Verbindungslinien  X<''>Xl*^  der  Punkte 


(10) 


(a:,+  x,)X')=:r,yi,-fX3^, 
{x,+  x,)X^^^x,A,  +  x,A,, 
\(x,  +  x,)X^'^^x,A,  +  x,A, 
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durch  die  Geraden  ÄiAij  so  erhält  man,  wenn  man 

I   C«) 
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[io)X<»  A,A^]  =  X" 


(a^i  —  iCj)  X"  =  —  x^A^  +  üT^  Ai , 
(^  —  JCi)  ^'"  =  —  a*!  ^1  +  j:,^!, , 

«md  da  tlie  Summe  der  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  verschwindet, 
liegen  die  drei  Punkte  X',  X",  X'"  auf  einer  Geraden  x,  für  die  sich 
ersieht : 

Die  Gerade  x  heiast  die  harniOfiische  Polare  des  Punktes 

U)  X^XiA^-i- x^A^-^  x^Ä^ 

i»    J3e«<<7  aM/*  dtis  Dreieck  ÄiA^A^,  und  umgekehrt  der  Punkt  X  der 
htwtnonisrhe  Pol  der  Geraden  nc. 

Aus  (64)  folgt 
(r^-x,){x,-x,){X'~X'")^x^x^(A,-A^nx^x,(A^-A,)-^x,x^(A-A,) 
oder  nach  (3) 
(66)  (X,  ^x,)(x,-  X,)  (X"  -  X"0  =  ä  (A-  i>») . 

Daher  folgt: 

XX7//.  I>ie  SchniUpunkte  X',  X'',  X'"  der  Geradettpaare  X(»X(»), 
^^;  X<*JX(^\  ^s-^n  X(*JX(*',  AA  ^*'*'^  ^^-  '^*^  vierteil  hamumischen 
ftüiifcfe  jm  de»  PunkUripeln  X'\  A^,  ^;  XW,  A,  A;  ^^•\  ^u  A 
^  liegen  auf  einer  Geraden  or,  die  m  der  Geraden  D^D^  parallel  ist. 
^  Gerade  X  ist  die  har7nonisch€  Polare  des  Punktes  X  in  Bezug  auf 
*w  Dreieck  A^A^A^. 

3*3.  Bestimmt  man  zu  den  drei  Punkten  Dg,  D^  und  S  gemäfs 
"^«ü  Ausdrücken  in  (3)  und  (25)  die  harmonischen  Polaren,  so  erhält 
»lan  die  Ausdrücke: 

^  =  x^[A^A^'\  +  x.lA^A,']  +  ^srKAL 

«  -  (X,  +  a:3)[^  A]  +  (^3  +  ^i)[A^i]  +  0^1  -f-  ^s)[A^iJ 
erkennt,  dafs 

^  diese   drei   Geraden   sich  also   in  einem   Punkte   schneiden.     Man 
findet  denselben,  indem  man  [rf^rfjl  bildet,  nach  (39*)  als 

^I^T  d«r  MatbooiAtUc  und  Pbyklk.    lU.  Reibe.    L  18 
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Demnach  folgt; 

XXIV.  Die  in  Bezug  auf  rfos  Dreieck  A^Ä^A^  gehildeleti  hairi 
nischen  Polaren  der  Punkte  D^,  D^,  S  sdmeiden  sich  in  Y;  und  ^ 
sprechend:  ' 

XXV.  Die  in  Bezug  auf  das  Dreieck  B^B^B^  gebildeten  har 
nischen  Polaren  der  Punkte  />,,  iD^,  0  schneiden  sich  in  T, 

33.  Für  die   Gerade  XW  erhält   man   wegen    (1)  und  (27)  < 

ÄUBdmck  I 

x^Xi(x^  -  x^)[A^A^]  -\-  XiX^ix^-  x^)[A^A,]  -f  x^x^ix^  -  x^)[A^A^ 

und  fllr  ihren  harmonischen  Pol  B^  in  Bezug  auf  das  Dreieck  ^j^ 
folgt  unmittelbar 

oder  wegen  (23) 

(67)  T^B^  =  iCil»! A  +  ^%1^^  -^  ^sPsA» 
wobei 

ist. 

Die  rechte  Seite  von  (67)  gestattet  wegen  (2(i)  und  (5t,)  eine 

merkenswerte  Umformung. 
Nach  (^)  und  (2t,)  folgt 

xx^f^  —  x^{^^x^  +  Oja^s  +  fflga:,) 

=  m^ix^x^  —  ©i)  -f  m^x^x^  +  g^^x^x^ 

Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 

(68)  ^  =  ojij;,Xjj  4-  ö>,a^8^i  +  »s^i^ir 

80    folgt 

(^Iij)  :rx,p,  -  z^  -  o/. 

Demnach  ergiebt  sich  aus  (67) 

XtA  =  ^i^X  +  A  +  A)  -  («l'^l  +  «2*  A  +  0*3*^»).  ] 

oder  wenn  man 

(6»)  m^A^  +  ra,Mj  +  e^M^  =  w*  TF* 

setzt: 

(70)  xr^B^  =  SzTG  -  M-*  TT*. 
Nach  (30)  ist 

so  dafs  sich  (70)  auch  in 

(71)  xr^l\  =  3^G  -I-  w-er  Tf  * 
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Terwandelty  und  für  xr^  sich  ergiebt 

(72)  xfQ  =  3^  +  tas, 

84.  Ersetzt  man  die  j,  durch  die  cuj  und  lälst  die  A-  unverändert^ 
so  mögen  die  Punkte  B^  in  Punkte  P,  übergehen.  Dann  sind  nach  (2) 
die    P-  Tirie  folgt  bestimmt: 

IwPj  =  oJjA  +  eoi  A  +  GJj^. 

Bildet  man  nun  2Pj,  =  P^-|-  P,  und  [j4,P^;],  so  erhält  man  ein 
GleichangBsjBtem;  welches  (24)  vollständig  entspricht  und  ans  diesem 
hervoi^ht,  wenn  man  j\  durch  o>,  ersetzt  Man  erkennt  daher,  dafs 
die  drei  Geraden  Ä^P^i  sich  in  einem  Punkte  achneiden.  Bezeichnet 
man  denselben  mit  N,  so  findet  man  für  ihn  aus  dem  Ausdruck  fUr 
S  in  (25) 

{14)     o{aj  -I-  d)N=  (töi  +  Og)(Gis  +  ü)i)A  +  (ra,  +  ©JK  +  OJ») ^ 

Die  Substitution,  die  S  in  JV  überführt,  lälst  E  unverändert,  führt 
aber  X  in  F  und  die  Punkte  D,  in  M^  über,  wobei 

cadMj  =  (D^a^A^  -f  cojöjjlä  -f  m^cjj^A^ 

ial     Da  dieselbe  Substitution  die  in  (27)  definierten  Punkte  W  und  Z 
in    TT*  und  Z*  überführt,  wobei   TT*  durch  (69)  und  Z*  durch 

(76)  ß*Z*  =  -  G>M.-Z*  =  (m^w^  +  ©1*)^  +  (üj^rai  +  ßj,»)^ 

+  (ß}iaj, +  raj,')-4j 

definiert  ist,  verwandelt  sich  das  Gleichungssystem  {2^)  in  das  folgende: 
f(w+  d)iV=         rar+ditfi, 

=  _    x»P+2d(Jf,  +  if,). 

Aus  (75)  ergiebt  sich  durch  Addition 

(7S)  M,  +  3fj  -f  3/g  -  Jj  +  J,  4-  ^3  =  3(?, 

and    daher    folgt   aus   der   zweiten    und   dritten   Gleichung   (77),    ent- 
sprechend (29): 

18' 


(75) 


(77) 
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Ebenso  erhalt  man,  entsprechend  (38): 

(80)  i.W*  +  .Y^2öM,,^ 

^    ^  \x*R   -wZ*  =  2SM^^, 

wobei  2  Jf,5  =  ^2  4-  M^,  und  entsprechend  (40): 
-wZ*  +x»X=2dJtfi, 


Aus  der  ersten  Gleichung  (42)  ergiebt  sich 

x'T=  (x,^  +  2x,x,)A,  +  {x,*  +  2x,x,)A,  +  (V  +  2a;,a^)^. 

Ersetzt  man  hierin  x^  durch  (d^,   während  Ä^  unverändert  bleibt^ 
so  möge  T  in  T'*  übergehen.     Dann  folgt 

oT*  =  (o  -  2d)  TT*  +  2d  .  -afi 
oder  wegen  (28)  und  (79) 

(oT*  +  gW*==      2dM,, 


^^^^  \(oT*-zW*  =  -2wZ*. 

Hieraus  ergiebt  sich,  in  Verbindung  mit  der  zweiten  Gleichung  (80) 

(83)  (Dr*  +  x»JB  =  3dö, 
und  wegen  (44),  entsprechend  (46): 

(84)  tD{T-T*)=  x»(Ä  -  X). 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  erhalt  man  unmittelbar: 
XXri.    Die  durch  T  «i  RX  gdegte  ParaOde  schneidet  BG  in  T*. 
35.  Wenn  man  in  ^74)  die  A^  durch  die  in  (19)  g^ebenen  Werte 
ersetzt,  folgt 

-I-  i^ejo,  +  OjqJi^o,^  -\-  o,J^  +  ©ijBg) 

Der  Faktor  von  i2|  auf  der  rechten  Seite  wird 
«1 1  WW|  4-  »,<»»  +  öj'*  +  «»t*!  -r  2o  •  G),io,  ==  fi>i(o*  —  od)  +  20  •  «f o^ 
Demnach  ergiebt  sieh 

»»>\ti)  +  d^.V=  yo*  -  od\oi^  +  OjJS;  +  o,^J 
-f  l^ov«»«*^  -r  o,o^^  +  o,o,B,), 
vMler  Wiegen  ^^^"^  und  ^21) 

vs:>^  V«  -^  *  •-^'  -  V«  -  ^^Ä  -^  -*  ■  A- 

Dt«t»e  Ki^laüvvn  tieht  iwiei  merkwürdige  Folgerungen  nach  sich. 
Muhipliiierl  mau  die  erste  Gleichung  vM^  mit  2 
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und  subtrahiert  (85),  so  erhält  man 

(86)  20  =  N^R, 

oder: 

XXVU,    Der  Punkt  0  ist  der  Mittelpunkt  der  Sirecke  NE, 
Setzt  man  zweitens  den  Wert  von  (m  +  d)N  ans  (85)  in  die  vierte 

Gleichung  (77)  ein,  so  erhält  man 

(w  -  6)E  +  2d7)t  =  -  ;r«JJ  -f  2d(M^  +  M^) 
oder 

(o  -  ä  -f  x^)R  =  2d(J»f,  +  Jf,  -  DJ. 

Da  wegen  (28)  x'  ^  So  —  &,   also    (a^d~\-x*=2d    ist,   so  er- 
giebt  sich 

(87)  iJ  =  ilf,  -f  M,  -  A 
oder 

Setzt  man  daher 

bezeichnet  man  also  mit  M^   den  Mittelpunkt  der  Strecke  M^D^,  so 
folgt 

(88)  Jf+2Jlf,  =3G. 

Führt  man  in  (87)  für  i?,  M^,  M^,  L\  ihre  Werte  aus  (22),  (75) 
ond  (3)  ein,  so  erhält  man  da.s  bemerkenswerte  Identitätensystem: 

dp,  -  fii,(w3  +  wj)  -  (oaJjX,, 

_  <57>3  =  03(03,  +  w,)  -  oa:iX,, 

Mches  sich  leicht  in 
I JÄJ  dp,  -  -  {mx^  +  Oj«) 

wnfonnt  und  wegen  (?[j,)  auch  noch  das  Identitätensystem 
m  i'^is)  —  Pjti>.  =  z/  -f  GJ-T,.' 

B**<'h  sich  zieht.     Dabei  sind  die  Werte  der  p-  und  -^  durch  (23)  und 
IP^^I  begtimmt. 

36.  Um  die  in  (73)  und  (75)  definierten  Pimkte  P.  und  M,  zu  kon- 

*^eren,  greife  ich  auf  Theorem  /,  Nr.  16  zurück.  Ersetzt  man  dort 
«    ^  Punkt  X  durch   den  Schnittpunkt  Y  der  Geraden  WD^  und  X(r 

^  bezeichnet  die  Schnittpunkte  der  Transversalen  A^  Y  mit  den  Drei- 

*^eiten  A|^A^  durch  Y^'\  so  gelangt  man,  entsprechend  den  Punkfeen  B^*^y 
»  ^  Punkten  P/'l  Dann  schneiden  sich  die  Geraden  A^Fl^\  A^/% 
■Ji^/')  im   Punkte   P,   und   die   Geraden   A^Fi%  A,P,^'\  A^P^^^  im 

*«iikte  3/,.     Bezeichnet  man  also  den  Mittelpunkt  der  Strecke  M^D^ 
^Jirch  J^,  80  folgt  aus  (88): 
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XXVII L    Der   Miädpmikt  M^   der  Strecke  M^D,    liegt 
Geradm  BG  und  zwar  derart  ^  dafs  BG  ==^  2GM^  ist. 

37.  Die  in  §  2  unter  ///  bis  IX  gegebenen  Theoreme  verwandel 
sich  in  entsprechende,  wenn  man  B^'^  durch  F^'\  i?,.  durch  P^,  J 
durch  lf„  X^''  durch  F'>  und  X  durch  Y  ersetzt.  Diese  Substitute 
ist  die  nämliche,  wie  die  in  No.  34  verwendete»  bei  der  man  x,.  duK 
<Q^  ersetzt  und  die  A^  unverändert  läfat,  und  welche  die  S  in  iV,  W^ 
W*'^{Ä^P,  ^,PJ,  W,  T,  Z  in  TT*,  T*  Z*  überfuhrt,  während 
und  G  unverändert  bleiben.     Hieraus  erhält  man  das 

Erste  Ühertrofftmgsprimip.  Vertauscht  man  x^  mit  o.  und  läfi 
die  Af  unverändert,  so  bleiben  auch  die  Punkte  G  und  R  unverander 
während  die  Putdie 


B,,  A,  ^,  s,   tr„    W,    Z,    T,    0,    H,    R, 
sidi  in 

p,,  3/,,  r,  N,  w*,  w*,  z*  r*  0*,  h*  v 

vervKmddn. 

88.  Die  in  Nr.  37  auftretenden  Punkte  0*  2?*  .R*  sind  bisL 
nicht  aufgestellt.  Dies  soll  jetzt  geschehen.  Aus  (50)  folgt  durch  H 
Setzung  von  x^  durch  ©,: 

(o(4d  —  öi)0*  =  cji(c3j  -|-  CD,  —  e>,)-4,  +  0,(0,  -}-  <Dj  —  cD|)ilf^ 
-h  a?3(CDi  -f  ©,  —  CD^^ 
=^  GJj  (oj  —  20j)^i  -f  0}| (O  —  2  Gl,  1^4,  -|-  CIj(q  —  2ci|]|i 

und  daraus 


I 

bisL 
chB 

1 


(90) 


({4d  -  w)  0*  =      d( JZ,  +  M^)  +  (2d  -  o)  W^, 

=    or+2(2(j-öj)pr*, 
=  -a,r-h2(j(3f,  +  jig, 

-      (d-o)Z*-3d.(7, 


Die  dritte  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich»  wenn  man  die  «sti 
mit  2  multipliziert  and  die  zweite  abzieht;  zu  der  rierten  Gleidiaii 
gelangt  mau  aus  der  ersten,  wenn  man  mittels  (79)  {2d  —  o)  W*  sH 
drückt  und  (78)  berüeksichtigt;  die  fünfte  Gleichung  endlich  ist  eil 
Folge  der  vierten,  wenn  man  aus  der  zweiten  Gleichung  (80)  d«n  W« 
von  Z*  entnimmt. 

39.  Zur  Aufstellung  des  Ausdruckes  für  H*  benotse  idi 


i,#,-2(V-^x,jr,)-(x,*-f-xv 
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90 


folgt 


(91) 


oder 


=  2w*  W*  +  2w(J  .  M^  -  3aj(a>  -  2d)G 

\(4d  -  ca)H*  =  -  2(2(J  -  o)  T7*  +  26  -  M^  -  ^m  -  2d)G 
i  =  -  2(d  -  a)Z*  -  3(0  -  2d)G. 


—  a>)i6*  —  0(0  — 
Hieraus  folgt,  wegen  der  vierten  Gleichung  (90) 

(93)  E*  +  20*  =  '6G, 

i  H.  diejenige  Relation,  welche  sich  aus  (56)  bei  Anwendung  des  ersten 
iTljertragnngBprinzipes  ergiebt.  Ganz  ebenso  folgt  mittels  dieses  Prin- 
zipes  aus  (86)  unmittelbar 

(94)  2  0*  =  54-i?. 

Durch  Rechnung  ergiebt  sich  diese  Relation,  wenn  man  zur  vierten 
Gleichung  (26)  sR  addiert  und  den  entstehenden  Ausdruck  mittels  (7) 
OTEci  (88)  umformt. 

40,  Ersetzt  man  in  (67) 
(57)  fA  =  ^iPi  A  +  x^p^  A^  -I-  x^p^  ^3 , 

/,     durch  (ü;  und  beachtet  (^J,  so  erhält  man 

(3ö)  ^o*-Ro*  =  ^iPiA  +  <^%PiA+  ^iP^A^ 

woljei 

(,96)  r*  =  «ijj,  4-  öj/J,  +  K»ai% 

»t.    Multipliaiert  man  die  erste  Gleichung  (91^)  mit  Oj,  so  folgt 

=  ({Dg o>3  —  03  •  ac '  a^i)  oTi  +  (Ol  0,0:^  +  c», ©jXj , 

=  J*  —  iaxx^ 

oder  allgemein  ; 

1^^)  xvoiPi  =  z/*  —  flixa:^*, 

▼obei 

(98)  ^  =  ©j  (D j  djj  +  03  ©^  x'ä  4-  oj^  CO,  j-j 

i«t   Demnach  folgt 

Dem  Ausdnick  .^  läfst  sich  wegen  der  ersten  Gleichung  (3lj)  die 
Form  geben 

z/*=  G)jeij,a:i  +  Oj  (a:'|),  —  eJi^^i), 

=  &xx^-\-  xp^^^^ 
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oder  wegen  (^^) 

^* x^. 

Demnach  geht  (99)  über  in: 

(100)  -  r*oi?o*=  S^G-^atoW. 

Aus  (70)  und  (100)  folgt  noch 


§5. 
41.  Führt  man  die  Punkte  d  ein,  definiert  durch 

(101)  a^lÄiXB^G], 
so  folgt 

(102)  Ci  Ci  =  ZiAi  +  XkAk  +  XiAiy 

wobei  (',  *,  1= 1,  8,  s;  «,  5, 1,  a,  i,  s; 

(103)  Ci=2xk-2xi-\-Xi, 
und  nach  (58) 

(58)  Zi=  Xk-\- xi- Xi 

ist.    Aus  (101)  ergiebt  sich  leicht: 

c,C,  =  xX-\-  {x,  +  a;,  -  2a:,)  A„ 

(104)  =  3  (a;^  +  a;,)  G^  -  a;^,-, 

=  -a:,S,  +  (a;,  +  a;,)(^,+  5^. 

Aus  (101)  und  (104)  folgt: 

XXIX.  Der  Schnitt^nkt  C,  der  Geraden  AiX  und  B^G  liegt  ewj 
der  Geraden,  welche  den  Punkt  5,  mit  dem  Mittelpunkt  der  Strecke  B^B 
verbindet. 

Setzt  man 

(105)  L,  =  [B,C,B,C,l 
80  findet  man 

AiXj  =  09i  ^1  +  x^  (a:,  -  a:,)  J,  -  x^  (x,  —  a:^)^,, 

(106)  .  A,X,  =  -  x,(x,  -  a:0^,  +  (ü,^  +  a-3  (a:,  -  a:,)^„ 

A3L3  =  a:i(a:i  -  a:j)^i       -  a:8(a;i  -  a:,)^  +  0)3^3, 
wobei 

(107) 
ist. 

Aus  (106)  ergiebt  sich 

[A,L,-\=^x,[A,A^]  +  x,[A,A,l 
[^L,]  =  a:3[^,^J  +  a:,[^,^], 
[A,L,]  =  x,[A,A,-]-{-x,[A,A,l 


^i  =  «ö.-  +  (a^*  —  .a^,)* 


Zur  neueren  Dreieckageomehie. 
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Hieraus  findet  man  für  den  Durcbschnittspiinkt  der  Geraden  A^L^ 
und  A^L^  den  Ausdruck 

der   nacli  (54)  den  Punkt  X,  kennzeichnet.     Demnach  hat  man 

(108)  IÄ,L,A,L,]  =  X„ 

oder: 

XXX.  Bezeichnet  man  mit  L^  die  Durehsehmtfspunkte  der  Geradan 
-BjC,  und  J5,Cjt  m\d  mit  X,  die  DurcJtschmUspunMc  der  Geraden  A^L^ 
u»id  -4|Z,,  so  sind  die  Punkte  X^  die  zum.  Fnulie  X  assomerien. 

Multipliziert,  man  die  Gleichungen  (106)  der  Reihe  nach  mit 
Xiip^  H-  ^Tjj),  JTjiTj  4-  Xj),  x^{x^^  -f  x,)  und  addiert  sie,  so  wird  der  Faktor 
Ton  A^  aaf  der  rechten  Seite  gleich 

oder,    da  der  in  der  Klammer  stehende  Ausdruck  verschwindet,  gleich 
Null-     Demnach  folgt: 

(109)    x,(x,  +  x,)l^L,  +  x,(x^  +  x^)l,L,  +  x^{x,  +  x,)k,L^  =  0, 

oder,  wie  Herr  Ripert  gefunden: 

XXXL    Die  drei  Pufdte  L^j  Lj,  L^  lieffen  auf  einer  Geraden^  die 
durch 
1 1 10)     fr,  -  X,)'  [A,A,}  +  {x,  -  X,)'  [A,A,-\  +  (x,  -  x,)»  [A,A,-\ 

ausgedrückt  ist. 

Da 

(^f  -  ^s)*  Pi  +  (^s  -  ^i)*  Pt  +  (^1  -  ■^i)*  Pn 
und 

identisch  verschwinden,  so  liegen  auf  der  Geraden  (110)  die  Punkte  R  und 
üp.     Demnach  lassen  sich  />,,  ij,  Z,  durch  B  und  JJ^  linear  ausdrücken. 
In  der  That  findet  man  aas  den  beiden  aus  (106)  hervorgehenden 
Gleichungen 

\x^k^L^  +  x^X^L^  +  x^X,jL^=  -\-  r^B^, 
in  Verbindung  mit  (109)  für  die  L,  die  folgenden  Werte 
{p^  l^Ly  =  x^x^foB  —  x^r^B^^ 
Pi  h  ^t  =  ^a  -h  coB-x^r^B^, 
Ipj^A^L^  ^  x^x^aB  -  x^Tf^B^. 


illl) 


(112) 


42.  Aas 


(113) 


F,^[A,C,A,C\] 
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folgt 

(114) 


3j,Fj  =  £^Ä^  4-  3^Äf  -f  -»aA» 
und  daraus^  wegen  (9): 


(115) 
(116) 

(117) 
wobei 
(118) 
(119) 


3x,(F,  -  G)  =  {x,  -  x,){A,  -  A,)  -  x{B,  ~  X), 
c,C,  +  3:p,F,-2x^, 

(z,-x,)A,+  ^x,F,  =  xF, 


2xQ  =  {x,  -f  x,)A,  +  (JC3  -f  arj  J,  +  (a:i  +  x,)^„ 

Aiu  (1)  und  den  beiden  letzten  Gleichungen  ergiebt  sich 

(120)  X-\-2Q^^G, 

(121)  F+2X  =  3(?, 
und  daraus 

(122)  2^  =  F+X 
Da  nach  (2) 

BO    folgt 

2^  (^„  -  Q)  =  (^,  +  X,)  (A,  -  A,)  +  {X,  +  ^,)  (J,  -  ^) 

,    „        .  =  (a^  -  a^i)  (^>  -  A) 

und  allgemein 

(123)  2xiQ  -  B^)  =  {x,  -  xXA,  -  A,). 
Ganz  ebenso  ergiebt  sich  unter  Benutzung  von  (57) 

(124)  ^x(F-H,)-(x,-x;)(Ä,-Ä^. 
AuB  den  Formeln  (112)  bis  (124)  findet  man: 
XXXIL    Die  drei  PunJcie  Xj,  Xj,  L^  liegen  auf  der  durch  B 

Üq  gehenden  Geraden. 

XXXIII.  Bczeichid  man  mit  F^  die  Durchschnittspunkte  der 
Geraden  vi^C,  und  A,C^,  so  schneiden  sich  die  Geraden  A^F^  in  F  und 
die  Geraden  C.F,  in  Q, 

XXXIV.  Die  Geraden  GF^,  XB^,  B,^iQ,  H^F  sind  unter  einamdw 
utid  den  Dreieeksseiteit  A^A^  parallel 

XXXV.  Die  Fmilir  X,  G,  F,  Q  liegen  auf  einer  und  den 
Geraden  und  swar  so,  dafs  der  Punkt  Q  die  Mitte  der  Strecke  FX 
und  XG  =  \GF=2GQ. 

43.  Um  au8  den  Formeln  und  Sätzen  dieses  Paragraphen  mittels  d^^i 
ersten  Übertragungsprinzips  neue  herleiten  zu  können,  bedarf  es  nacli  4^ 
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(125) 


1126) 


(127) 

(128) 
(129) 

aso) 


Kenntnis  der  Punkte  C,*,  Z,*,  F*y  F*^  (?*,  i?,*,  die  aus  den  ent- 
spreclienden  Punkten  C,,  Z.,,  . . .,  H^  herrorgelien,  wenn  man  x.  mit  m^ 
YertaiLScht^  aber  die  A^  unverändt?rt  läfst.     Man  findet: 

=  (oj  -I-  fi)|  —  2ö;)-4;  +  cj  F, 

C-*  =  2cajt  4-  2ro,  —  ci,. 

=  (ffl,  +  iat)wP,  -  (oj,  +  co>,*c;*, 
-  (öij  4-  o,)  f'3  P|  -  (c3i  +  wjct*  C;*. 
F*  =  [Ä,C*    A,C*l 

3C3.F*  =  W,.J.  +  (Cüj  +  C7,  —  ClJ^jt  H-  (Pj  +  ßJjfc  —  0?()^(V 

=  (a,.  +  «,-2(ö.)^,-ff,*C,*; 

öi^*  =  2a;»X-3£0, 

(J*  =  3G-r, 

oJ?;*  =  22:*J5,-3irG. 

Unter  Hinzufiigung  und  Benutzimg  dieser  Werte  läfat  sieh  das  in 
Ur.  37  ausgesprochene  erste  Übertrdigungsprinzip  schematisch  in  folgen- 
der übersichtlichen  Form  darstellen. 


Erstes  Übertragungsprimip. 

\AiBiX\D,\SiW,\W\Z\T\0\H,\H\C,\LAF,\F\Q  \B,\\R\G 
]  A,|P.  r|JtfJiV|  If ^*  TF*|2*|T*10*iif  *|J^*|C  *|X,*|F^ 

]  Oj  \  d  \s  =  4d  —  m\        w  =  d  —  {D        I       g=^2d  —  0 
\Oi\axXf\md\  a{ti}  +  d)  \—  coz  =  Dj((a  —  2d)|—  mw  =  ö}(oj  —  d) 

44.  In  den  Nr.  17^  21  und  26  ist  bereits  ein  anderes  Über- 
trtgungsprinzip  verwendet  worden,  bei  welchem  x-  mit  ©■  uud  überdies 
^i  mit  Bi  vertauscht  wird.  Hierdurch  vertauschen  sich  D,  und  B^ 
X  «nd  i?,  TF  und  Z,  S  uud  0,  T  und  Y,  während  D,,  G,  TT.  un- 
verändert bleiben.  Die  anderen  bisher  eingeführten  Punkte,  wie  H^ 
S,  Nf. . .  gehen  in  neue  über,  die  bez.  ///,  H\  N\  . ,  .  bezeichnet 
»erden  mögen.  Unter  Verwemlung  dieser  Bezeichnungsweise  kann 
^wi  das  neue  Obertragungsprinzip    Bchematisch,  wie  folgt,    darBtellen. 
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F.  Carpary: 


Ä,\D^X\W\S\T\H, 


Zweite  Übertra^ungsprimip. 

N\F,\F\C,\mQ\E,\\D, 


\GIW, 


BiD,\R  \Z\Ö\  7\H;mmF;\F'\C;\L/\  Q'mmGi  W, 


to, 


46 


m 


to 


d 


ö 


I 


2d 


CJ 


©,-|0J  •  X  •  Xi\tod\    GJ(C3  +  S)    \—  (ÖZ  =  Oj(tiJ  —  2S)\~ 


mw 


=  03(( 


m 


i) 


(131) 


45,  Die  in  dem  zweiten  Übertragungsprinzip  vorkommenden,  mit 
oberen  Strichen  versehenen  Punkte  H-\  iT, . . .,  R^  sind  bisher  nicht 
bestimmt,  ich  beschränke  mich  im  folgenden  auf  die  Angabe  ihrer 
Werte,  wenn  die  Herleitung  keine  Schwierigkeit  bereitet: 

132)  {U  -  m)E'  =  3(2 «r  -  ra)G  =-  2(tf  -  cd)  W. 

Um  die  Verwendung  der  Übertragungsprinzipien,  etwa  des  zweitem, 
an  einem  sehr  einfachen  Beispiele  zu  steigen,  greife  ich  auf  Gleichung  (56) 
(56)  if+20  =  3G 

znrück-  Nach  dem  zweiten  Übertragungsprinzip  entsprechen  den  Punkten 
H  und  G  die  unter  ihnen  stehenden  Punkte  IT  und  G,  während  dem 
Punkte  0  der  über  ihm  stehende  Punkt  S  entspricht.  Daher  ergiebi 
sich  aus  (56)  die  Relation 

^  +  25=30, 

die  aus  der  zweiten  Gleichung  (26)  und  (126)  auch  direkt  leicht  her- 
geleitet werden  kann, 

46.  Für  N'  findet  man  ans  (74) 

(x*  +  d)N'  =  (iE,  +  z,){x,  -f  x,)B,  +  (j:,  +  x,)(x,  +  x^)B, 

+  (:r3  +  x,)(x,  +  x,)B, 
und  mittels  des  zweiten  Ühertragungsprinzipes  aus  (85) 
(133)        (x'  +  6)N'  =  (x'  -  S)X  +  2SD,. 

Die  Gleichheit  der  beiden  Ausdrücke  filr  JV  ergiebi  sich  aus  der 
Identität 

(^le)  03(Xi  +  x,){x,  -f  Xt)  =  (x»  -  d)pi  +  2(o,w,. 

Für  C;  ergiebt  sich 

C:=^[B,R    Aßl 
Ct'C/  «  (©^  +  O;  —  oj,.)B'.  +  a^B^  +  w,B,, 
-  -  tOiAf  +  (©^  -f  ia,)(^4  -I-  A;}, 
=  (ca^  +  «f  —  2öj,)5,  -f  03jR, 


(134) 


2Gij^  -f  2ßj,  —  (D,. 
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(135) 


nso  findet  man  für  die  F^: 

f;  =  [B,c;  B,c^\, 

=  (iD,  +  cD,-2«j£,4-f;c;, 


(136) 


(138) 
(139) 


\ 


47.  Für  q'  und  F  folgt 
f2p^'=c;CV  +  3a>,F;, 

2«'  =  3G-Ä; 
[gjF'  =  {(o^  -f  «a,  -  2cj,)4  +  3(0(2^, 

(137)  =-  (o,  -f-  o,  —  oj^i  +  (cJj  +  %  —  ßJs)-^!  +  (t*^!  +  *»i  —  ^i) ^i, 

Für  L/  lind  i?o'  erhält  man  endlich: 

x;  LI  =  X I  raa:.  B^  —  c}f^{x^  —  x^  B^  +  Ot(j^t  —  ^,)  ^^ }  > 

-  (<o,  +  ©jco^i  -  (©;  +  c},)c;  c;, 

=  (o.  +  ojco^j  -  K  +  0*)<^/C;; 

\  =  Z(J  -f  (örf) G  -  (0 (ar«  +  tf)i^. 

48,  Setzt  man 

so    lautet  die  Gleichung  jedes  Kegelschnittes,   der  durch  -4^,  A^,  Ä^ 
liindorchgeht: 

Soll  dieser  Kegelschnitt  auch  durch  i>,  und  D,  hindurchgehen,  so 
mula  Ä  =  0  sein,  für 

i4j  -  x^x^,     M,  =  fl:,x„     Ms  =  x^x^; 
u^=^x^Xi,    Mj-aTjrCi,    «^  =  x^a;,; 
d.  h.  es  muJj 

|aij:a  + «jari  +  a^x,  =  0, 

Uiar,  +  «iXg  +  a^a:!  =0 
•ein.     Daraus  folgt 

Somit  ergiebt  sich   als  Gleichung  des  durch  Ä^,  Ä^,  A^,  D^,  D^ 
hindurchgehenden  Kegelschnitte 

(140)  %  =  Gj^UfU^  4-  (o^u^n^  +  fj,«jMj  =  0. 
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F.  Caotirt: 


Auf  diesem  Kegelschnitt  *J  liegen  die  Punkte  R  und  S,  da  ilire  Ko- 
ordinaten Pi,  pj,  p^  und  (a:i  +  .T,)(j-i  +^-3),  (a:a+Xa)(;rs  +  .7:,),  (j^5+0(/,+J,) 
der  Gleicliimg  (140)  wegen  der  beiden  letzten  Identitäten  (^5)  genügen. 
Ebenso  wird  Gleichung  (140)  und  zwar  identiscb  erfüllt  für  den 
Punkt  J?o*,  sowie  für  die  Punkte 

ic/Ci'  =  —  ©i^li  +  (oj  -h  fo^)(^  +  ^s)r 
c,'C;  =  -  ü,,^  +  (o,  +  c,)(J3  +  ^i), 
Cj'Cs  =  —  Wa  Jjj  +  (oj^  -h  ß)j)(^,  +  A); 
und 

ßJiJS:/  -       Qj^i  -  (cjj  -  cöa)(vl,  -  Äs), 

(142)  ajj£j'  =       (a^A^  —  {ta^  —  ©Ji^j  —  XJ, 

Ersetzt  man  die  Ä^  mittels  (19)  durch  die  B^,  so  folgt  aus  der 
ersten  Gleichung  (142) 

oPjÄV  =  1  C3i^  +  U's  —  tjj)^)  ^1  +  oj^lWa  +  Ml  —  (aj)i{, 

+  ü]j(o3j  +  ö,  —  0Ja)5j 
oder  wegen  (25i) 

(om^E^  =  o(jr*  +  d)jS^  +  |  Wx*  +  ^"a  "  '"^a)*  —  cj^üj,  —  Wj  w^  —  öjj^lSj- 
Der  Faktor  von  B^  nimmt  leicht  die  Gestalt  an 

(oj*  +  o,*  +  o,*)  —  (ojöj  +  OgOi  4-  ö,  Wg)  —  (wjOa  -  a^^} 
oder 

(ci>*  —  2wdi)  —  (D^  —  wa-j*!  ^  w*  —  3 03  0  —  oja'Xi  =  —  rox*  —  oJ/i 

=  —  &x{x  +  X^l 
Demnach  folgt: 

(143)  ü},E;  =  (x^  +  d)S  -  x{x  -f  x,)jB,. 
Also  erhält  man: 
XXXVI.    Der  durch   die  Funlie  A,,  A^,  A^,  D^,  D,  hestmirii 

Ke^ehehniti  §1  geht  auch  durch  die  Punkte  R,  S,  R*;  C/,  C,',  Ci; 
E^'j  E^y  E^  hindurch, 

XXXVIL  Punkt  E!  ist  der  SchniUjnmkt  der  Geraden  B,S  m^ 
der  durch  A^  eu  Ä^Ä^  gesoffenen  Parallele. 

49.  Wendet  man  aof  die  beiden  letzten  Sätze  das  zweite  Über- 
tragongsprinÄip  an,  so  erhält  man: 

XXXriIl  Der  durch  die  Punkte  B^,  B^,  B^,  D„  D,  hcMimitäf 
KvgeMmin  S  geht  auch  durch  die  Punkte  X,  0,  i?„;  C',,  C\,  (y 
E^^  E^y  E^  hindurch.^) 

1)  Vgl.  E.  Jftbnke  a.  a.  0.  S.  25,  Theorem  XVm,  wo  der  Mittelptinkt  ditj«e« 
Kegelschnitts  angegeben  wird;  ea  ist  der  Punkt  Q*. 

2)  Vgl,  E.  Jahnke  a.  a.  0.  S.  24,  Theorem  XI!,  wo  als  Mittelpunkt  de« 
KegeUclinittB  gemäi"»  dem  ersten  Übertragungsprinzip  der  Punkt  Q  gefoflden  iß^ 
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XXXIX.    Punkt  Ei  ist  der  SchnüipunU  der  Geraden  Ä^O  mit  der 
ffCh  Bi  zu  B^B,  gezogenen  FaraJMe. 
Demnach  findet  man  für  E-: 


fe 


17) 


x,E,  =  x,B,  -  {x^  -  x,){B,  -  £,), 

%  \x,E,  =  x,B,  -  (x,  -  x,){B,  -  B,);  ' 

4a)  xXiEi  =  (a  +  Ö)  0  -  (ü  +  fOi)Af, 

Mit  Benutzung  von  (55)  erhält  man  aus  (144) 

P  i2x,E,  ^  z,H,  +  z,H,, 

46)  l2x,E,  =  z,H,-he,H,, 

f2x,E,^z,H,^z,H^, 
Hieraus  und  (144) 

>J-=  x^E^  +  x^E^  +  aTjEg, 
=  x^H^  +  x^H^  4-  x^H^, 
==e,B,  -hz.B,  -\-2,B,, 
=  {x-  2x,)B,  +  (^  -  '2x,)B,  +  (x  -  2x,)B^. 

•A.UB  der  letzten  Gleichung  folgt  wegen  (41) 

■  xJ  =  ^X'Q-2xT, 

IT 

Bibenso  ergiebt  sich  mit  Hilfe  des  zweiten  Übertragungsprinzips 
^^)  J'4-2r=3Ö, 

60,  Zum  SchluTs  will  ich  noch  ein  drittes  Übertragungsprinzip  an- 
''•*«ö,  mittels  dessen  aus  den  bisher  aufgestellten  Formeln  und  Theo- 
iHsa  zahlreiche  neue  hervorgehen. 

Vergleicht  man  die  Formeln  (1)  und  (119);  (2)  und  (57);  die  erste 
Wchung  (3)  und  (59),  so  erkemit  man,  dafe  die  Punkte  X  und  F, 
'§  Und  Hff  i).  und  H  in  einander  übergehen,  wenn  man  Xf  mit 
L^  x^-{-  Xf  —  X-  vertauscht,  die  Af  aber  unverändert  Efst.  Da  g^  —  g^ 
(^(j,  —  x^  und  z^-\-  Zf=^  2  a*,,  bleibt  bei  der  Vertauschung  von  x^ 
^M-  wegen  (29)  B  unverändert,  Q  verwandelt  sich  wegen  (118)  in  2X, 
'  Wegen  (25)  und  (3)  m  D^  und  Z),j,  =  J  (2>,  +  DJ  wegen  (3)  und  (50) 
0.    Bezeichnet  man  noch  mit  Wj  Z,  . . .  diejenigen  Punkte,  welcho 


i 
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aus  Wj  Zf  . . .  durch  die  Vertauschung  von  x^  mit  ^r^  hervorgehen 
kann  man  das  dritte  Übertragongsprinzip  schematisch,  wie  folgt, 
stellen: 

Drittes  Übertroffungsprinsfip. 

(A\B,\X\D,\D,,\   Q  \S\W\Z\O\Y\T\..4R\G\ 


Äi\mF\H\  0  \2X\D^\W\Z\0\Y\T\...\\R\G\ 

Xi\        d       \    S    \         W         \  Z  I  Oj  I    CD    I 


£r.  I  cj  +  d  1 4d  I  d  —  3o  1 2d  —  2(D  1 2(0^  +  o,)  1 4©  | 
Dabei  haben  die  überstrichenen  Pnnkte  die  folgenden  Werte: 
iöW=4di)i-3(a}  +  d)ö,    w=    d  — 3©, 
eZ  =  4dDi  -2(Gi  +  d)0,     e^2d  —  2ai, 
(5aj+d)Ö=    4aii2+    (o  +  d)^, 
==-x*F  +  4:(a,  +  $)0, 
(5»  -f  d)F=  (3«  -  6)R  +  2(cD  +  d)H, 

2T=3ö-  r, 

(3d  -  o)r=  3(0  +  <J)G^  -  4cDÄ 
Charlottenburg,  den  15.  Dezember  1900. 


über  die  Strahlung  der  Gase/) 

Von  E,  Pringsheim  in  Berlin. 

EiileitTlllg.  a)  Das  Kirchhoff  sehe  Gesetz.  Der  innige  Zusammen- 
ig,  welcher  zwischen  der  Emission  und  der  Absorption  der  Strahlung 
ielit,  zeigt  sich  am  deutlichsten  bei  den  Linienspektren  der  Gase. 
1  diesen  ist  zuerst  der  schöne  Versuch  der  ümkehrung  der  Spektral- 
en gelungen,  welcher  für  die  bis  dahin  rätselhafte  Erscheinung  der 
iuinhoferschen  Linien  eine  so  einfache  und  fruchtbare  Erklärung 
',  und  welcher  mit  einem  Schlage  das  Gebiet  der  Spektralanalyse 
T  die  engen  Mauern  des  Laboratoriums  hinaus  auf  die  unermefs- 
ai  Räume  der  Sternenwelt  ausdehnte. 

p)a8   Bestreben,    dieser    wichtigen    Entdeckung    eine    theoretische 

xidlage  zu  geben,  führte  Kirchhoff  zu  seinem  berühmten  Gesetze  über 

Zusammenhang  zwischen  Emission  und  Absorption  von  Licht  und 

Tme.     Dieses  Gesetz  ist  die  Grundlage   der   gesamten   theoretischen 

Üüungslehre   geworden.      Die    Strahlung   der   festen    und    flüssigen 

■per   gehorcht   dem   Kirch  hoff  sehen  Gesetze    vollkommen    —    bis 

bestimmte,  leicht  erkennbare  Ausnahmen  —  und  seine  Bedeutung 

diesem  Gebiete  ist  immer   mehr  und   mehr  hervorgetreten,  beson- 

*  in  der  jüngsten  Zeit,  seitdem  es  gelungen  ist,  die  Strahlung  des 
i^vrurzen  Körpers"  praktisch  herzustellen  und  so  der  experimentellen 
^rsuchung  der  Strahlungsgesetze  eine  feste  wissenschaftliche  Basis 
geben. 

Anders  auf  dem  eigentlichen  Heimatsgebiete  des  Kirchhoffschen 

Pf  der  Spektralanalyse  der  GaseJ     Hier  ist  die  Bedeutung  dieses 
eft  immer  mehr  abgeschwächt  worden,   und  es  hat  sich  ergeben, 

*  für  sehr  viele  Strahlungsvorgänge  die  Bedingungen  nicht  erfüllt 
J,  imter  denen  das  Kirchhoffsche  Gesetz  Gültigkeit  be^msprucht. 

Kirchhoff  hat  seinen  Satz  auf  thermodynamischem  Wege  abge- 
bt, indem  er  den  zweiten  Hauptsatz  der  mechanischen  Wärmetheorie 

1)  Dieser  Aufsatz  ist  eine  kürzere  Bearbeitung  des  Rapports:  ^Sor  r^mission 
•,  welchen  ich  fflr  den  Internationalen  Phjsiker-Kongrefs  zu  Paris  19(}0 
habe. 

Au  MAthaiutik  imdli  Phjilk.    JH.  B«Uie     L  19 
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auch  auf  den  Wärmeübergang  durch  Strahlung  anwendete.  Die  Grand 
bedingung,  welche  die  Strahlung  eines  Körpers  erfilUen  niufs,  dam- 
der  zweite  Hauptsatz  auf  sie  anwendbar  Ist,  läfst  sich  folgendermalse 
aussprechen: 

Orftmlhedinffimg.  Die  ??om  tiem  Km'pf^r  ausgcstraMtfi  Eturglf^  mn 
voHständif/  mifi  unmittelhar  der  ihm  imu'iioJfHcmhm  Wärnic  cninommf 
seiHf  und  die  Energie  der  vmi  detn  Körper  ahsorhierteti  Strahlung  muf 
sich  voHsiändig  und  unmittelbar  in  Wärme  itmsetzm. 

Eine  Strahlung  welche  diesen  Bedingungen  genügt,  wollen  wi 
mit  R.  von  Helmholtz')  als  reine  Temperaturstrahlung  bezeichnei: 
Nur  fßr  diese  gilt  der  Kirch  ho  ffsche  Satz,  durch  welchen  die  StrRfc; 
long  eines  beliebigen  Kör{ier8  K  in  eine  einfache  Beziehung  gesets 
wird  zur  Strahlung  eines  bestimmten  Kör|)ers,  des  voUhommen  schirarges 
Körpers.  Dieser  ist  ein  ideider  Körper,  dadurch  dehniert,  dafa  er  „aLZ 
Strahlen,  die  auf  ihn  fallen,  absorbiert,  also  Strahlung  weder  reflekti^ 
noch  hindurchläfst."     Das  Kirch  hoff  sehe  Gesetz  lautet: 


(1) 


£ 


1 


Hier  bedeutet  A  das  Absorptionsvermögen  des  beliebigen  Körpers  ^ 
e  das  Emissionsvermögen  des  schwarten  Köriiers  für  die  Wellenläixi 
A  und  die  Temperatur  7\  Demnach  ist  Edl  resp.  edl  die  von  j 
resp.  dem  schwarzen  Körper  für  die  Einheit  der  Oberfläche  in  der  Ze 
1  ausgesandte  Energie  derjenigen  Strahlung  von  beliebiger  RichtnD^ 
und  Polarisationsebene,  deren  Wellenlänge  zwischen  l  und  X  -{■  (f^ 
liegt;  die  Zahl  A  giebt  an^  welchen  Bruchteil  der  auf  ihn  einfaUende* 
Strahlung  dieser  Art  und  Kichtung  der  Körper  K  absorbiert.  dBS 
Kirch  ho  ff  sehe  Oeaetz  sagt  also  aus,  daß  für  aUe  Km'per  das  Ver' 
hälinis  zwischen  dem  Emissimi^vcrmögtm  und  dem  Ahsorpiionsvermogefi 
für  dieselbe  Temperatur  und  Wellenlänge  dasselbe  ist,  und  zwar  gleich 
detn  Emission svernwgen  des  schwarzen  Körpers  von  gleicher  Temperak4i 
für  dieselbe    Wellenlänge. 

b)  Tlieoretisch  mögliehe  Fälle.  Wenn  ein  Körper  die  Grun^ 
bedingung  der  reinen  Temperaturstrahlung  nicht  erfüllt,  so  hat  zw»^ 
sein  Absorptionsvermögen  A  in  jedem  Strahlungszustande  einen  gaO^ 
bestimmten,  experimentell  feststellbaren  Wert,  aber  das  Emissioiifi 
vermögen  E  braucht  keineswegs  gleich  Ae  zu  sein,  sondern  es  kao^ 
gröfser  oder  kleiner  sein   als  dieses  Produkt.     Auch  hier  ist  es  mch 


l)  R.  T.  Helmholtz:  Die  Licht-  und  Wärmestrahlung  verbrennender  G«k»* 
Gekrönte  Preiaarbeit  de»  Vereins  zur  Förderung  dea  Gewerbefleifses  in  Deatedi' 
laud.     S.  29.   Berlin.    löÖO. 
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mgljch,  dafs  für  eine  oder  die  andere  bestimmte  Temperatur  und 
Wellenlänge  E  =  Ae  wird.  Aber  dafs  diese  GleichuDg  bei  einem 
loJcheQ  Körper  für  ein  groffles  Temperaturgebiet  und  für  alle  von  ihm 
anwandten  Wellenlängen  gelten  sollte,  ist  so  unwahrscbeinlicbj  dafB 
man  praktiscli  mit  voller  Sicherheit  sagen  kann: 

„Wenn  ein  Körptr  drm  Kirchhof fschm  Gesetz  genügt,  äo  ist  acine 
[Sifühlutui  eine  reine  TemjarahirstraMung;  wenn  ein  Körper  dem  Kirchhftff- 
Gt^ds  nicht  genügt,  so  ist  seine  Strahlung  keim'  reine  Temperatur- 
\ltaUung.'^ 

Die  Frage,  ob  eine  Strahlung  reine  Temperaturstrahlung  ist  oder 
[licht,  wäre  daher  vollständig  durch  den  Versuch  zu  lösen ^  wenn  es 
die  Temperatur  des  strahlenden  Körpers,  sowie  die  Gröfsen 
fJfiind  .1  gen:m  genug  zu  messen,  um  konstatieren  zu  können^  ob  für  alle 
rin  Betracht  kummenden  Welleidüngen  die  Gleichung  ( 1 )  befriedigt  ist. 
[Aber  dieser  Messung  stehen  sehr  grofse  Schwierigkeiten  entgegen. 
[Kur  in  wenigen  Fällen,  wo  eine  sehr  starke  Abweichung  vom  Kirch- 
hoffschen  Satze  vorhanden  ist,  ist  die  experimentelle  Aufgabe  leichter^ 
und  es  giebt  Leuchtvorgänge,  bei  denen  man  nicht  nur  nachweisen 
I kann,  dafs  E  ^  Ae  ist,  sondern  sogar,  dafs  E^e  für  die  betreffende 
[Temperatur  ist. 

Die  Emission  e  des  schwarzen  Körpers  ist  lediglich  eine  Funktion 

[der  Wellenlänge  X  und   der  Temperatur  T,   ihr  Verlauf  ist  durch   die 

[Arbeiten   von   Lummer   und   Priugaheim    innerhalb    weiter  Grenzen 

fdfir  Variablen  bekannt.     Dagegen   können  die  Grofsen  vi   und  E  noch 

Iton  vielen  anderen  Variablen  abhängen.     Sie  sind  im  allgemeinen  ab- 

pSngig  Yon    dem    gesamten    physikalischen    und    chemischen   Zustande 

Infis  strahlenden  Körpers,   bei  Gasen  insbesondere  vom  Druck   und   der 

PBicbte.    Sie  können  auch  von  sehr  komplizierten  Vorgängen  abhängen, 

ibei  Gasen  besonders  häufig  von  chemischen  Umsetzungen  und  elektri- 

W'bea  Entladungen.      Aber  auch   hier  kann    der  Kirchhoffsche   Satz 

erfüllt  sein;    wenn   auch   E  und   A   noch   so   komplizierte   Funktionen 

Mieler  Variablen  sind,  kann  doch  der  Quotient  E/A  =  e  sein,  also  eine 

feine  Funktion  der  Wellenlänge  und  der  Temperatur. 

Im  allgemeinen  sind    bei    denjenigen   Vorgängen,    bei    denen    ein 
Körper  nicht    durch    blofse    Erwärmung,    sondern    durch    andere    Er- 
ffegungen^   z.   B.   chemische   oder  elektrische,   zur   Emission   veranlafst 
*ird,  drei  Fälle  möglich: 

1.  Die  Vorgänge,  welche  die  Emission  veranlassen,  dienen  nur 
^^,  die  zur  Emission  nötige  hohe  Temperatur  hervorzubringen,  die 
Bedingungen  des  Kirchhoff  sehen  Satzes  sind  erfüllt,  E  und  A  sind 
^^^  mittelbar   von  jenen   andereu  Gröfsen   abhängig,    indem   diese    die 
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Temperatur  bestimmen,  wovon  A  und  E  Funktionen  sind.  Wenn  es 
gelänge,  den  strahlenilen  Körper  durch  blofse  Wärmezufuhr  auf  die 
gleiche  Temperatur  zu  bringen,  würde  er  auch  die  gleiche  Emission 
und  Absorption  zeigen  müssen.  Früher  hat  man  wohl  ziemlidi  alige- 
mein angenommen,  dafs  die  Eraisgion  der  Gase  bei  cheraisclier  oder 
elektrischer  Erregung  auf  diese  Weise  zu  Stande  kommt. 

2,  Durch  die  chemischen  oder  elektrischen  Prozesse  wird  dt-r 
Körper  in  einen  anderen  Zustand  versetzt,  in  welchem  A  und  E 
andere  Werte  annehmen.  In  diesem  Zustande  aber  emittiert  er  durcb 
seine  Temperatur ,  wobei  diese  Temperatur  dann  auch  noch  von  den 
chemischen  oder  elektrischen  Einwirkungen  beeinfluTst  sein  kann.  E 
und  A  würden  also  Funktionen  derjenigen  Parameter  sein,  von  welchen 
der  Vorgang  der  elektrischen  Entladung  oder  der  chemischen  Um- 
setzung abhängig  ist;  aber  diese  Gröfsen  müfsten  in  E  imd  in  Ä  «^ 
identische  Faktoren  vorkomraen,  so  dafs  E/A  davon  unabhängig  und  mo 
reine  Funktion  von  A  und  T  wäre.  Durch  blofse  Erwärmung  künflt« 
in  diesem  Falle  der  strahlende  Körper  nicht  bei  der  gleichen  Tempen- 
tur  in  denselben  Zustand  versetzt  werden.  Durch  einfache  Wärme- 
zufuhr erhitzt  würde  er  zwar  auch  dem  Kirchhoffschen  Satze  geuiäl» 
strahlen,  aber  sein  Emissions-  uml  Absorptionsvermögen  würde  ein 
ganz  anderes  sein,  als  bei  der  Erregtmg  durch  jene  anderen  Vorgänge. 
Bei  Gasen  mit  geringem  Absori>tion8 vermögen  könnte  der  Fall  ein- 
treten, dafs  die  Emission  durch  blofse  Erwärmung  gar  nicht  nacbveis- 
bar  wäre.^} 

3.  Die  chemischen  oder  elektrischen  Vorgänge  geben  ganz  oder 
teilweise  die  zur  Emission  nötige  Energie  her  imd  werden  iluixh  die 
Absorption  beeinflulst.  Hier  sind  die  Bedingungen  des  Kirchhoffschen 
Gesetzes  nicht  erfüllt,  und  man  kann  aus  dem  zweiten  Haupts-aü 
der  W^iinnetheorie  überhaupt  keine  Folgenmgen  ziehen.  Hier  kann 
Ey-Ae  sein,  wie  es  z.  B.  bei  den  ttuoreszierenden  Substanzen  der 
Fall  ist,  welche  Kirchhoff  deshalb  bei  der  Herleitung  seines  Sataes 
ausgeschlossen  hat.  Aber  es  könnte  auch  E  <i  Ae  sein,  und  es  '^ü^ 
ohne  Widerspruch  mit  thermodynamischen  Sätzen  möglich,  dafs  «(dche 
Körper  bei  hohen  Temperaturen  ein  starkes  Ab8ur))tionsvermög«u  ^^ 
besitzen,  ohne  überhaupt  Strahlen  der  betreffenden  Wellenlänge  «" 
emittieren. 

I.  Die  verschiedenen  Spektra.  Die  Emission  der  Gase  beschränkt 
sich,  ebenso  wie  die  der  festen  und  flüssigen  Körper,  nicht  auf  die 
sichtbaren  Strahlen,   sondern  sie  erstreckt  sich  auch   auf  das  ultrarote 


1)  Vgl.  Drude:  Lehrbuch  der  Optik.     S.  486.    Leipzig.    1900. 
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ultraviolette  Gebiet     Während  das  letztere   infolge  der  bequemen 
iwendbarkeit  der  photographischen  Methoden  ziemlich   genau  unter- 
iht  ist,    besitzen  wir  nur  wenige   Arbeiten*),    welche   sich  mit   den 
iten   Gasspektren  beschäftigen.     Da  die  für   unsere  Frage  wich- 
üntersuchungen   sich  mit  wenigen   Ausnahmen  auf   das    siebt- 
We  Spektrum  beziehen,  so  werden  wir  uns  im  folgenden  gröfstenteila 
mit  dem  von  Gasen  ausgesandten  Licht  zu  beschäftigen  haben. 

Wir   unterscheiden    drei    Arten    von    Gasspektren:    Icottänuierliche, 

N  Banden-  und  Linienspekfm. 
I  Einige  Gase  und  Dämpfe  geben  beim  Erhitzen  und  beim  Ver- 
[►reiinen  kontinuierliche  Spektra,  bei  anderen  Gasen  verbreitern  sieh  die 
unieT  Einwirkung  elektrischer  Entladungen  emittierten  Spektralliuien 
mit  zunehmendem  Druck  so  stark,  dafs  sie  bei  sehr  hohen  Drucken 
den  Eindruck  kontinuierlicher  Spektra  machen.  Endlich  ist  fast  in 
allen  Fallen,  in  denen  Gase  intensive  Banden-  oder  Liuienspektra  liefern, 
der  Zwischenraum  zwischen  den  einzelnen  hellen  Linien  und  Banden 
tticht  voUkommen  dunkel,  sondern  diese  scheinen  einem  schwach  kon- 
^uierlich  leuchtenden  Grunde  aufgelegt  zu  sein.  Woher  diese  kon- 
tinuierlichen Spektra  stammen,  ist  sehr  zweifelhaft;  ihre  Natur  ist  noch 
•O  wenig  aufgeklärt,  dafs  ein  begründetes  Urteil  über  die  Art  ilirer 
Entstehung  wohl  kaum  abgegeben  werden  kann.  Eine  sjatematische 
Üateisuchung  der  kontinuierlichen  Gasspektra  thäte  Not. 

Obwohl    die    Banden-    und    Linienapektra    in     ihren    Grenzfällen 
'"Änchmal  schwer  von  einander  zu  unterscheiden  sind,  und  obwohl  es 
w»t«r  Umständen    möglich   ist,    beide   Arten    von    Spektren   stetig   in 
eiaander  überzuführen,  so  mufs  man  doch  annehmen,  dafs  es  sieh  dabei 
licht  um  blofs  quantitative,   sondern  um  qualitative  Unterschiede  han- 
1    Das  wird  besonders  dadurch   sehr  wahrscheinlich  gemacht,  dafs 
le  Behr  bemerkenswerten  Gesetzmäfsigkeiten,  welche  sich  für  die  Ver- 
der   Linien    in   den    Spektren    der   Elemente    haben   aufstellen 
eine  ganz  andere  Form  für  Linienspektra  zeigen  als  für  Banden- 
•pektra.*) 


l)Abnej:    Phil.   Mag.  (5)    7,  316,   1879;    Proc.   Roy.   Soc.   82,  448,    1881; 
B  Bocquerel:    C.   R.  97,    71,    1883;    Ann.    de  Chim.  30,  45,    1883;    C.  R.    »9, 
1884;  B.  W.  Suow:  Wied.  Ann.  47,  208,  1892. 

2)  Vgl  Miticherlicb:   Pogg.  Ann.  121,  459,  1863;  Lecoq  de  Boisbau- 
'^'»ß:  C.  R.  «9,  44ß,  606  u.   667,   löß'J;   Balmer:    Wied.  Ann.   26,   80,    1*^86; 
^eiUndrea:  C.   R.  108,  376,  1886;    104,  372,   1887;  Ann.   de  Chim.  (6)  15,  6, 
I  l^^^i  Rydberg:  Zßchrf.  f.  Phys.  Cliem.  ä,  227,  1800;  Kongl.    Svenska  Vetenak- 
HandL  23,  1891;  Kayeer  und  Runge:  Abhdl.  d.  Berl.  Akad.   d.  Ww«^^ 
8W,  1892. 
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Linienapektra    kommen    nur    bei    Elementen    vor»    Bandenspekt^^ 
sowohl  bei  diesen  als  bei  chemischen  Verbindungen.     Man    hat   vi^], 
fach   angenommen,    dafa   bei   Elementen,    welche    sowohl    Banden-   ^v^j 
Linienspektra    geben,    die    Bandenspektra    bei    niedi'igertir    Tempera'tmf 
auftreten,  die  Linienspektra  bei  bedeutend  höherer.     Dies   wird   dcurri 
einen  schönen  Versuch  von  Monkhöven^)   widerlegt,  welcher  m   der 
Kapillare    eines  GeirsI ersehen  Rohres   das   Banden-    und    das  Linien- 
Spektrum  des  Stickstoffs  gleichzeitig  hervorrief,  indem  er  mit  Hilfe  von 
vier  Elektroden  zwei  Ströme  gleichzeitig  durch  das  Gas  schickte,  eiaen 
gewöhnlichen  Induktiousstrom   imd  einen    zweiten    mit    eingeschalteter 
Leydner  Flasche.     Monkhöven  sieht   als   Ursache   des    verschiedenen. 
Leuchtens  die  verschiedene  Art  der  elektrischen  Erregung  an. 

Von   vielen  Beobachtern   wird    iler  Unterschied    zwischen  Liüieo^- 
und    Bandenspektren    darauf    zurückgeführt,     dafs    die    letzteren   vr>^«^ 
zusammengesetzten    Molekülen,    die    ersteren    von    Atomen    herrühre «3- 
Diese  Ansicht  scheint  durch  den  von  Eder  und  Valenta')  erbracht^^** 
Nachweis    unhaltbar    geworden    zu   sein,    dafs   das    einatomige  Quec^i' 
silbergas    ebenfalls  ein  Bandenspektrum   besitzt.      Jedoch   ist  es   wo^Ä^J 
nicht  ganz  ausgeschlossen,  dafs  das  nur  an  frisch  destilliertem  Hg  b»  ^^ 
obachtete  Bandenspektnira  von  komplizierteren  Molekülen  herrührt 

II.  Die  verschiedenen  Arten  der  Erregung.    Jetzt  wollen  wir  die 
verschiedenen  Methoden,   durch  welche   wir  Gase   zur  Emission  ver^kJi- 
lassen  können,  im  einzelnen  untersuchen,  die  Beziehung  der  Strahlmn^ 
zum   Kirch  hoff  sehen   Gesetze  prüfen   und    uns    ein   Urteil    zu    bili3.eii 
suchen,  welcher  von  den  als  theoretisch  möglich  erkaimten  FüUen  dier 
Emission  vorliegt. 

a)   Fluorcsscfiz   der    Gase.     Dafs    Gase    infolge    von   Bestrahloiig 
fluoreszieren  können,  hat  LommeP)  zuerst  für  Joddampf  nachgewie«eiL 
Sehr  bemerkenswert  ist  die  von  Wiedemann  und  Schmidt*)  gemachte 
Beobachtung,  dafs  die  für  das  iV'fl-Spektrum  in  Emission  und  Absorp* 
tion  so  charakteristische  D-Lime  auch  bei  der  Fluoreszenz  des  No  auf- 
tritt.   Auch  die  Banden  des  Fluoreszenzlichtes  scheinen  für  Na  und  Ä 
nahe    mit    den    Absorptionsbanden    zusammenzufallen,    wie    sie   ton 
Eoscoe    und    Schuster-^)    in  heifsem    Na-   und   /f- Dampf  beobachtet 
worden  sind. 


^ 


1)  J.  van  MonkhOven:  C.  R.  ftB,  520,  1882. 

2)  Eder  ii.  Valenta:  Wied.  Ann.  65,  479,  1895. 

3)  E.  Lommel:  Wied.  Ann.  19,  356,  1888. 

4)  K.  Wiedemann  u.   G.  C.   Schmidt:    Wied.    Ann.    56,    18,   1^96;  *M 
447,  1896. 

6)  RoBcoe  u,  Schuster:  Proc,  R^dj,  Soc.  22,  362,  1874. 
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In  allen  diesen  Fällen  fluoreszierender  Gase  ist  es,  wie  bei  der 
uoreazenz  überhaupt,  unzweifelhaft,  dafa  die  Bedingungen  der  öültig- 

Ldes  Kirch  hoff  sehen  Satzes  nicht  erfüllt  aind.  Denn  die  Fluo- 
tizerscheinungen  treten  bei  Temperaturen  auf^  bei  denen  der 
ihwftize  Körper  überhaupt  noch  keine  sichtbaren  Strahlen  aussendet, 
Ir  welche  also  e  praktisch  gleich  Null  gesetzt  werden  kann.  Hier  ist 
lao  die  emittierte  Energie  sicher  nicht  der  Wärme,  sondern  einer 
Qderen  Energieform  entnommen.  Die  erregende  Energie  wird  in 
'onn  Ton  Strahlung  zugeführt;  aber  die  absorbierte  Strahlung  setzt 
ich  wahrscheinlich  nicht  direkt  in  emittierte  Strahlung  um,  sondern 
ie  ruft  zunächst  eine  innere  Veründerimg  der  fluoreszierenden  Substanz 
error,  welche  vielleicht  als  chemische  Veränderung  autgefafst  werden 
Mm  und   ihrerseits  die  zur  Ausstrahlung  des  Fluoreszenzlichts  nötige 

rjgie  hergiebi 
h)  Elektrische  Erregmig.  Die  am  allgemeinsten  anwendbare  Methode, 
e  Emission  der  Grase  hervorzurufen,  besteht  in  der  Anwendung  elek- 
ischer  Entladungen.  Hier  sind  drei  verschiedene  Arten  der  Erregung 
unterscheiden:  L  durch  Entladungen  in  verdünnten  Gasen,  2.  durch 
inken  zwischen  Metallelektroden  oder  Salzlösungen,  3.  durch  den 
ftktrischen  Lichtbogen. 

1.  Verdünnte  Gase.  Stark  verdünnte  Gase  werden  im  Inneren  von 
Usröhren  zur  Emission  von  Strahlen  gebracht,  indem  man  sie  zu 
Ägem  elektrischer  Entladungen  macht.  Zu  diesem  Zwecke  werden 
Ätweder  MetalJelektroden  tn  die  Röhren  eingeschmolzen^  welche  den 
5troin  zuführen,  oder  man  benutzt  als  Elektroden  auf  der  Aufsen- 
*ite  der  Rohren  angebrachte  metallische  Umhüllungen.  Als  Strom- 
IwUen  können  dienen  die  Influenzmaschine,  das  Induktorium,  eventuell 
?Mt  eingeschalteten  Leydner  Flaschen,  Hochspannungsbatterien,  Hertz - 
P«  Wellen  oder  Teslaströme.  Die  erzeugten  Spektra  sind  für  ein 
•^d  dasselbe  Element  oft  sehr  verschieden  und  hängen  von  der  Art 
■^  Starke  der  Erregung  ab.  Im  allgemeinen  läfst  sich  sagen,  daÜB 
^  schwächerer  Erregung  die  Bandenspektra,  bei  stärkerer  die  Linien- 
•P^ktra  entstehen-  Bei  der  vielfach  benutzten  Form  der  Geifslerschen 
'»Öhre,  bei  welcher  zwei  weitere,  die  Elektroden  tragende  Rohre  durch 
^'^  kapillares  Zwischenstück  verbunden  sind,  kann  man  häufig  in  den 
eiteren  Teilen  das  Bandenspektrum,  im  kapillaren  Rohr  das  Linien 
P^ktrum  beobachten. 

Dafa  das  so  erzeugte  Bandenspektmm  nicht  einer  reinen  Temperatur- 
*ahlQng  entspricht,  sondern  von  der  durch  das  Gas  hindurchgehenden 
gttriachen  Entladung  direkt  hervorgebracht  wird,  hat  E.  WiedemannM 

1)  E.  Wiedemann:  Wied.  Axm.  6,  298.    1879. 
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nachgewiesen.  Durch  kalorimetrische  Messungen  der  im  Geifslerschen 
Rohr  erzeugten  Wärmemenge  konnte  er  die  Temperatur  beBtimmen, 
welche  das  Gas  iu  den  einzelneu  Teilen  des  Rohrs  haben  würde,  wenn 
die  der  produzierten  Wärme  entsprechende  Energie  auch  in  dem  Gaae 
in  Form  von  Wärme  enthalten  wäre.  Dabei  fand  er,  dafs  in  dem 
30  mm  weiten  Teile  des  von  ihm  untersuchten  Rohres  das  Gas  schon 
bei  einer  Temperatur  von  weniger  als  KX)^  C.  leuchtete.  Dieses  Re- 
sultat ist  auf  andere  Weise  von  Hasselbe rg^)  imd  von  Warburg*) 
bestätigt  worden.  Für  den  kapillaren  Teil  des  Rohres  berechnete 
W^iederaaun  aufserordentlich  hohe  Temperaturen  bis  zu  870<X)0  Diese 
hohen  Zahlen  entsprechen  aber  wohl  kaum  der  wirklichen  Temperatur 
des  Gases,  sondern  es  ist  wahrscheinlich,  dai's  die  bei  der  kalorimetri- 
schen Messung  als  Warme  zu  Tage  b-etende  Energie  in  dem  Gase 
grofsen  Teils  nicht  als  Wärme,  sondern  in  Form  von  elektrisch 
Energie  vorhanden  isi 

Dafür  sprechen   auch  Versuche  von   Michelson.*)     Dieser  imte- 
suchte  mit  Hülfe   hoher  Interferenzen   die  Breite  der  WasserstjflTlinie 
welche  von  der  Kapillare  eines  Geifslerschen  Rohrs  ausgesendet  wurdö^ 
Wenn   das    Rohr   von   auTsen   auf  300"   erhitzt   wurde,    so   wurde 
Interferenzerscheinung    wesentlich     undeutlicher;     es     war    somit    ein, 
erhebliche  Verbreiterung   der   Linien   eingetreten.     Diese  Verbreiterung 
der  Linien  mit  steigender  Temperatur  erklärt  sich  vollständig  aas  dem 
Doppl ersehen  Prinzip,  wenn  die  Steigerung  der  Molekulargeschwmdi^- 
keit  durch  die  Temperaturerhöhung  beträchtlich  ist.     Dies  ist  der  Fall, 
wenn    die   Temperatur    des    strahlenden   Gases    bei    ungeheiztem   Rohr 
etwa  50°,  bei  geheiztem  300°  beträgt,  denn  hier  ist  das  Verhältnis  der 
Molekulargeschwindigkeiten    0,75.     Wären   die  entsprechenden   Tempe- 
raturen  dagegen   etwa   7000**  und   7  300**,  so  wäre  das  Verhältnis  der 
Geschwindigkeiten  0,98   und  ein  merkbarer  EinfluTs  auf  die  Breite  dC 
Linien    wäre    ausgeschlossen.      Wir    müssen    daher    schliefsen,   dafs  U» 
Geifslerschen  Röhren   nicht  nur  Banden-  sondern  auch  Linienspektf* 
bei  Temperaturen  auftreten   können,   welche  unterhalb  der  ölühtemp^" 
ratur  liegen,  und  dafs  ihr  LkM  daJier  nklU  durch  reine  Temperatuy" 
Strahlung^  sondern  durch  die  elektrischen  Entladungen  selbst  hervorgebracht 
wird. 

Für  die  Baudenspektra  der  Geifslerschen  Röhre  hat  auch  HittorC*) 
die  Ansicht  ausgesprochen,   dafs   sie  nicht  durch  die  hohe  Temperat**' 

1)  B,  Haaselberg:  Ml^hi,  de  TAcftd.  imp.  d.  St.  Pötersbonrg  27.    1879. 

2)  E.  Warburg:  Wied.  Ann.  64,  26&.    1896. 

3)  A.  A.  MicheUon:  Aßtrophya.  Joum.  2,  261,  1896. 

4)  W.  Hittorf:  Wied.  Ann,  7,  553,  1879;  19,  73,  1883. 
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Wingt,  sondern  als  eine  von  der  elektrischen  Entladung  herrülirende 

«Phosphoreszenz^-Erseheinimg  zu  betrachten  sind.     Er  zeigte,  dals  das 

*ja8  die   Pahigkeit  verliert,  unter  Einwirkung  des  elektrischen  Stromes 

ivi  „phosphoreszieren",    wenn    es  auf  sehr   hohe  Temperaturen   erhitzt 

wird.    Zu  dem  gleichen  Resultate  gelangte  neuerdings  J.  Stark.') 

Mannigfache  Versuche*)    hahen    gezeigt,   dafs  die  Spefetralerschei- 

ßungen  für  das  gleiche  verdünnte  Gas  ganz  verschiedene  sind,  je  nach 

der  Art   and    Stärke   der   elektrischen    Erregmig   (kontinuierliche   oder 

osciUatorische  Entladung,  Hertzsche  Wellen  verschiedener  Stärke  und 

«Schwingungszahl,  Teslaschwingimgen  verschiedener  Periode),    Auch  hier 

erscheint   es    ganz    ausgeschlossen,    dafs    sich    alle    diese    verschiedenen 

•Erscheinungen    als    Funktion     einer    einzigen    Variable,    nämlich    der 

Temperatur,  darstellen  lassen. 

Aufser  den  elektrischen  Kräften  können  in  Geifsl ersehen  Rohren 
Äuch  noch  chemische  Umsetzimgen  bei  der  Emission  mitwirken-  Solche 
<^Hexuischen  Zersetzungen  nehmen  Schuster*)  und  Warburg^),  letzterer 
*«lb8t  in  ehemisch  reinen  einatomigen  Gasen  an. 

2.  Futikenenttaduwj.     Schlägt  ein  elektrischer  Funke  In  einem  Gas 
^f>a     gewöhnlichem    Druck    zwischen    Metallelektroden    über,    so    wird 
laicht  blofs  das  zwischen  den  Elektroden  befindliche  Gas  zum  Leuchten 
B^bracht.   sondern   es   werden   auch   von   den   Elektroden  Teilchen   los- 
R^Hssen,    welche    charakteristische    Spektra    geben.      Dabei    treten    im 
Wesentlichen    die    Liuienspektra    der   Metalle   auf,    gleichgültig   ob   die 
Elektroden  aus  Metall  bestehen  oder  aus  Metall  Verbindungen  in  Lösung, 
Hier  ist  der  Vorgang  ein   ziemlich   komplizierter,  und   es  liegen  keine 
^^«'xiellen  Versuche  vor,  aus  denen  sichere  Schlüsse  auf  die  Natur  der 
Eniission  zu  ziehen  wären.    Was  die  nicht  den  Elektroden  entnommenen 
'züchtenden  (nise  betrifft,  so  kann  man  wohl  mit  Sicherheit  annehmen, 
**rs  der  Vorgang  des  Leuchtens  bei  ihnen  der  gleiche  ist,  wie  in  den 
"«ifslerschen  Ilöhren.    Denn  hier  wie  dort  sind  sie  Träger  der  Elek- 
Hritat,   welche   sich   dtircb    den   Raum   zwischen   den  Elektroden   aus- 
breitet. 

Die  von  den  Elektroden  losgerissenen  Teilchen  befinden  sich,  so 
^ge  sie  leuchten,  jedenfaUs  auch  im  Gasznstande,  da  sie  LLnienspektra 


1)  J.  Stark:  Ann.  der  Physik  1,  442,  IflOO. 

2(  J.  Trowbridge  u.  Th.  W.  Richards:  Phil.  Mag.  (5)  48,  77.  136  u,  34», 
^^*',  H.  Ebert  u.  E.  Wiedemann:  Wied.  Ann.  iS,  550,  1893;  49,  1  u.  32,  1898? 
W>.  l  a.  «21,  1893;  E.  Wiedemann  xt,  G.  C.  Schmidt:  Sitagsbr.  phya.  med.  Soc. 
Ehingen  1896.  125;  Beibl.  20,  693,  1896;  H.  Ebert:  Wied.  Ann    58,  144,  1894. 

S)  Ä.  SchuBter:  Proc.  Roy.  Soc.  87,  321f,  1884. 

4)  E.  Warbnrg:  Wied.  Aiin.  31,  64ö,  1887;  40,  1,  1690. 
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zeigen.  Bei  Metallelektroden  handelt  es  sich  also  um  Teilchen,  weld 
von  den  Elektroden  losgerissen  und  dabei  entweder  von  der  elektrische 
Erregung  direkt  oder  durch  die  von  ihr  hervorgebrachte  grofse  Temperatu 
erhöhung  verdampft  werden.  Bestehen  die  Elektroden  aus  Lösunge: 
BO  müssen  diese  entweder  direkt  durch  die  Entladung  oder  indire] 
durch  die  Temperaturerhöhung  dissoziiert  werden.  Man  könnte  du 
annehmen,  dafs  diese  metallischen  Gase  beim  Losreifsen  von  der  Elel 
trode  so  heifs  werden,  dafs  sie  in  Folge  ihrer  Temperatur  leuchte; 
Aber  wenn  sie  sich  einmal  in  gasförmigem  Zustande  in  dem  Raun; 
zwischen  deu  Elektroden  büjßjiden,  so  ist  kein  Grund  einzusehen,  wanu 
sie  sich  anders  verhalten  sollten  als  die  anderen  dort  befindlichen  Qz» 
Denn  das  Losreifsen  der  Elektrodenteilchen  scheint  nicht  der  primär 
sondern  ein  sekundärer  Vorgang  des  Elektrizitätsüherganges  zu  sei] 
Wenigstens  kennen  wir  Funkenentladungen,  bei  denen  das  Spektmi 
der  Elektroden  nicht  auftritt»  dagegen  keine,  bei  welchem  blofs  (k 
SpeJchttm  der  ElelirodeUj  nicht  auch  das  der  zwischen  ihnen  befiu, 
liehen  Gase  zu  beobachten  wäre.  Wenn  das  Losreifsen  der  Teilck^i 
von  der  Elektrode  der  primäre  Vorgang  der  Entladung  wäre,  so  müTe 
man  annehmen,  dafs  diese  bei  unveränderten  Elektroden  stets  bei  a 
nähernd  der  gleichen  Spannung  eintreten  müfste.  In  Wirklichkeit  a\> 
hängt  das  Entladungspoteutial  sehr  wesentlich  von  der  Natur  und  di 
Dichte  des  zwischen  den  Elektroden  befindlichen  Gases  ab,  so  dafs  1k 
nahezu  vollkommenem  Vakuum  die  Funkenentladung  nur  bei  übersa 
hohen  Spannungen  und  auch  dann  nur  unter  Anwendung  besondere] 
Vorkehrungen  einzuleiten  ist. 

Bei  den  schwächeren  Formen  der  Entladung,  der  sogenanitei 
Glimm-  und  Büschelentladung  dürfte  der  Vorgang  ein  ganz  analogCJ 
sein,  wie  bei  der  Punkenentladung. 

Aufser  der  elektrischen  Erregung  sind  bei  der  Funkenentladmit 
auch  noch  mechanische  und  chemische  Wirkungen  möglich,  welch' 
den  Emissionsvorgang  beeintlussen  können.  Angström  und  Thalen* 
sprechen  sich  hierüber  folgendermafsen  aus: 

„Die  disruptive  Entladung,  welche  stets  dann  stattfindet,  wenn  di 
elektrische  Spaimung  von  hinreichender  Gröfse  ist,  zerstäubt  den  Korp* 
im  Allgemeinen  in  seine  kleinsten  Partikelchen,  sowie  sie  ihn  auo 
chemisch  zersetzt,  wenn  er  eine  Verbindung  ist.  Die  Erscheinung  ä4 
Glühens,  welche  beide  Vorgänge  begleitet,  darf  nicht  als  eine  Fol(g 
der  Temperaturerhöhung   betrachtet  werden-    man  kann  im   Gegenfc« 


1)  A.  J,  Ängström  und  T.  R.  ThaUii:  Acta  Soc.  UpBol.  (3)  9;  BdbL 
39,  1877. 
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«agen,  dafs  die  hohe  Temperatur  selbst  von  dem  Einflasse  der  chemi- 
schen oder  mechanischen  Kraft,  welche  den  Körper  zerteilt,  herrührt.. 
AoTser  der  unmittelbar  von  der  disruptiven  Entladung  hervorgebrachten 
iSerlegung  können  auch  noch  sekundäre  chemische  Wirkimgen  ein- 
treten.« 

3.  Lichthoffcn.  Der  elektrische  Lichtbogen  unterscheidet  sich  von 
der  Fimkenentiatlunf^  nur  dadurch,  dafa  bei  ihm  die  Zufuhr  von  Elek- 
trizität zu  den  Elektroden  sehr  viel  reichlicher  stattfindet.  Daher 
werden  die  zwischen  den  Elektroden  befindlichen  Gase  sehr  heifs  imd 
in  Folge  der  hohen  Temperatur  —  wahrscheinlich  auch  in  Folge  von 
V  eränderungen,  die  sie  durch  den  Stromdurchgang  erfahren  —  besser 
leitend,  und  die  Entladung  nimmt  eine  stetige  Form  an.  Hier  tritt 
»ufser  der  primär  vorhandenen  elektrischen  Energie  sekundär  nicht 
Wofs  Wärme  auf,  sondern  es  spielen  sich  auch  sehr  lebhafte  chemische 
Prozesse  ab,  welche  ebenfalls  von  grolser  Bedeutung  für  die  aucjtesandte 
Strahlung  sind.  Nor  durch  solche  chemischen  Prozesse  scheint  die 
Thatsache  erklärlich,  dals  die  8pektrallinien  mancher  Metalle  im  Licht- 
hogen  nur  dann  auftreten,  wenn  man  Spuren  anderer  Metalle  zusetzt.^) 
Dafs  bei  so  komplizierten  Vorgängen  mit  so  verschiedenartigen 
Energie  um  Setzungen  die  Strahlung  lediglich  direkt  durch  die  Wärme 
^JT^eugt,  werden  sollte,  ist  an  sich  sehr  unwahrscheinlich.  Jedenfalls 
«md  die  im  Lichtbogen  leuchtenden  Gase  zum  grofsen  Teil  als  Träger 
^^t  elektrischen  Entladung  zu  betrachten  und  werden  ebenso  wie  in 
^^ifslerschen  Röhren  durch  die  Entladung  selbst  zum  Leuchten  ge- 
•^racht.  Daneben  mögen  noch  Emissionen  auf  Kosten  von  chemischer 
^ergie  vorhanden  sein.  Auf  keinen  Fall  aber  kann  man  behaupten, 
^*fB  die  im  elektrischen  Lichtbogen  leuchtenden  Gase  die  Grund - 
■^^dingung  dfs  Kirch  hoffscheu  Satzes  erfüllen. 

r)  Flammen  und  erhiizU  Gasf.     Schon  Melloni')  hat  die  Ansicht 
"•■•gesprochen ,   dafs  das   blaue  Licht,    welches   die  Flammen   im  allge- 
meinen aussenden,  nicht  ein  Glühen  im  eigentlichen  Sinne  ist,  also  nicht 
'^'itnittelbar    und    lediglich    aus   reiner  Temperaturerhöhung  entspringt, 
•andern   dafs   es   eine  Folge   des   chemischen  Vorganges   ist.     Zu    der- 
^Iben    Anschauung    gelangte    Hittorf*)    bei    seinen    oben    erwähnten 
»  ereachen  über  die  Elektrizitätsleitung  der  Gase.    Nachdem  er  gefunden 
•^ä^tte,  dafs  die  beobachteten  Gase  (X^   //,  ('O)  bis  zur  Temperatur  der 
*^»iditmi8chmelze  keine  Lichtentwicklung  geben,  wenn   sie  blofs  erhitzt 


V 


1)  Liveing  u.  De  war:  Proc.  Roy.  Soc.  «0,  97,  1880;  38,  428,  1882. 

2)  Melloni:  Pogg.  Ann.  76,  62,  1848. 

«J  Hittorf:  Wied.  Ann,  7,  663.  1879;  1»,  73,  1883. 
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and  nicht  gleichzeitig  in  der  Verbrennung  begriffen  sind,  zeigte  Hit 
torf  auch,  dais  das  Licht  unserer  gewöhnlichen  Flammen,  welche  keine 
festen  Teilchen  enthalten,  nicht  durch  die  Temperatur,  sondern  durch 
die    chemischen    Prozesse    bedingt    iet.      Dieselben    Gase    senden    keine 
Spur   von  Licht   aus,   wenn   sie   sich    in   einem   von   der  Flamme  um-   , 
spülten  dünnen  Platincylinder  oder  in  einer   durch  Kohlenleuer  weila- 
glühend  gemachten  Röhre  befinden.    Dal's  Luft  bei  hohen  Temperaturen, 
bei   denen  die   festen  Körper  schon  hell  glühen,  kein  Licht  aussendet, 
hatte  schon  Wedgwood^)  gezeigt.    Von  der  William  Siemensschen 
Sonnentheorie  ausgehend,  ist  Werner  Siemens -)  zu  ähnlichen  Versuchen 
geführt  worden  wie  Hit  torf.    In  einem  zur  Hartglasfabrikation  dienenden 
grofsen    Regenerati vofen   wurden   heifse,    nicht  im  Verbrennungsprozef^ 
begriffene  Gase  bei  der  Stahlschm eiste mperatur  —  zwischen  1  500  un«^ 
2O0O*C.    —    beobachtet,    und    es   konnte    keine    Lichtemission   wah^-si 
genommen  werden,  obgleich  die  heifse  Gasschicht  eine  Tiefe  von  1,5  k^ 
besafs.    Das  Gas  bestand  aus  einem  Gemisch  0,  Nf  CO^  und  ^jO-Danj^i^ 

Durch  diese  Versuche  ist  bewiesen,  dafs  das  blaue  Licht,  welcli^e« 
die  „nichtleuchtende"  Leuchtgasflamme  aussendet,   nicht  von  der  Tem- 
peratur  der   verbrennenden  Gase   oder  der  Verbrennungsprodukte  h.er- 
rührt,  sondern   nur  während  der  chemischen  Umsetzung  auftritt.     Dm 
geht   auch    aus  dem   Spektrum   dieser  Flammen   hervor.     Swan')   hat 
nachgewiesen,  dafs  alle  Kohlenwasserstofl'flaramen  im  wesentlichen  du 
gleiche  Spektrum  zeigen,  welches  nach  den  Untersuchungen  von  Ätt- 
field*)  und   vieler  anderer^)   wohl  mit  Sicherheit  dem  Kohlenstoff  zu- 
zuBchreihen    ist.     Der   freie  Kohlenstoff  aber  kann  nur  als  Zwischen- 
produkt der  chemischen  Umsetzung  entstehen,  und  sein  Spektrum  kann 
daher  bei  der  blofsen  Erwärmung  der  Gase  ohne  chemische  Umsetzmig 
nicht  auftreten.  J 

Dafs  der  chemische  Vorgang  in  Flammen  allein,  ohne  Rücksicli**! 
auf  die  Temperatur,  imstande  ist  Lichteraission  hervorzubringen,  hab^^ 
ich  an  einer  T/iS'j-Flamme  zeigen  können.*)  Durch  Verbrennen  ein«-^ 
geeigneten  Mischung  von  Luft  und  CS'j-Dampf  kann  man  eine  Flammi^ 
herstellen,  welche  an  ihrer  heifsesten  Stelle,  mit  einer  feinen  Thenno-^ 
nadel  gemessen,  eine  Temperatur  von  weniger  als  150*'  C.  zeigt  xniC^ 
dabei  ein  schwaches  bläuliches  Licht  aussendet.     Dieses  Licht  lälst  sicb^ 


1)  Ph.  Wedgwood:  Phil.  Trans.  London  p.  270,  1792. 

8)  W.  Siemens:  Wied.  Ann,  18,  all,  1883. 

a)  Swan:  Trans.  Roj.  Snc.  Edinburgh.  21,411,  1857. 

4)  Attfield:  Phil.  Trans.  London  152,  221,  1862. 

6)  Vgl  Kay  Her:  Lehrbuch  der  Spektralanalyse  S.  244  ff.,  Berlin  18^3 

6)  E.  Pringßheim:  Wied.  Ann.  46,  437  ff.,  1892. 
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gut  pLoiographiereii,  es  zeigt  ein  kontinuierliches  Spektrum,  dessen 
Intensität  im  Blau  und  Violett  sehr  viel  j;p"öf8er  ist^  als  im  Rot  und 
Gelb. 

W.  Siemens  hat  seine  Untersuchungen  auch  auf  die  ultrarote 
Emission  erhitzter  Gase  ausgedehnt.  Der  über  dem  kurzen  Gascylinder 
einer  gewöhnlichen  Gaslampe  aufsteigende  Strom  heüser  Verbrennunga- 
guegab  eine  so  lebhafte  Wirkung  auf  eine  Thermosäule,  dafs  Siemens 
die  Wärmestralilung  erhitzter  Gase  für  ei'wiesen  ansah.  Diese  war 
allerdings  schon  früher  in  einwandsfreierer  Weise  nachgewiesen  worden. 
Durch  die  Versuche  von  Magnus  und  Tyndall  ist  festgestellt  worden, 
dtfe  eine  Anzahl  Gase,  darunter  CO,,  ein  beträchtliches  Absorptions- 
vermögen für  dunkle  Warmestrahlen  besitzen.  Der  lange  Streit 
zwischen  Tyndall  und  Magnus  über  die  Absorption  des  Wasser- 
«hunpfes  ist  durch  die  Versuche  von  Garibaldi^),  Hoorweg*),  Haga') 
and  Röntgen*)  zu  Gunsten  der  von  Tyndall  verfochtenen  Ansicht 
entechieden  worden,  dafs  auch  fler  Wasserdampf  ultrarote  Strahlen 
•bsorbiert.  Tyndall  hat  femer  für  eine  Reihe  von  Dämpfen  nach- 
giffwiesen,  dafs  sie  im  erhitzten  Zustande  Wärmestmhlen  aussenden,  und 
d»(a  dabei  die  Emission  der  Absorption  quantitativ  entspricht.  Somit 
*w  bewiesen,  dafs  es  Gase  giebt,  welche  durch  hlofse  Temperatur- 
prhohang  ultrarote  Strahlen  aussenden,  und  dals  diese  Gase  eine  der 
Kmission  quantitativ  entsprechende  Absorption  besitzen. 

Für  die   von  den   nichtleuchteiiden  Kohlen  Wasserstoff  flammen  aus- 
gehende ultrarote  Strahlung   hat  Tyndall   die  Ansicht   ausgesprochen 
"^d  durch  Versuche  gestützt,  dafs  sie  wesentlich  von  dem  Wasserdarapf 
y^d  der   CO^   herrührt,    welche    in   diesen    Flammen   gebildet   werden. 
**heiiso  schrieb  er  die  dunkle  Strahlung  der  Ä-Flamine  dem  darin  ent- 
■^'benden  i/jO-Dampf  zu.     Diese  Ansicht  wurde  durch  die  Versuche 
^n  Julius^)    bestätigt.     Er  fand   durch   spektralbolometrische  Unter- 
suchung  der  Emission    verschiedener  Flammen,  daJs   die  ausgestrahlte 
'^arnie  wesentlich   von  den  Verbrenn ungsprodukten  herrührt,  und  dafs 
^^^  gasförmige  Verbrennungsprodukt  sich  durch  ein  charakteristisches 
***Xiinum    im    Emissionsspektrum    kenntlich    macht.      So    zeigen    alle 
^'^hJenwaaserstoff flammen  die  dem  H^  0-Dampf  und  der  C*  Og  zugehörigen 


1)  Garibaldi:  Nuovo  Cimento.  (2),  8,  231,  1870. 
J)  Hoorweg:  Pogg.  Aiiti.  165,  885,  1875 
I)  Uaga:  Pogg.  Ann.  160,  31,  1877. 
4)  Röntgen:  Wted.  Ann    23,  1  n.  2ft9,  1884. 

6)  H.   W.  Julius:    Arcb.    N(^erl.   d.    eciences   exactes    22,    310,   1888.     Die 
und  Wlrmeatrablung  verbrannter  Ga«e.     Gekrönte  Preiaarbeit  des  Vereins 
Bd&rdemag  des  OewerbefleifBes  iu  Deutacbland.     Berlin  1600. 


Maxima.  Schon  Tyndall  hatte  gefunden,  dafs  S'j 0-Dampf  die  Strah- 
lung einer  i/- Flamme,  €0^  die  einer  f.'0-Flamme  besonders  gut  absor- 
biert; und  Angström')  hat  im  Absorptionsspektrum  der  CO^  ein  dem 
von  Julius  entdeckten  Emiasiiousmaximum  entsprechendes  Absorptioiis- 
maximum  nachgewiesen.  Nach  allen  diesen  Versuchen  konnte  kein 
Zweifel  darüber  bestehen,  dafs  das  ultrarote  Spektrum  der  Kohlen- 
wasserstoff flammen  sich  ans  den  Spektren  des  H,0-Dampfes  und  der 
CO^  zusammensetzt,  welche  iu  ihnen  gebildet  werden,  und  dafs  diese 
Spektren  mit  denjenigen  übereinstimmenj  welche  diese  Gase  im  erhitrten 
Zustande  aussenden.  Dieses  Resultat  hat  Pa sehen*)  durch  eine  gennüe 
Untersuchung  über  die  ultraroten  Spektra  von  H^  0-Dampf,  CO,  nnd 
der  Bunsenflarame  bestätigt,  und  er  hat  die  Übereinstimmung  der  üda- 
logen  Spektra  bis  in  alle  der  Beobachtung  zugäuglicben  Einzellieiten 
nachgewiesen.  Rubens  und  Asehkinafs*)  haben  diese  übereiiifltim- 
mung  bis  zu  sehr  viel  gröfseren  Wellenlängen  hin»  etwa  bis  20 /t, 
verfolgt.  Paschen  zieht  aus  seinen  Versuchen  den  Schluls,  dals  in  der 
Bunsenllamme  und  ebenso  wohl  in  anderen  Gasaflammen  die  EmiKion 
der  Verbrennungsprodukte  eine  reine  Temperaturstralilung  ist.  Diew 
Folgerung  steht  im  Widerspruch  zu  der  Ansicht,  zu  welcher  Jnbos 
durch  seine  Versuche  geführt  wurde ,  und  zu  den  Resultaten  von 
R  V.  Helmholtz.*)  " 


Die  Bunsenflamme  ist  ein  sehr  bequemes  Mittel  zur  Erzengnny 
von  monochromatischen  Lichtquellen.  Wenn  man  gewisse  Metalldampfe 
in  ihr  zum  Verdampfen  bringt,  so  nimmt  sie  eine  charakteriBtifiche 
Färbung  an  und  zeigt  im  Spektrum  die  längsten  Linien  derjenigen 
Metalle,  welche  in  den  eingeführten  Salzen  enthalten  sind.  Den  V«^ 
gang  stellte  man  sich  früher  wohl  ziemlich  allgemein'^)  so  vor,  dib 
die  Salzdämpfe  in  Folge  der  hohen  Temperatur  dissoziiert  werden,  ainl 
dafs  der  frei  gewordene  Metalldampf  die  der  Flammentemperatur  ent- 
sprechende Emission  zeigt.  Diese  Vorstellung  ist  jedoch  nicht  riclitig- 
Denn  bringt  man  ein  solches  Metallsalz  z.  B.  Na^  CO^  in  ein  beider 
seitig  mit  Glasplatten  geschlossenes,  mit  einem  neutralen  Gase  gefOHtes 
Porzellanrobr  und  erhitzt  dieses  in  einem  Ofen  auf  sehr  hohe  Temp^ 
raturen,  so  ist  keine  Spur  der  MetalUinie,  weder  in  Emission  noch  ifl 
Absorption  zu  entdecken.    Die  Licht-Emission  und  -Absorption  tritt  aber 


1)  K.  Ängström:  Deutsche  Revue  1,  ö97,  1892. 

2)  F.  Paschen:  Wied.  Ann.  60,  4«J9.  1893;  52,  209,  1894. 

3)  H.  Rubens  u.  E.  Aachkinafs:  Wied.  Axm.  fti.  ö84,  1898. 

4)  R.  V.  Helmholtz,  1.  c;   vgl:  a.  E.  Pringsheim:   Wie<L  Ann.  51,  **'• 
1894;  F.  PaBchen:  Wied.  Ann.  62,  228  ff.,  1894. 

6)  Vgl.  z.  B.  Kayier:  Spektralanalyse  S.  19;  Mousboü:  Physik  2,  668,1*8^ 
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»ofoTt  ein,  wenn  man  das  Porzellaiirokr  mit  einem  reduzierenden  Gase 

{H  oder  Leuchtgas)  füllt.*)    Dadurch  iat  hewiegen,  dafe  in  den  Flammen 

die  Lichtemission  der   in   den   eingeführten  Salzen   enthaltenen   Metalle 

nicht  durch  Verflüchtigung  und  Dissoziation,  sondern  durch  chemische 

Heduktion  hervorgemfen  wird. 

Durch  diese  Erkenntnis  ist  aber  die  Frage  nach  der  Natur  der 
Emission  seihst  noch  keineswegs  entschieden.  Es  bleibt  noch  zweifel- 
haft, ob  der  durch  Reduktion  hervorgebrachte  Metalldampf  dann,  wenn 
w  reduziert  iat,  in  Folge  der  hohen  Temperatur  der  Flamme  durch 
Temperaturstrahlung  emittiert,  oder  ob  sein  Leuchten  eine  Folge  des 
Reduktionsvorganges  selbst  ist.  Wenn  es  sich  um  Temperaturstrahlung 
handelt,  so  nmfs  die  Lichterscheinung  im  Porzellanrohr  unverändert 
fortbestehen,  wenn  man  den  Reduktionsvorgang  plötzlich  unterbricht. 
Dean  der  vorhandene  Metalldampf  wird  in  Folge  der  hohen  Temperatur 
80  lange  weiter  leuchten,  als  er  sich  in  der  Glühhitze  befindet,  also  so 
l*nge,  bis  er  vollständig  an  die  kälteren,  aus  dem  Ofen  herausragenden 
Enden  des  Rohrs  hinüber  destilliert  ist,  ein  Vorgang,  der  nur  sehr  all- 
I      mahlicb  von  statten  geht.     Wenn  dagegen  die  Leuchterscheinung  durch 

»Jw  chemischen  Vorgang  selbst  bedingt  ist,  so  mufs  sie  ganz  plötzlich 
Terscbwinden,  wenn  der  Reduktionsvorgaug  plötzlich  unterbrochen  wird. 
wie  plötzliche  Unterbrechung  der  Reduktion  wurde  bei  meinen  Ver- 
wehen dadurch  hervorgebracht,  dafs  das  zu  reduzierende  Salz  sich  in 
«inem  NickeUöflel  befand,  welcher  mit  Hülfe  eines  Magneten  innerhalb 
I  ^  geschlossenen  Porzellanrohrs  verschiebbar  war  und  nach  Belieben 
tu  die  Glut  hinein-  oder  an  das  kalte  Ende  des  Rohres  herausgezogen 
^^tden  konnte.  Diese  Versuche  zeigten  bei  Na-  und  Z?'-Salzen  in 
^iaer  ^-Atmosphäre,  dafs  beim  Herausziehen  der  Salze  aus  der  Glut 
j  ^e  Erscheinung  der  Emission  und  Absorption  plötzlich  aufhörte, 
^»jine  sehr  zahlreichen  und  verschiedenartigen  Experimente  führten  zu 
I  ^^iQ  Resultat,  dafs  bis  zu  den  der  Untersuchung  zugänglichen  Terape- 
^koren  (^ickelschmelze)  diese  Metalle  nur  in  Folge  der  chemischen 
"«•ktiou,  nicht  in  Folge  der  Temperatur  leuchten  und  absorbieren, 
«flaloges  würde  für  alle  Elemente  zu  schliefsen  sein,  welche  in  Flammen 
•in  Linienspektrum  aussenden.  Im  einzelnen  mögen  die  chemischen 
"WeBse,  welche  hier  auftreten,  noch  der  Aufklärung  bedürfen,  aber 
^  G8  sich  um  chemische  Wirkungen  handelt,  das  geht  unzweideutig 
*W  dem  verschiedenen  Verhalten  hervor,  welches  einerseits  dieselben 
*«taUe  in  verschiedenen  Gasen,  andrerseits  verschiedene  Metalle  in  den 
liehen  Gasen  zeigen.*)    Dafs  das  im  Bunsenbrenner  erzeugte  .^«-Licht 

l,j  E.  Pringsheiui:  Wied.  Ami.  45,  428,  1892;  49,  347,  IW'S. 

Sj  S.  die  Zusammeastellung  bei  P ring« beim:  Wied.  Ann.  4Ö,  360,  1893. 
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keine  reine  Temperaturstrahlung  ist,  sondern  intensiver  leuchtet,  als  w 
nach  dem  Kirch  ho  ff  sehen  Gesetze  zu  erwarten  wäre,  haben  aach 
E.  Wiedemann^)  und  Paschen*)  ausgesprochen. 

Wenn  man   metallisches   AVi,  Li,  K  oder  Tl  m  einem  neutralen 
Gase  erhitzt,   so  zeigen  diese  Metalle  unter  Umstiioden  ein  kontuiaier- 
liches  Emissionsspektrum,    manche    von    ihnen   in  der  Absorptioß  ein 
kannelliertes   Bandenspektruni.      Ähnliche    Erscheinungen    lassen   sich 
bei  vielen  anderen  Elementen,  z.  B.  dem  Jod,  beobacht-en.    Dabei  senden 
diese  Dämpfe  ein  kontinuierliches  Spektrum  aus,  auch  wenn  sie  in  der 
Absorption  ein  Bandenspektnim  zeigen;  nur  Konen*)  scheint  aoch  in 
der   Emission    von    erhitztem    J  ein    Bandenspektrum    beobachtet  zu 
haben.     Trotzdem  ist  wohl  kaum  zu  bezweifeln,  dafs  es  sieh  bei  diesen 
Spektren  um  reine  Temperaturstralilung  handelt.     Nicht  ganz  verstund- 
lieb   ist  der  Standpunkt  von   Eversbed*),  welcher  die   Emission  und 
Absorption   von  *7,   Jir,   ^7,  *S*,  He  und   As  bei   Erhitzung  untersucht 
hat.     Da  alle  diese  Elemente  dabei  ein  kontinuierliches  Spektrum  siia* 
senden,  auch  wenn  ihre  Absorption  selektiv  ist,  so  schliefst  Evershed, 
dals  die  Emission   eine   reine  Temperatui'strahlung  sei,  dafs  aber  keine 
BO   nahe  Beziehung   zwischen  Emission   und  Absorption   vorhanden  ist, 
wie  das  Kirch  hoff  sehe  Gesetz   fordert.     Dieser  Schlafs    ist    wohl  mi».- 
haltbar.     Wenn  es  sich  um  reine  Temperaturstrahlung  handelt,  so  moT^ 
das  Kirchhof  fache  Gesetz  erfüllt  sein.    Aber  man  darf  nicht  den  durc'l* 
dieses  Gesetz  gegebenen  Zusammenhang  zwischen  dem  Emissions-  ii»-*^ 
dem    Absorptionst'f^rwöi/eM   eines    strahlenden    Körpers    von    bestimmt^^"'! 
Temperatur    mit    dem    Zusammenhang    zwischen    dem    Emissions    o»^ 
Absorptions.s7)f A"/rM/H  einer  Gasmenge  verwechseln,  die  man  beobacbtef'Ä3 

Hier  hat  man  es,  besonders  bei  Versuchen  in  erhitzten  Röhre«^ 
mit  verschieden  temperierten  Schichten  zu  thun,  welche  hinter  einand^^ 
liegen.  Im  Absorptionsspektrum  summieren  sich  dabei  die  Absor^ 
tionen  der  verschiedenen  Schichten,  im  Emissionsspektrum  werden  Ü^ 
Emissionen  der  entfernteren  Schichten  durch  die  Absorption  der  vo* 
deren,  meistens  kälteren,  geschwächt.  Aufserdem  ist  noch  zu  beachte*^ 
dafs  eine  etwaige  selektive  Reflexion  der  Gase  Diskontinuitäten  ii* 
Absorptionsspektrum  hervorbringen  könnte,  welche  sich  nach  deö^ 
Kirchhof  fachen  Satze  im  Emissionsspektrum  nicht  bemerkbar  mach^fl 
würden.  Über  diesen  Punkt  sind  jedoch  keine  experimentellen  Unter- 
suchungen   bekannt,    und   es   mufs   dahin    gestellt    bleiben,   ob   dieser 

1)  E.  Wiedemaun:  Wied.  Ann.  37,  215,  1889. 

2)  F.  PaBchen:  Wied.  Ann.  61,  42,  1894. 
8)  Konen:  Wied.  Ann.  «6»  257,  1898. 
4)  J.  Evershed:  Phil.  Mag.  {h)  89,  460,  1895. 
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theoretisch  mögliche  Grund  der  Nichtübereinstimmung  zwischen  Emis- 
ßioas-  und  Absorptionsspektrum  thatsilchlich  in  Wirksamkeit  tritt. 

(/)  Zu^annftenfassung.  Überblicken  wir  das  ganze  vorstehend  be- 
handelte Material,  so  kommen  wir  zu  folgendem  Resultate: 

1.  Um  reine  TetnperaturstraJiiung,  wobei  also  die  Bedingungen  des 
Kirehhoff sehen  Gesetzes  voll  erfüllt  sind,  handelt  es  sich  höchst  wahr- 
scheinlich bei  di^n  hyntinuierlkhm  und  HawlmSpekfren  der  Gase  und 
Dämpfe,  welche  solche  Spektren  k-i  Erhitzung  aussenden:  H^Oj  ('Ö^ 
l  Br,  Cl,  S,  5e,  As,  Na,  K,  Li,  Tl. 

2.  Wenn  die  Icontinuierlicheti  und  Bandens])ekfreti  dieser  und 
anderer  Elemente  in  Flammen  erzengt  werden,  tritt  Emission  infolge 
chemischer  ümseüfung,  daher  Abweichung  vom  Kirch  hoff  sehen  Ge- 
wtze  ein. 

3.  Bei  den  Banden-  und  Litiitmspektreny  welche  die  ßuoreszierenden 
Gm«  und  Dämpfe  aussenden,  sind  die  Bedingungen  des  Kirch  ho  ff  sehen 
Satzes  nicht  erfüllt. 

4.  Dasselbe  gilt  von  denjenigen  Bandni-  und  LinienspeUren, 
welche  durch  elelirische  Entlodungen  erzeugt  werden.  Sie  verdanken 
ihren  Ursprung  nicht  der  hohen  Temperatur,  sondern  den  elektrischen 
Vorgängen,  wobei  noch  Komplikationen  durch  chemische  Umsetzungen 
eintreten  können. 

5.  Bei  den  bister  der  Untersuchung  zugänglichen  Temperaturen 
sendet  kein  Gas  von  selbst  ein  Lm^mspektrum  aus.  Dies  tritt  nur 
iiflter  der  Einwirkung  besonderer  Erregungen  (cbemißcber,  elektri- 
scher etc.)  auf. 

6.  Kontinuierliche  und  Bandenspektra  können  die  Gase  demnach 
durch  blofse  Tempei-aturerhöhung  emittieren.  Ob  sie  auch  fähig  sind 
Linienspektra  auszusenden^  wenn  sie  zu  höheren  Temperaturen  als  den 
•bisher  untersuchten  erhitzt  werden,  ist  eine  Frage,  auf  welche  die 
•^rimentelle  Antwort  fehlt.  Wer  diese  Frage  bejaht,  raufs  eich  be- 
lifet  sein,  dalfl  er  eine  experimentell  nicht  bewiesene  Hypothese 
einf&hrt. 

".  Bei  allen  Lichtquellen,  in  denen  chemische  oder  elektrische 
'Orginge  die  Emission  begleiten,  scheinen  Abweichungen  vom  Kirch- 
"•^ffschen  Gesetze  vorhanden  zu  sein. 

Da  elektrische^  chemische  und  Fluoreszenz-Erscheinimgen  auch  auf 
''^ß  leuchtenden  Weltkörpem  höchst  wahrscheinlich  vorhanden  sind,  so 
^rt  die  allgemeine  Anwendung  des  Kirchhoffschen  Gesetzes  auf  aatro- 
pliyBikalische  Probleme  nicht  gestattet. 

III.  Theoretiscliö  Anscliauungeii.  Von  einer  wirklichen  Theorie 
**"'  spektralen   Emission   sind   wir   noch   sehr  weit   entfernt,   vielmehr 

^^1  d«i  MAlbematik  oxid  VhjMik.     lU.  Bailna.    L  2i> 
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müssen  wir  uns  mit  sehr  allgemeinen  Andeutungen  begnügen.  Da  wir 
die  emittierten  Strahlen  nach  der  Undulations-  und  nach  der  elektro- 
magnetischen Lichttheorie  als  Schwinguugsbeweguugen  betrachten,  so 
ist  die  nächstliegende  und  wohl  auch  allgemein  gemachte  Annahme 
die,  dafs  diese  Schwingungen  durch  analoge  Schwingimgen  im  strah- 
lenden Körper  verursacht  werden.  Die  Perioden  der  emittierten 
Schwingungen  werden  zu  denen  der  emittierenden  Teilchen  eine  g«"- 
wisse  Beziehung  haben;  die  einfachste  Annahme  wäre  die,  dafs  die 
Perioden  beider  identisch  sind.  Wird  diese  Anschauuug  angenoranieo, 
so  folgt  aus  dem  Prinzip  der  Resonanz,  dafs  ein  Körper  diejenigen 
Schwingungen,  welche  er  selbst  besonders  stark  auszusenden  fähig  ist^  „^ 
auch  besonders  stark  absorbiert,  es  muis  also  für  jeden  Körper  iir^^-p 
einem  gegebenen  Zustande  einem  Maximum  der  Emission  ein  solche:, 
der  Absorption  entsprechen. 

Obwohl  schon  Euler*)  das  Prinzip  der  Kesonanz  sehr  klar 
•ehr  allgemein  ausgesprochen  hat,  so   hat  er  es   doch   unrichtig  ang 
wandt,  nämlich  auf  die  Farben  der  Körper.    Erst  Angström^)  hat 
Bedeutung  dieses  Prinzipes  für  das  Problem  der  Emission  und  Abso 
tion  richtig  erkannt. 

Durch  das  einfache  Prinzip   der  Resonanz  erklärt  sich    also 
aUgemein  jene   wichtige  qualitative   Beziehung,   welche   sich  auch 

Folge  des  Kirchhoffschen  Gesetzes  für  die  diesem  Gesetze  gehorch eo- 

den  Körper  herleiten  läfst,  und  es  wird  erklärlieh,  dafs  sieh  diese  ~^^We- 
Ziehung  auch  dort  erfüllt  zeigt,  wo  der  Kirehhoffsche  Satz  nicht  ^^ilt. 
So  ergab  sich  ein  vollkommener  Parallelisraus  zwischen  Absorp*:;iüD 
und  Emission  bei  meinen  Versuchen  über  die  Strahlung  von  Ka^  K, 
LI  und  Tl\  femer  haben  Liveing  und  Dewar^)  nachgewiesen,  dab 
auch  bei  der  Emission  der  Gase  in  Geifsler sehen  Röhren  eine  Um- 
kehrung  der  Spektrallinien  stattfindet,  und  sogar  für  die  Fluoreszenz 
hat  Burke*)  gezeigt,  dafs  Urauglas,  so  lange  es  sich  im  fluoreszierenden 
Zustande  beündet,  eine  starke  Absorption  derselben  Strahlen  zeigr*> 
welche  es  aussendet. 

Was  ist  aber  bei  den  Gasen  das  schwingende  Prinzip,  welcli^ 
das  Licht  aussendet?  Nach  den  Anschauungen  der  kinetischen  G-»^ 
theorie  bewegen  sich  die  Molekeln  in  einer  ganz   wirren   und   unreg^' 


^ 


1)  L.  Euleri  nova  theoria  lucvs  et  colorum.   Opuscula  varii  argumenti,  p.  S^ö. 
Berolini  1746. 

2)  A.  J.  Ängström:    Poggf.  Ann.  Ö4,   141,    1855;    vgl.  Stokes:  Pogg.  K*^- 
Ergbd,  4,  335,  1854 

3)  Liveing  und  De  war:  Cbcm.  New.s.  47,  122,  1883. 

4)  J.  Burke;  Phil.  Trans.  London,     löl,  87,  1898. 
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mäTfligeu  Weise,  während  die  Atome  wahrscheiiilicli  Sehwinguiiga- 
Wegungen  ausfökren. \)  Diea  führte  dazu,  die  EmiBsioD  des  Lichts 
aof  Önind  dpr  Undulationstheorie  den  intramolekularen  Sehwingungeu 
der  Atome  zuzuschreiben.  Dabei  tritt  aber  eine  grofse  Schwierigkeit 
aü£  Bei  den  einatomigen  Gasen  können  keine  intramoleknlEwen 
Scbwiagungen  vorkommen,  und  trotzdem  seodeu  auch  diese  Gase,  z.  B. 
Bg,  ein  sehr  linienreiches  Spektrum  aus.  Wenn  wir  daher  die  Atome 
als  Trager  der  Lichtemission  betrachten  wollen,  so  dürfen  wir  sie  nicht 
ab  homogene,  starre,  nahezu  punktförmige  Gebilde  voraussetzen,  wie 
ea  die  kinetische  Gastheorie  thut*  sondern  wir  müssen  ihnen  eine  sehr 
Tiel  kompliziertere  Beschaffenheit  zuschreiben.  Im  allgemeinsten  Falle 
kwa  man  annehmen,  dafs  ein  Atom  aus  einem  Aggregat  von  beliebig 
vielen  kypothetischen  Elementaratomen  und  mit  ihnen  verbundenen 
Atheratomen  besteht.*)  Wir  verlassen  dann  allerdings  die  einfachen 
Aimahmen  der  kinetischen  Gastbeorie,  deren  Stärke  gerade  in  der 
Einfachheit  ihrer  Annahmen  besteht,  um  dafür  sehr  komplizierte  und 
selu"  hypothetische  Anschauungen  zu  substituieren.  Wenn  wir  das 
aber  thun,  so  haben  wir  in  den  verschiedenen  hypothetischen  Bestand- 
teilen der  Atome  eine  solche  Mannigfaltigkeit  schwingender  Systeme 
Zur  Verfügung,  dafs  ihre  Grund-  und  Oberachwingungen  sowie  deren 
Kombinationsschwingungen  mehr  als  ausreichen,  um  die  Möglichkeit 
^w  Emission  noch  so  komplizierter  Spektra  begreiflich  zu  machen. 
Über  die  Verteilung  der  verschiedeoen  Arten  der  Spektra  unter  die 
theoretisch  denkbaren  Atomschwingungen  sind  nur  ganz  willkürliche 
Aflnahmen  möglich. 

Wie  wir  in  der  kinetischen  Gastheorie  annehmen,  dafs  im  statio- 
nären Zustande  das  Verhältnis  zwischen  der  Energie  der  fortschreiten- 
tlfn  und  der  der  intramolekularen  Bewegung  für  jedes  (jJas  bei  jeder 
Temperatur  ein  ganz  bestimmte«  ist,  so  können  wir  auch  hier  die 
Energieverteilung  unter  die  verschiedenen  Arten  der  Leuchtbewegung 
«iÄes  jeden  Gases  im  stationären  Zustand  als  durch  die  Temperatur 
gegeben  ansehen.  Daher  würde  im  stationären  Zustande  reine  Tempe- 
^turstrahlung    herrscheu.     Sobald    aber   Fluoreszenz   oder    elektrische 

1)  Vgl.  Maxwell:  Theory  ofheat,  London  1817,  p.  326. 

2)  Vgl.  Boltzmann:  Wiener  Ber.  (2)  74,  p.  653,  1876;  E.  Wiedemann: 
^ied.  Ann.  5, 600,  1878  und  87,  177,  1889;  A.  Wülln er:  Wied.  Ann.  84,668,  1888; 
l«brbuch  der  Experimentalphysik,  Bd.  2,  419  f.  Leipzig.  1899;  H.  Kayser  in 
^ifikelmannB  Handbuch  der  Phjaik,  2,1,  p.  419  ff.  Brealan  1894  spricht  von 
*mer  variablen  Anzahl  von  Atomen,  welche  je  nach  Druck  und  Temperatur  im 
Moleig]  enthalten  sein  ßollen.  Wenn  unter  „Atomen"  die  chemischen  Atome  ge- 
^«int  «ind,  ao  kann  eine  solche  Anschauung  die  Spektra  einatomiger  Gase  wohl 
^^^  erklären. 
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E.  PBUfoammi: 


oder  chemische  Erregimgen  eintreten,   ist    der   stationäre  Znstand  ge 
stört.     Die  eine  oder  die  andere  mögliche  Schwingnngsfonn  der  intra- 
iDoleknlaren  Bestandteile   kann   durch    die    elektrische    oder    chemische 
Energie  direkt  shtrk   vermehrt  werden   und  so   zu   Emissionen   Veran- 
lassung gebeu^  welche  der  Mitteltemperatur  des  Gases  nicht  entsprechen. 
Das  würde  derjenige  Vorgang  sein,  welchen  E.  Wiedemann  als  Lumi- 
yieszem,  R.  v.  Heimholt»  als  irrefjuläre  Strahlung  bezeichnet,    WüUner 
scheint  anzunehmen,  dafs   auch  chemische  und  elektrische  Kräfte  nur 
auf  die  Moleküle  als  Ganzes  wirken  können,  dafs  sie  aber  nicht  auf  alle 
Moleküle   gleicbmäfsig  wirken,   sondern  nur  einzelnen  von   ihnen  eine 
stark    vermehrte    Geschwindigkeit   der   fortschreitenden    Bewegang   er- 
teilen.    Diese   sollen  hei  den  Zusammenstöfsen   in   anderen  Molekülen 
die  lichtaussendenden  Schwingungen  eiTegen  und  so  Lichtemission  ver — 4 
ursaclien,  welche  der  mittleren  Temperatur  des  Gases  nicht  entspricht^. 
Im  Erfolg  käme  diese  Anschauung  auf  dasselbe  hinaus  wie   die  obe^^ 
angedeutet«,    welche  mir   plausibler   erscheint     Wenn    aber  WüUne     -. 
sagt^):    „Den   lichtaussendenden   Molekülen    niufs    man    aber   nach    d^^ 
jetzigen   Auffassung    der  Temperatur    die   ölühtemperatur    zn8chreibe:-^K| 
Die  Temperatur  der  Gasmasse  ist  eine  niedrige,  weil  ea  nur  eine  klei^i^ 
Anzahl   von   Molekülen   ist,    welche    die   Glühtemperatur    besitzen",     ^^ 
scheint  mir   in   diesen  Worten   eine   andere  Definition   der  TemperafciaJ 
zu  liegen,  als  sie  allgemein  angenommen    wird.     Die  augenblicklic::'li  49 
Temperatur    einzelner   Moleküle    ist    weder    experimentell    bestimm ba*^  1 
noch  nach  der  kinetischen  Gastheorie  definiert.  j 

Aus  der  oben  angedeuteten  Anschauung  über  die  Entstehung  dew 
Gasspektra  ist  es  verständlich,  dafs  die  gleiche  Emission,  wie  sie  imtex' 
Einwirkung  chemischer  oder  elektrischer  Erregungen   auftritt,   bei  be — 
deutend  gesteigerter   Temperatur   auch    als    reine   TemperaturstrahJim^ 
entstehen    kann.     Aber   es    folgt   daraus    nicht,   dala    alle    unter  Ein-^ 
Wirkung  jener  Kräfte  auftretenden  Leuchtbewegungen,  in  gleicher  Weiser 
auch  als  reine  Temperaturatrahlung  zu  Stande  kommen  müssen.    Denn 
möglicherweise   können   die  chemischen    und    elektrischen   Kräfte  Ver-^ 
ändernngen    in    der    Anordnung   der   Atom- Bestandteile    hervorbringen 
welche    durch    keine    noch    so    grofse    Temperaturerhöhung    verursacht^ 
werden  können.      Aber  selbst  bei  unveränderter  Atombeschaflenheit  isPi^ 
es   sehr    wohl    denkbar,   dafs  z.  B.   die   besondere  Art   der  Bewegan^^3 
welche  zur  Emission   der  Linienspektra  führt,    durch   die    blofsen   Zw     ^ 
sammenstöfije  infolge  der  Wännebeweguug  gar  nicht  ausgelöst  werden  kanri:^« 

Dies   wird  noch   deutlicher,    wenn  man   sich   auf  den   StandpunU^cd 
der  elektromagnetischen  Lichttheorie  stellt.    Hier  müssen  wir  die  licl»- 

1}  Wülliier:  Experimeiitalpliysik  p.  404,  1899. 


über  die  Strahlung  der  Gase. 


309 


» 


erregenden  Schwingungen  der  Moleküle  und  Atome  auf  elektrische  Ur- 
sachen zurückführen,  indem  wir  anaehmeu,  dafs  elektrische  Ladungen 
entweder  selbständige  oder  au  materielle  Teilchen  gebundene  Schwingungs- 
bewegungen ausfuhren  Hier  wäre  es  sehr  möglieli,  anzunehmen,  dafs 
diejenigen  als  besonders  frei  zu  betrachtenden  Schwingungen,  welche 
den  Linienspektren  entsprechen,  nicht  durch  mechanische  Stöfae,  son- 
liem  nur  durch  elektrische  Kräfte  hervorgebracht  werden  können. 

Die  Zurückfiihrung  der  Lichtemission  auf  elektrische  Bewegungen  in 
den  Atomen  ist  von  mehreren  Seiten  versucht  worden.*)  Diese  Theorien 
können  ebenso  wie  die  rein  mechanischen  nur  allgemeine  Andeutungen 
tther  den  Vorgang  der  Emission  geben,  zu  einer  Erklärung  der  Er- 
scheinungen im  einzelnen  oder  gar  zu  quantitativen  Resultaten  sind  sie 
noch  nicht  vorgedrungen. 

Leichter  ist  es  für  die  Theorie,  bestimmte  Resultate  zu  erhalten, 
^wenn  sie  die  Lichtemission  als  gegeben  annimmt  und  nur  die  Ver- 
an-denuigen  betrachtet,  welche  die  Emission  durch  bestimmte  änfsere 
Einwirkungen  erleidet.  Die  Versuche,  die  Verbreiterung  der  Spektral- 
linien  theoretiscb  zu  erklären,  sind  allerdings  noch  nicht  zu  einem  all- 
gemein anerkannten  Resultate  geiuhrt  worden,  was  schon  deshalb  nicht 
^•"^mderbar  ist,  weil  die  Bedingungen  dieser  Erscheimuig  experimentell 
Dt>ch  nicht  vollständig  bekannt  sind.  Dagegen  hat  die  Theorie  das 
Zeemansche  Phänomen  wenigstens  in  einigen  Fällen  bis  ine  einzelne 
^^rfolgeu  können. 

Betrachten  wir  unsere  gesamte  Kenntnis  von  der  Natur  der  (jas- 
^OUBBion,  80  müssen  wir  eingestehen,  dafa  wir  trotz  der  ungeheuer 
ff'^fsen  Anzahl  von  experimentellen  und  theoretischen  Arbeiten  die 
^^h.  mit  diesem  Gegenstände  beschäftigen,  in  das  Wesen  der  Erschei- 
AUiLg^Q  noch  sehr  wenig  eingedrungen  sind.  Vielleicht  werden  die 
^■^Uidlagen,  Ton  denen  die  Theorie  der  Lichtemission  auszugehen  hat, 
•*^rch  die  neueren  Fortschritte  in  der  Erkenntnis  der  elektrischen  Ent- 
^^^Uigen  in  verdünnten  Gasen  wesentlich  gefestigt  werden.  Das 
'  ^diom  der  Kathoden-  und  der  Kanalstrahlen  hat  neuerdings  zu  der 
^■**Jlahme   geführt,  dals  elektrisch   geladene  Teilchen   existieren,  deren 


kl 


sehr  klein  ist  gegen  die   der   chemischen  Atome.     Sollten  diese 


^^ixiflten   Teilchen   und    ihre  Ladungen    vielleicht  mit   jenen   hypothe- 
**<^l4en  Trägem   der  Leuchtbewegung  in   den   Atomen   identisch   sein? 

1)  Vgl  Kolacek:  Wied.  Ann,  82,  224,  1887;  F.  Richarz:  Sit»g»br.  d.  Nieder- 
^«iti-  Ge».  Bonn   48,  18,   1891;    SitzRshr.    d.  K.  Akad.  d.  Wiaa.  München   24, 
**^*;  H.  Ebert:  Wied.  Ann.  48,  1.  1893;  49,  651,  1898. 


Sur  quelques  nonveanx  thöorömes  relatifs  au  triaBgle; 

(suite  ä  un  article  de  M.  F.  Caspar j). 
Par  M.  L.  Ripert  ä  Paris. 

1.  --  M.  F.  Caepary  a  publie  dans  lea  NmweUes  Annales  < 
maiiques  (fev.  1900,  p.  79)  un  article  sur  quelques  nmweaux 
relatifs  au  triangle,  dont  l'objet  est  de  montrer  que  les  principales  pro- 
priet^s  recentes  du  triangle  qui,  comme  Ton  sait,  derivent  du  point  de 
Lemoine  K^  existent  encore  loreque  Ton  aubstitue  ä  K  un  point  X 
arbitrairement  clioisi  dans  le  plan.') 

Cet  article  ofFre  un  interet  considerable;  il  presente  sous  une  fonne 
concise  un  grand  nombre  de  resultats  relatifs  ä  la  Geometrie  du  triangle; 
ainsi  que  M.  Caspary  l'a  indique,  il  peut  etre  notablement  devdopp«. 
de  maniere  ä  embraflser  les  elements  les  plus  importants  de  cette  Gw-^ 
m^trie  nouvelle,  et  ^pargner  ainsi  de  laborieusee  reckercliea. 

Ce  qui  suit  est  ua  complement  et  un  commentaire   de  Tetude 
M.  Caspary  qui  resultent  de  la  correspondance  eckangee  avec  ce 
metre  ä  la  suite  d'etudes  communes. 

Pour  plus  de  clarte,  je  reproduJrai  en  iialiques  et  sous  les  men 
numeros  Tartiele  des  Noiwellea  Annales;  Celles  des  proprietes  ajoote» 
qui  pourront  paraitre  nouvelles  appartiennent,  d'apres  ce  qui  vient 
d'etre  dit,  au  moins  autant  a  M.  Caspary  qu'a  i'autenr  du  presenl 
article. 

2.  —  Soii  A^A^A^  an  triangle^  X  un  point  absolument  quelconqa« 
de  Bon  plan  et  X*^  X\  X'  les  points  oö  les  droites  ^jX,  A^X,  As^ 
coupent  lea  cöt^s.     Soient,  de  plus,  B^  et  B^  les  points  oü  les  par»l 

1)  Voir  daas  le  mSme  ordre  d'idöes:  —  E.  Lemoine:  Propri^tös  relitives  » 
deiu  points  m  et  <o'  du  plan  d'tin  triangle  ABC  qui  se  di^duiaent  d'un  point  A 
quelconque  du  plan  comme  les  pointe  de  Brocard  ae  d^duisent  du  poißt  i' 
Lemoine  (AFAS,  Grenoble,  188ö).  —  L.  Ripert:  La  dualit^  et  Fhonio^pl^'^ 
dans  le  triangle  et  le  ttötraedre  (Qauthier-VillarH,  1898}  et  divers  articlee  de«  N  ■* 
(1898  et  189'J).  —  E.  Jahnke:  Über  dreifach  perspektiviuche  Dreiecke  in  der 
Dreieckßgeometrie  (Berlin,  1900),  —  Conaulter  enfin  le  travail  en  cours  de  jt^^'^^ 
cation  de  M.  Caaparj:  Zur  neueren  Dreieckflgeometrie. 


Sar  quelques  nouveaux  th^or^mes  relatifs  au  fcriangle. 
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|p  menees  par  X^  et  X*  respectivement  aux  cötes  A^Ai  et  Ä^A^ 
ipent  A^A^;  et  de  meme,  les  points  j^  et  j&fj;  B^  et  B^  obtenus 
-  pennutation  cycliqiie.  Soient  entin  i?J,  B^,  B^  les  points  situes 
p«ctivement  sur  A^A^,  A^A^j  AiA^  et  constniits  de  fa<;on  quti  lea 
;ments  ^j5},  ^,  ^|,  ^U^l  soient  egaux  respectivement  aux  eegments 
„A^f  X^A^y  X^Ai  (en  d'autres  termes,  7?5^  jB|,  ÜJ  aont  les  isotomiqms 
\    points  X^,  X«,  X=*). 

Alore  on  a  ies  theoremes  suivants: 

I.  Les  droitrs  AiB},  A^Bf,  A^B^  nmeonrent  au  point  Bi  (t  =  l,2,3). 

II.  Les  droites  iJ,X  sont  paralläe.^  aux  cötes  AkAi  (i,  k,  ?  =  1?  2,  3; 
3,  1;  3,  1,  2). 

En  d'autres  termes,  les   paralleles  menees  par  les  points  B^  aux 
AkAf   concourent   au   point  X,   propriete  que  nous   rapprochons 
lÄiiatement  de  la  suivante  (Caspary,  n*  17):  Les  paralleles  menees 
fr  les  jxfints  Ai  aux  votea  Bj^Bi  eoncaurent  au  point  BJ) 
I    IQ.  Les  detix  friangles  A^A^A^  et  B^B^B^  oni  k  mhne  eentre  de 

TV.  Les  droitf's  AiG  passnit  par  les  mUieux  des  se^tn^ts  BiX.  — 
.  comparatiTement  (Caspary,  n**  18):  Les  droites  BiG  passeut  par 
t    milieux  des  segments  A^B. 

Ueinarqne.  —  Par  suite  des  proprietes  IL  et  IV.,  pour  construire 
triaugle  B^B^B^^),  on  de'termine  le  eentre  de  gravi t^  G  de  A^A^A^^ 
1  prend  les  points  5-  d'intersection  des  medianes  AiG  avec  lee  paral- 
les  menees  par  X  aux  cötes  AkAi^  et  Ton  porte  enfin,  sur  ces  paral- 
les,  one  longueur  B.Bi  =  XB'i.  En  terraes  plus  simples  encore,  on 
>lMtrait  les  trois  semi-reciproques  du  point  X. 

rV*.  Si  Von  d^igtte  par  Ati  et  B^  les  miUetu:.  respectifs  des  cötes 
U^i  et  BkBij  les  droites  AuBi,  coticourent  au  point  Z>gg.') 

rV^,  Les  draites  B,Aki  comourent  au  point  0.  —  Et  comparative- 
tteit:  Les  droites  AiBki  concourent  au  point  S. 

IV ".  Si  Von  designe  par  Hi  les  points  antieompletnentaires  des  points 
%  fe  droites  AiH,  concourent  au  point  H  anfiemnplementaire  de  0.*) 
~~  Kt  comparativement:  Si  Von  desigtie  par  H,'  les  points  antimmplfijnen- 


ft  1)  X  ^tant  (ou  faisant  fonctionB  de)  point  cle  Lemoine,  E  ett  (oa  fait 
'^'ctioiiB  del  point  dt  Steiner  de  AyA^Ä^;  c'est  le  aecond  point  fondamental 
*•  cctte  ^tude,  [Nota:  Les  mot»  entre  parenthesea  «eront  dordnavant  aoos- 
BBieadui  dftiiB  les  d^nominations  rappelees]. 

8)  J?,  B,  J3,  est  \q  pTtmier  triangte  de  Brocard  (aecond  triangle  fundamental) 

1)  i},,  eet  le  milieu  de  la  droite  /J, i>j  de  Brocard. 

4)  Les  dxoiim  Ä,Bi   sont  les  hautturg  et  H  Vorthocenire  de  A^A,Ä^. 
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L.  RtPKBT: 


fair  ('S  des  points  Ai,  Ifs  droiirs  BiH/  amcourent  au  point  H'  anücm- 
planetdairt'  de  S, 

IV''.  Le^  paralleles  menc'es  par  les  milieux  Bu  des  cötes  BtBi  au 
cotes  ÄkAi  cotiemircnt  au  ptAnt  Q,  compl^nentnire  de  X  (Caspary,  n"  16i. 
—  Et  comparativement:  Ds  p^ndlelt^  menecs  par  les  mUifUx  Ais  iki 
rotes  AiAi  aujr  mies  BtBi  roHCOuretit  au  point  Q\  compl(kntn\tm. 
de  M. 

TV".  Im  coniqu*'  rirconsnte  an  frmtujle  A^A^A^  et  ivscrite  ä  m 
triangk  anfiamqdcmmtaire  SiH^Hä  i!,<it  um^  eUipsc  ayani  son  cmtrr.  m 
G  et  qui  fiasse  par  le  point  R,  scs  deux  isobaripies  et  ses  trois  scmwwi- 
proques^).  —  Et  comparattvement:  La  conique  circonscrite  au  trioM^ 
B^B^B^  et.  ittscrife  ä  höh  Iriangle  aniimmphHnetdaire  H^H^H^  est  unt 
eUipse  ayani  smi  centre  en  G  et  qui  passe  par  le  point  X,  sfs  dmx  wo- 
bariqnes  et  ses  trois  seiftii-rvciproques  {ces  demiers  äant  les  points  5,).*) 

Remarque.  —  Od  peiit  apercevoir,  dane  ce  qui  precede,  les  premien 
elements  d'une  eorrespondance  importantf  (Zweites  Übertragmigsprinzip 
de  M.  Caspary),  dont  la  base  est  Vrvhnnge  de  Ai  avec  5<>  de  X  aTecÄ, 
de  0  avec  S^  de  H  avec  H\  etc.,  et  qui  ^era  developpee  plus  loin. — 
D^finisBOns  mainteiiaiit  la  generalisation  de  quelques -ana  des  cerclö 
remarquables  du  plan  du  triangle  A^A^A^. 

Conique  Ö  (cerde  circonscrit).  —  La  conique  circonscrite  ä  ÄiA^A^ 
et  dont  le  centre  est  0  (TV''),  passe  par  R  et  est  teile  que  le  triaDgl«* 
A^A^A^  et  le  triangle  circonscrit  (dont  les  sommets  sont  les  pole» 
des  cötes  A^A^  ont  pour  centre  d'homologie  le  point  X  (de  Lemoine) 
et  pour  axe  d'homologie  la  polaire  .r  de  X  {droite  de  Lemoine). 

Conique  Oe  (ctrck  (Z'Euler  ou  des  netif  points).  —  La  comiqu« 
circonscrite  au  triangle  A^A^^A^^  et  ayant  pour  centre  le  milieu  Ot 
du  segraent   OH  est   homoth^tique   a   la  conique   0\  les  deux  i-entres 

d'homotbetie  sont  i7  et  G;  le  rapport  d*homothetie  est  -.    Cette  coiiiquf 

passe  par  les  points   de  rencontre  des   droites  AH  et  AtAij  par  Iw 
milieux  des  segments  vl,i/,  par  le  point  Q'  (IV*),  etc. 

Conique  Oc  (cercle  conjugue).  —  La  conique  homothetique  »  ^h 
ayant  //  pour  centre  et  passant  par  les  points  commuus  aux  conique« 
0  et  Oe  est  conjuguee  au  triangle  A^A^A^ 


1)  EUipse  de  Steiner  de  AyA^A^. 

2)  EUipse  de  Steiner  de  BiB^B^.     On  aait  qu'an  pomt  X  dont  Im  co^^ 
donnöea  barycentriqttes  sont  a,,  a,,  k^  correspondent  les  deux  itfobariqwv  («,,  ff,'*» 
et  o,,  «„  Oj)  et  les  trois  aemi-reJciproquea  (e^,  oc,,  «,;  «,,  «,,  a^ 
Buppoae  d'ailleura  le  lecteur  »u  coarant  de  la  tenninologie  habituelle 
et  des  conatructions  ^l^mentairca. 


)0^^ 


Sor  qnelques  noureaux  theor&mes  relatifü  au  tnangle. 
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Conique  Ogü  (cerde  orfhoccntroidnl).  —  La  conique  homothetique 
k  0  decriie  sur  GH  oomme  diametre  passe  par  les  points  communs 
»M  coniques  0,  0,,y  0, .  En  (l'aiitres  termes,  les  quatre  coniques  0 
0^>  Oct   OoH  ont  menie  axe  radical. 

Coniques  Ai  {cerdes  ^rApollonins).  —  Les  troie  coniques  honio- 
thetiques  s  O,  ayant  pour  centres  les  points  :t--  d'intersection  de  la 
droit«  X  (de  Leraoine)  et  des  cotes  AnAt,  et  passaiit  respeetiveinent 
par  les  sommets  A-,  ont  deux  a  denx  meme  axe  radical  qui  est  la 
droite   XO  (diamefrr  fif  Brocard). 

Coniques  I  et  /,  (cerdes  inacnt  H  e^-insait^J,  —  Si  Ion  d^signe 
P«r  Oi  ei  a'i  les  points  (reela  oii  imagmaires)  d'intersectiou  de  la 
conique  Ai  et  du  cöte  AtA{,  les  droites  Aia,  et  Aiü'i  sont  conjuguees 
P»r  rapport  a  la  conique  0.  Les  six  droites  AiUi  et  Aia'i  se  coupent 
trois  a  trois  en  quatre  point«  /  et  7,  (reela  ou  imaginaires).  Les 
coniques  ajant  ces  points  pour  centres  et  touchant  les  trois  cötes 
'^k-Aj  8out  homothetiques  Tt  la  conique  0  et  tangentes  a  la  conique 
Ot  (aux  points  de  Feuerbach). 

Ttemarqne.    —    On    peut  generaliser   de    meme    la   notion    d'autres 

^*Tclea  remarquables  (cercles  de  Lemoine^  de  Lougchamps,  de  Neu- 

®^g»  de  Mackay,  de  Taylor,  etc.).     On  trouve,   dans  les   Not^s  de 

^^iograpliifi  des  Courhp^  gronidriqufs  de  M.   Brocard   des  propriet^a 

**  pretant  a  cette  generalisatioii. 

Je  vais  mainteuant  defiuir  les  deux  coniques  les  plus  importantes 
*w  point  de  vue  de  cette  etude,  savoir:  la  conique  Oß  (faisant  foQctions 
^  cerde  de  Brocard;  Caspary,  n*  19)  et  la  conique  SIa  (Caspary, 
^  20),*)  Ces  deux  coniques,  par  la  possibilite  deehange  des  divers 
Elemente  qui  8*y  rattachent,  donnent  la  clef  de  la  correspondance  ci- 
^^8«U8  indiqnee,  pour  laquelle  j'emploierai  dorenavant  labreviation  (F); 
j®  d^ignerai  en  outre  les  triangles  A^A^A^,  Bi  B^B^, .  . .  par  la  notation 
»br^g^  A,  B, 


Conique  Oß  (ccrd^.  de  Bmmrd). 
La  conique  0«  est  celle  qui  est 
'^irconscrite  au  triangle  B  et  a  pour 
•^ntre  le  milieu  On  du  segment 
A  0;  eile  passe  par  les  points  X 
^^  0;  le  diamctre  XO  (diametre 
«^  Brocard)   passe  par  Dg 3.     La 


(r):  Conique  SIa- 
La  conique  SIa  est  celle  qui  est 
circonscrite  au  triangle  Jl  et  a  pour 
centre  le  milieu  SIa  du  aegment 
RS';  eile  passe  par  leg  pointa  B 
et  jlS;  le  diametre  ES  (diametre 
de  Ha)   passe  par  D^y     La  corde 


1)  J'avaie  eignald  cette  conique  Ua  dons  ma  brochure  de  1898  (La  dualit6, 
|.  14)}  eile  a  ^t^  rencontr^e  t^galement  par  M.  Jahnke  (Über  dreifach  etc., 


L.  "BaeMax 


conjuguee  de  BS'  menee  par  S 
coupe  la  conique  aux  meines  points 
i>3  et  D^.^)  —  La  corde  D^D^  a  . 
pour  pole  iin  point  Z  (Toir  n'8)^| 
J'appellerai  conique  S  la  coniqo^ 
homothetique  a  SIaj  circonsciite  ^ 
B]  eile  a  pour  centre  S. 


r 


corde  conjuguee  de  XO  raen^ 
parDja  coupe  la  conique  aux  points 
i)j  et  D^  [brocardiens  (points  de 
Brocard)  de  X].  La  corde  DgDg 
a  pour  pole  ud  point  W  (voir  n**  8). 
La  conique  Og  ent  homothetique 
a  la  conique  0,  circouBcrite  a  Ä 
et  ayant  pour  centre  0. 

V-  Le  point  tTintersedion  Ci  des  droites  Ä,X  et  B,G  est  situe  9ur 
la  droits  qui  passe  par  B^  ei  le  milieu  du  segment  B^Bi^)  et  sur  Iü  co- 
nique Oß. 

En   d'autrea   termes,  le   triangle  C  (second  tri  angle   de  Brocard) 
est    homologique    a    Ä    avec    centre     X    et   k    B   avec    centre  G  — 
(r):  Le  point  d'intersection  Ci  des  droit«s  BfR  et  Ä,G  est  situe  sur  Ja 
conique  ß^;  le   triangle  C  (second  triangle  de  SIa)  est  donc  homolo- 
gique ä  B  avec  centre  R  ai  h  A  avec  centre  G, 

V*.  La  polaire  de  G  par  rapport  a  la  conique  Oa  coope  la  coniqae 
0  au  point  R  et  en  un  second  point  B^  situe  sur  la  droite  GOtt^; 
le  second  point  d'intersection  de  GOr  et  de  la  conique  0  est  le 
point  N  diametralement  oppose  a  E  (point  de  Tarrtf).  —  (F):  La  po- 
laire de  G  par  rapport  u  la  conique  SIa  coupe  la  conique  S  au  point 
X  et  en  un  aecond  point  X(,  situe  sur  la  droite  GSIa;  le  ßecond  point 
d'intersection  de  G£Ia  et  de  la  conique  S  est  le  point  N',  diametrale- 
ment oppoae  (dans  eette  conique)  au  point  X. 

VI-  Les  triangles  A  ei  B  sont  triplemetü  homohgiques,  de  fa{M  9« 
les  droites  jä^J^i,  A^B^,  A^B^  coneottrent  au  point  D^  (reciproqne  de  X 
par  rapport  au  iriatigle  A)-,  les  droites  A^B^,  ^^i^t  ^s^i  ^'*  P^"'  ^> 
et  les  droites  A^B^,  A^B^,  A^B^  au  point  D^.  —  (T):  Les  triangles  B 
et  A  sont  triplement  homologiques,  de  fa^on  que  les  droites  BiAi* 
B^A^y  B^A^  concoarent  au  point  D^  ( reciproqne  de  R  par  rapport  an 
triangle  B);  les  droites  B^A^,  ^i^i,  -Br^i  ^^  point  D^  et  les  droit«« 
B^A^,  B^A^y  B^A^  au  point  i)g. 

VI*.  Les  triangles  A  et  D  sont  triplement  homologiques,  de  fa^on 
que  les  droites  A^^D^,  -^aA»  ^s-^s?  concourent  au  point  5^;  les  droite« 


1)  On  venra  plus  loin  pourquoi  D,  g'echange  avec  Bg,  et  Z),  avec  Z>,- 

2)  Cette  partie  de  la  propri^td  pourrait  &tre  supprimde  comme  Evidente.  1* 
droitCH  Bi  G  ^tant  lea  m4dianea  de  B^  B^  B^  (n*  8). 

3)  La  droite  importatite  RB^  est  l'axe  d'homologie  des  triangles  J!  «*  ^ 
comme  la  droite  XX^  est  celui  des  triangles  A  et  C'\  maie,  pour  abr^ger,  je  «op* 
prime  gyatömafciquement  la  coQsid<?ration  dea  axen  d'homologie,  bien  qu'elle  <fi^' 
daiBO  ik  im  grand  uombre  de  proprietes. 


Sar  quelques  nouveaux  tii^or^mes  relatiüs  au  triangle. 
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JjDj,  A^D^j  ^^s  *u  point  B^  et  les  droites  A^D^^  A^^s*  A^^i  au 
poiiit  B^.  —  (r):  Les  triangles  B  et  D  sont  h'iplement  homologiques, 
tie  fa^on  que  les  droites  Bil\,  B^IK^  -f^^s  concourent  au  point  Ar^ 
Iw  droites  ByD^,  ^i^\y  1^»^^  au  point  X  et  les  droites  B^B^j  J^sA* 
fi,/)j  au  point  A^. 

Remarques.  —  Des  correspondances  (F)  dans  les  propriet^s  VI  et 
VI»  resnlte  nettement  Techange  de  D^  avec  Dj,  Dj  avec  i),,  Z>^ 
»vec  Dj. 

Les  triADgles  A^  B^  D  sont  tels  que  deiix  quelconques  sont  tri- 
homologiques,  les  trois  centres  etant  les  sommets  du  troisieme  triangle. 
De  tels  triangles  sont  dits  complvmentaires  du  type  brocardieti  (E.  Jahnke, 
loc.  cit.). 

VI*'.  Le  point  Dj  est  l'intersection  des  droites  GDjj  et  EON.  — 
(r):  D  est  l'mtersection  des  droites  GD^g  et  XSN'  (V*), 

VI".  Si  l'on  designe  par  E^  lea  points  d'intersection  des  droites 
i.O  avec  les  paralleles  menees  par  les  sonunets  Bi  aux  cötes  BjtBt, 
Iw  droites  B.C\,  B^E^,  B,E^  conoourt'nt  aux  points  H,  (TV*).  — 
(0^  Si  1  on  designe  par  E'i  les  points  d'intersection  des  droites  BS  avec 
les  paralleles  menees  par  les  sommete  Ä^  aui  cötes  A^Äf,  les  droites 
AC]f  Ä^Eij  AtE'i  concourent  aux  points  Hl  (IV"). 

VI**.  Les  points  Ei  sont  eitues  sur  la  conique  Oh.  Les  triangles 
^  et  Ef  iiwcrits  a  Oß,  sout  homologiques,  le  centre  etant  sur  la  droite 
^ObN.  —  (F):  Les  points  El  sont  situes  sur  la  conique  SIa-  Les 
triangles  C  et  E\  inscrits  ä  Ä^,  sont  homologiques,  le  centre  etant 
n>r  la  droite  GSIaN\ 

VII.  Le  centre  de  gravUe  du  triangle  D  est  le  point  G,  centre  de 
ffrnviUi  des  triangles  A  et  B. 

Mn.  Si  Vtm  designe  par  Wi  les  points  d^intersectimi  des  droites 
•^ii),  et  A^D^,  les  droites  AiWi  cmtcourent  au  point  W^  pole  de  D^D^ 
P«r  rapport  ä  Ob.  —  (T):  Le^  droites  Bj^D^  et  B^D^  concourent  aux 
*«»i«s  points  W,,  et  les  droites  B,Wi  concourent  au  point  Z,  pole  de 
^iDf  par  rapport  ä  Sl^. 

Yni\  Le  point  Z  est  sur  les  droites  GOH,  D^^SR  et  D^W,  — 
(r|:  Le  point   W  est  sur  les  droites  GSH\  D^^OX  et  D^Z. 

IX.  La  droite  WX  passe  par  le  milieti  D^^  du  segtnoit  D^D^;  par 
«uite,  leg  pointa  W.  X,  iA^,  Oß,  0  sont  en  ligne  droite  (diametre  de 
"») —  (F):  Les  points  Z,  E,  Dy^^  Ü^,  S  sont  en  tigue  droite  (dia- 
»^  de'  Ä.,). 

IX*.  Si  Ton  designe  par  U,  les  points  d'intersection  des  droites 
y|i  Avec   les    cötes  A^Aij  les  trois  points  F,  sont  sur  une  droite  u 
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L.   RlPKBT; 


ü'i  les  pointa   d*i 


paseant  par  TF.*)  —  (F):  Si  Ton  designe 
eection  des  droites  Ci  W,  avec  les  cötes  B,,l 
Bur  ime  droite  «'  passant  par  i*. 

IX*.  Si  Ton  designe  par  Xb  et  Xc  les  centres  d'homologie  respec- 
tifs  des  trianglea  B  et  C  et  de  leurs  triangles  circonscrits  (par  rapport 
a  la  conique  Oß)y  ces  points  ßont  sur  la  droite  GR.  Le  point  Xa 
(ßoint  de  Lemoine  du  triangk  B)  est  en  oufcre  sur  la  droite  D^  WZ 
et  le  point  Xc  (potnt  de  Lemoine  du  trkimjk  C)  sur  le  diametre 
Xö  (de  Brocard).  Le  point  X-  est  le  pole  (par  rapport  ä  Ob)  de  la 
droite  x.  II  en  reaulte  que  les  trianglea  A  et  ('  ont  meme  droik  df. 
Lemoine.  —  (F):  Si  Ton  designe  par  It^  et  Rc  les  centres  dtomo- 
logie  respectifa  des  triangles  A  et  C  et  de  leurs  triangles  circonscrit« 
(par  rapport  ä  5Jj),  ces  pointa  sont  sur  la  droite  G  A",  le  point  /?., 
etant  en  outre  sur  la  droite  D^ZW  et  le  point  Rc  sur  le  diami-tre 
RS  (de  Sl^). 

X.  Si  Von  designe  par  L,  Irs  points  d'interst'ction  des  droiks  B^{\ 
et  BfCk  et  par  Xi  les  pointa  dlntcrsedion  des  droiks  AjcL^  ei  A,L,,  et$ 
poinis  Xi  soni  les  trois  poinis  associes  de  X  (par  rapport  au  triangle 
Ä).  —  (r):  Si  Ton  designe  par  Li  les  points  d*intersection  des  droites 
AtCl  et  A(Cif  et  par  Ri  les  points  d'intersection  des  droites  B,Ll  et 
BtL'tf  ces  points  R,  sont  les  trois  points  associes  de  R  (par  rapport 
au  tri  angle  E). 

X*.  Les  trois  pointa  Li  sont  sur  la  droite  RRq  (V).  —  (F):  U» 
trois  points  Li  sont  aur  la  droite  XX^  (V*), 

XI.  Les  droites  BiXi  passetit  par  les  points  Aui  par  suite  (I\'*), 
les  pointa  B,,  A^t  CK  X  sont  coUineaires.  —  (r):  Les  pointd  A, 
Bjttj  Sf  R,  sont  coUineaires. 

XII.  Si  Von  desigtie  par  F^  les  points  d'intersection  des  droites  il^C,  ti 
AiCtt  les  droites  F,G  sont  paralleles  anx  droites  B^X  et  atix  cvtes  AiAf 

—  (F):  Si  Ton  designe  par  Fi  les  pointa  d'intersection  des  droites 
BtCl  et  Bidif  lea  droiteg  FiG  aont  paralleles  aus  droites  AiR  et  am 
cotes  Bj^Bf, 

XIH.  Les  droites  A.F,  c-onemireni  üu  pvint  F  (anttcomplementairff 
de  X).  —  (r):  Lea  droites  B,Fi  conconrent  au  point  F'  (anticompl^ 
mentaire  de  R). 

XIV,  Ij€s  droites  C{Fi  coneourent  au  jmint  Q  (complementair©  de  X). 

—  (F):  Les  droites  CiFi  coneourent  au  point  Q'  (comp lern entaire  de  B). 

1)  Les  coordonn^en  baryceritriques  de  X  (5tant  (ofj,  cf,,  «,),  W  est  m» 
deujti&mo  potentiel  («f»  tr|,  a§).  La  droite  u  passe  aussi  par  le  troisifeme  potentkl 
fff'J,  a|,  «3).  Pour  (*noncer  la  propritH^^  correBpontiante  (T)  de  la  droite  m',  ü  f»» 
drait  donner  quelques  döfinitionfl  pr^limiDaircB  que  le  lecteur  trouvera  aiBÖmeat 


SuT  qaelques  noareaiix  th^oremeH  relatifa  au  triangle. 
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T.  Les  poinis  X,   G,  F,  Q  sont  sitnes  sur  la  meme  droif-c.  et  ih 
le  farrm  que  le  point  Q  est  Je  milieu  du  Segment  FX  et  h  segment 

G^  -GF '=  2GQ,  —  II  en  est  de  meme  (F)  pour  les  poiuts  U, 

>  ^t  Q*f  **•  ^^^  V^^^  übserver  que  cea  relations  sont  Celles  qui,  par 
ifinition,    existent  entre  tout  point  du   plan,    son   coraplementaire  et 

0  mticomplementaire. 
!VL — jLX,^  Pour  memoire:  les  propriiii's  etumc^es  par  M,  Caspary 

numt'ros  out  ete  reprtHiuiies  citlessus{n"*  11,1  V,  I V*^,  ctmiques  Ob  f't  SIa). 

,IX*.  La  conique  circonscrite  au   triangle  Ä  et  passant  par  G  et 

ime  hyperbole  ayant  son  centre  au  point  Q';  eile  est  eonjugii^e 

1  triangle  A^^A^^A^^,  complementaire  de  A,  et  ses  asymptotes  sont 
mjagn^  par  rapport  a  la  conique  ü;  eile  passe  en  outre  par  les 
lints  D^f  N,  Ä,  etc.  (hyperbole  de  Kiepert  de  A^A^A^).  — 
''l:  La  conique  circonscrite  au  triangle  B  et  passant  par  G  et  H'  (n*  IV") 
it  ane  hyperbole  ayant  son  centre  au  point  Q-  eile  est  conjuguee  au 
iwigle  B^^B^^B^^,  complementaire  de  B,   et  ses  asymptotes  sont  con- 

par  rapport  a  la  conique  S;  eUe  passe  en  outre  par  les  points 
;  0,  etc.  (hyperbole  Q). 

warque.  —  Lellipse  de  Steiner  du   triangle  B  coupant  la  co- 

Oß  en  X  (IV*),  le  point  X  est  le  point  de  Steiner  du  trianglü 

par   soite,  0  est  son  point  de  Tarry,     L'hyperbole   Q,  ainsi  de- 

par  les  points  B^^  B^^  B^  6r,  0,  est  donc  Vhyperhole  de  Kiepert 

iri&Dgle  -B;  eile  passe  notamment  par  le  point  //«,  anticompMmen- 

■  de   Ob  et   orthocentre    de    B.      Ses    asyniptotes    sont   conjuguees 

ftapport  a   la  conique  O^,  et  elles  le   sont  dejä  par  rapport  a  )a 

aiqne  Ua^  il  en  est  de  meme,  en  vertu  de  (f),  pour  les  asymptote§ 

ITiyperbole  Q'  de  A,    Donc,  les  hyperholes  de  Kiepert  des  triangU> 

»JB  sont  howothetiqtwSf   les   directions   coramunes    des   asympttii»?» 
Celles  des  droites  conjuguees   ä  la  fois  par  rapport  anx  coniqtM» 

■pupposons  maintenant  que  X  soit  K^  on  sait  (Neuberg  t*t  ißvl, 
fsBf  Paris,  1889)  que,  dans  tout  triangle,  les  axes  de  Steiner  moiA 
nÜeiea  aus  asymptotes  de  Thyperbole  de  Kiepert  II  en  i^tüw 
le  2es  eUipses  de  Steiner  deji  triatigles  A  et  B  ei  la  comgm  U>,  im¥ 
»»  orer  parallUes}) 

iftcbremes  prt^cedetds  —  c<mclut  M.  Caspary  —  *<  j»!  tmip^i 
si  Von  ediunge  A-  avcc  B-,  et  c/mseqitemment  JJß  mm-  M^  % 
etc.     C'est  bieu   le   principe  de   la   correepondiiiHir  7     ^ßt^  ^ 

8i  eet  demiers  r^aoltats  sont  nouveaux,  ils  MufJKmitüj 
Ddance  F. 
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vienB  de  developper  longiiement  et  dont  le  lecteur  peut  poursiairre 
Tetude  ä  volonte. 

Od  peut  allonger  indefiutment  la  double  liste  des  proprietes  qui 
precedent,  et  je  terminerai  par  Findication  de  quelques  directions  faciles 
ä  explorer.  J'ai  dejä  fait  observer  que  j'ai  laisse  de  cöt^  le  groupe 
dee  proprietea  provenaut  de  la  consideration  des  axea  d'homologip. 

Un  autre  groupe  important  resulte  de  rextension  de  la  notion  des 
points  inverses:  Les  coordoniiees  baryceiitriquea  de  X  etant  «,,  «„  i^ 
deux  points  (aTj,  x^,  x,^  et  x'i^  x^^  xi)   sont  dits  inverses  par  rapport  ü 

X,  s'ÜB  aont  li^s  par  lea  relationB   -^— ^  —  -'— ^  =  -^—^.    A  cette  definition 

analytique  correapondent  des  constructions  geom^triquea  (Voir,  par  ei, 
El  Progreso  Matematico,  1900^  p.  378).  Dans  T^tude  actuelle,  lespomto 
G  et  X,  Di  et  D^,  A  et  W,  i)„  et  S,  H  et  0,  B^  et  W„  etc.,  sont 
dea  pointa  inverses  par  rapport  ä  X. 

Le  centre  d'homologie  du  triangle  A  et  de  sun  ti-iangle  circon- 
BCrit  par  rapport  a  la  conique  ii.,  est  un  point  tres  important  F;  oe 
point,  son  inverse^  ses  associes^  les  droitea  qui  en  dependent,  etc-t 
donnent  Heu  ä  de  nombreuses  proprietes.  II  pennet  d'^tablir  an* 
correapondance  tres  interessante  entre  les  coniques  0  et  Ä^.  *) 

On  pent  aussi,  et  mSme  de  plusieurs  manierea,  etablir  la  correspoxi' 
dance  entre  les  coniques  0  et  0^;  j'ai  indique  la  base  de  «leui 
systemea  de  correapou dance  en  d^tenninant  (IX**)  lea  points  (deLemoiael 
Xu  et  Xc  des  triangles  B  et  C. 

TouB  les  tlieoremeB  enoncea^  etant  projectifa,  ont  des  correUtift' 
J'observerai   enfin  que   tous   ces  tbeor^mea   peuvent   subir  une  secondc 
generalisation,  ai  Ton  substitue  ä  la  droite  de  l'infini,  qui  est  la  droit* 
fondamentale  dans  lea  questions  oü  interviennent  des  droitea  parallele«) 
des  coniques  bomothetiques,  dea  centres,  des  miüeux  des  segments,  ett 
une  droite  fondamentale  arbitrairement  choisie  z/.    On  peut  alors  ga»^ 
raliser  et  dualiaer  meme  lea  proprietea  metriquea,  en  a'appuyant  sur  1« 
principe  de  l'invariance   du    rapport   anharmonique   (Voir  N.  A,  I^; 
p,  101  et  300). 

Paris,  19  decembre  1900. 

1)  Le  point  Y  est  celai  dont  le«  coordonn^ea  barycentriqöea  soot  «,0,-4» 
etc.  Les  couiquea  Oh  et  SIa  ont  pour  equationti  respectives  ^  J  «=  ü  rf 
^  g« «»  —  "I  ^  Q  g^j.  Ig  ^^fiini  i;  voir  notamtneut  E.  Lemoine  ♦  AFAS,  C•^ 
thage,  18ö6;  point  W). 


über  einige  Verallgememerungen  des  Permatschen  nid 
des  Wilsonschen  Satzes. 


Von  K.  Hensel  in  Berlin. 


^H    Der  sogenannte  WilBonsche  Satz,  oder  die  Congruenz: 

^P  1  ■  2  •  .  •  (p  -  1}  r=  -i  (mod.  p) 

i<ilirt,  dafs  eine  gewisse  symmetrische  Function  der  (p  —  l)'""  Dimen- 
sion TOD  den  \p  —  1)  modulo  p  inkongruenten  und  p  nicht  enthaltenden 
Zahlen  kongruent  (—  1)  ist.  Dieser  Satz  wird,  wie  ich  zunächst  er- 
wähnen möchte,  durch  ein  allgemeineres  Theorem  über  symmetrische 
Fanktionen  jener  Zahlen  ergänzt,  dessen  Beweis  ebenfalls  auf  der  That- 
»che  beruht,  dafs  jene  p  —  l  Zahlen 

(')  1,2,     ••••,    p-l, 

modulo  p  betrachtet,  eine  Gruppe  bilden,  dafa  nämlich,  wenn  h  irgend 

eine  Zahl  jener  Reihe  ist,  die  |>  —  1  Produkte 

IIa]  Ä,  2Ä,  ...•,  0-l)A 

fflodulo  p  den  Zahlen  (1),  abgesehen  von  der  Reihenfolge^  kongruent 
3iad    Es  besteht  nämlich  der  Satz: 

Jede  ganze  symmetrische  Funktion  einer  beliebigen  v^"^  Dimension 

der  Zahlen  (1)  ist  stets  durch  p  teilbar,  sobald  v  kein  Multiplum 

Ton  p  —  l  ist. 

Ist  nämlich  8^(1]  2,  ■  ,  p  —  1)  jene  Funktion  und  h  eine  der  p  —  1 
Zahlen  (1),  so  folgt  aus  der  örundeigenschaft  der  symmetrischen  Funk- 
^oen  und  aus  der  soeben  erwähnten  Gnippeneigensehaft  der  Zahlen 
(1),  dus: 

^»(A,2A,  ..-,  (p  -  1)Ä)  -  5.(1,  2,  .--,  f)  -  1)  -  rS.(l,  2,  •.•,!>-=  1), 
^  d.L  für  jede  der  p  —  1  Zahlen  k  besteht  die  Congruenz: 
(Ä*  -l)S,~0      (mod.  p). 

V  kein  Multiplum  von  p  —  \,  ao  ist  die  Differenz  /**  —  1  nicht 
jedes  h  durch  p  teilbar;  also  mufs  in  diesem  Falle  wirklich  5»  durch 
f  teilbar  sein,  w.  z.  b,  w. 
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äich 

I 


80  folgt  z.  B.,  dafs  alle  elomentowii  symmetrischen  Fuiil 
Zahlen  (1),  mit  Ausnabnie  der  letzten^  und  auch  dafs  alle  Polen 
.s,.  derselben  p  enthalten,  mit  Ausnahme  der  Summen  satp— $ 
gleich  p  —  1  sind,  u.  s.  w.  ^M 

Ich  möchte  aber,  und  das  ist  der  Hauptgegenstand  dies« 
auf  eine  andere  Klasse  von  Sätzen  hinweisen,  welche  darauf 
dals  man  die  (jr  —  1)  Zahlen  (1)  irgendwie  in  zwei  Abteilung 

{2)  tfi,  tij,  .-,  fl,,     und     h^,\,-'jK 

teilt    und    nun   die  symmetrischen  Funktionen  der  Elemente  1 
dieser  beiden  Klassen  mit  denen  der  anderen  Klasse  vergleich 

Es  sei  jetzt  nämlich: 
(3)  <jp  (-r)  =  {x  —  fli)  (j  —  o,)  •  •  •  (j-  -  «,,) 

das  Produkt  der  zu  «j,  ■  ■  >,  a,,  gehörigen  Linearfaktoren,  so 
grofse  Werthe  von  x  die  konvergente  Entwicklung 

wo  allgemein: 

a(Oi,  o,,  ••■,  «^} 

die  Summe  aller  Kombinationen   mit  Wiederholung  zu  je  P 
Elementen  «j,  o^,  •   •,  a^  der  ersten  Abteilung  bedeutet. 
Es  sei  ferner 

(5)  t{x)  =  {x-h^) {x  -  fc,) '•'{x  —  K)  =  x^~B^xy-^'\'B^x''- 

das  Produkt  der  zu  h^yh^j"-jh^  gehörigen  Linearfaktoren,  sJ 
allgemein 

Bk{h^f  Ky  •••,  fu) 

die  Summe  aller  Kombinationen  ohne  Wiederholung  zu  jel 
Elementen  der  zweiten  Abteilung  bedeutet.  Multiplizierd 
die  Gleichung  (4)  mit  .r^  -  *  —  1  und  beachtet,  dafs  für  die J 
plementären  Funktionen  (3)  und  (5) 

(6)  q> {x)  t (x)  =  xP-^  -  l    (mod.  p) 

isty  SO   ergiebt  sich,    wenn   man   auf  beiden  Seiten  von 
Primzahl  j)  absieht,  die  Kongruenz 

(7)  xfi>i^)  =  x^  {^'  -  B^x'-^  +  2?,.r^-» ±B,)^j 


+  •• 


+  C^_.i:4-((7,_,-l)  +  3Ll_^  + 


Da  aber  hier  bekanntlich  die  Koefiicienten  links  und 
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kongraent  sein  müssen,  so  ergeben  aich  durch  Koefficientenvergleicliung 
die  folgenden  Kongruenzen: 


(8) 


C,  =  +  B„ 


C,^^  =  C,  =  -VB, 


C,  =  ±B,,        C^-i  =  0, 


(mod.  p). 


M  I 

I 


h 


80 


Alle  diese  Relationen  können  wir  über  jetzt  in  die  eine  sekr  allgemeine 
Kongruenz  zusammenfassen  * 

(9J        C,  [a^  a„  .  ^  •,  a,)  -  (-  1/^  B,^  (b,,  b,,  ■  -  -,  & J       (mod.  ;>), 

tena  l^  den  kleinsten  Rest  von  l  modulo  p  —  l  bedeutet.    In  der  That 

ergeben   sich   die  Kongruenzen   der  ersten  Kolonne  in  (8)  unmittelbar, 

wenn  man  in  (9)  1  =  1^=1,  2,  •  •  -,  v  setzt,  aber  auch  die  der  zweiten 

Kolonne  folgen  aus  (9)  filr  i  =  ?(,  =  v  +  1,  v  +  2,  •  •  >  p  —  2;  in  der  That 

ist  ja  fär  ?  >  v  die  Summe  Bt  {b^,  •  ♦  •,  b^)  aller  Kombinationen  ohne 

Wiederholung    zu  je   l   gleich   Null;   weil  keine  einzige   solche  Kom- 

t'inatiüii  existiert.    Setzen  wir  endlich  B^^{h^f  h^^  ••-,  b^)  =  1,  so  ergeben 

s'cli  auch   die   Kongruenzen   der  dritten  Kolonne   für  2  =  p  —  1,  ]},  •  ■  - 

Es  gilt  also  der  allgemeine  Satz:  Teilt  man   die  p  —  1  Zahlen 

^^  "'i  P  —  ^  irgendwie  in  zwei  Abteilungen 

Ol,  "•;  üft     und     hyj  '",  &,, 

ist   modulo  p  die  Summe  C,  aller  Kombinationen  der  Elemente 

(^  ■•;  dfi)  mit  Wiederholung  zu  je  l  kongruent  der  Summe  (—  l)^Bj^ 

*ller  Kombinationen  der  Elemente  (b^^  -  ■  -,  b,)  ohne  Wiederholung  zu 

Jß    I^  mit  abwechselnden  Zeichen,  wenn  /„  den  kleinsten  Rest  von  l 

Modulo  j)  —  1  bedeutet;  hierbei  ist  speziell  JBp  —  1  anzunehmen. 

Dafe  die   Suramen  C^^i,  C^^i,  •",  Cp  —  i  und  diejenigen,   deren 

lniiices  um  Multipla  von  p  —  1  gröfser  sind,  durch  p  teilbar  sind,  hat 

vi%THt  Steiner  beobachtet  und   in   einer  Abhandlung  „Ein  neuer  Satz 

üwj*  die  Primzahlen",  Grelles  Journal  13,  356  bewiesen.     Im  nächsten 

™^de  hat  Jacobi  denselben  speziellen  Fall  unseres  Satzes  einfacher  be- 

*^^sen.    Der  allgemeine  Satz  scheint  jedoch  noch  nicht  bekannt  zu  sein. 
I       Für  ^  =  1  und  l  =  p  —  l  ergiebt  sich  speziell  aus  (9) 
l  a^-'-l     (mod.p), 

aUo  der  Fermatsche  Satz.     Für  ;*  =  1,  i  =p  -  2,  «^  =  1  folgt: 

i-C,^,(l)  =  (-l}p-^5^_,(2,3,  ..,p-l)  =  -(p-l)t(mod.pX 
*^  der  Wilsonsche  Satz. 

Endlich  möchte  ich   noch   eine  andere  Reihe  von  Relationen  an- 
?^D€n,  welche  zwischen  den  symmetrischen  Funktionen  der  beiden  Sy- 

•^«Wv  da  Mathemktik  und  Pbjiik.     m.  Beihe.    L  21 
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steine  (a^,  -  •  •,  a^)  und  {b^,  •  •  •,  fc,)  bestehen.    Entwickelt  man  nämlicli  auch 

den  Quotienten 


^—  nach    fallenden   Potenzen  von  x,   so    ergiebt  sich. 
genau  wie  in  (4)  die  Gleichung: 


(10) 


il,{x)        ^  ^   X   ^  jr«  ^ 


wo  allgemein  Dt  die  Summe  aller  Kombinationen  zu  je  k  mit  Wiede 
holung  der  Elemente  {\,  •  •  -,  fe,.)  bedeutet,  und  durch  Multiplikation  Jen 
beiden  Gleichungen  folgt  weiter: 


H 


;* 


0^+^ 


.tP- 


-1=^+,-^ 


1 


und  durch  Koeffizientenvergleichung  erhält  man  somit  den  Satz: 

Teilt  man  die  Zahlen  (1,  2,  -••,  p—  1)  irgendwie  in  die  beici 
Gruppen  (aj,  •  •  >  a^,)  und  {b^,  -  -  -,  h^),  und  sind  0,-  (%  •  •  ■  a^\  bzw.  D,  (^ir  *  *  »  ^  J 
die  Summen  aller  Comhinatiouen  mit  Wiederholung  zu  je  i  der  £IIe^ 

mente  («j^  •  •  -,  ö^,)  bez.  {b^^  -  •  -,  by)^  bo  läfst  jede  Summe: 

durch  p  geteilt  den  Rest  Eins  oder  Null,  je  nachdem  l  durch  p  —  I 

teilbar  ist,  oder  nicht. 

Aus  diesen  Kongruenzen  kann  man  in  bekannter  Art  die  Fmxk- 
tionen  JD^  durch  die  Summen  C'j,  Co,  ■  •  •  ausdrücken,  —  Ganz  analoge  Re- 
lationen gelten  für  die  elementaren  symmetrischen  Funktionen: 

Ai,  A^f    •  ,  Af,    und    B^,  jBj,    ••,  By 

jener  Elemente  nur  mit  dem  Unterschiede,  daü  die  entsprechend  ge- 
bildeten Summen: 

A;  +  A,^,B,  +  ...  +  A.Bi^t  +  Bt 

zwar  auch  für  ^  ^  1,  2,  .■  •,  ^>  —  2  durch  p  teilbar  sind,  aber  für  /^t^ 
(modulo  (/)  —  1))  durch  /)  geteilt  den  Rest  {—  1)  lassen.  Diese  Rela- 
tionen ergebeu  sich  unmittelbar  aus  der  Kongruenz 

q){x)if{x)  ^xP-^  —  1     (mod.  p) 

durch  Koeffizientenvergleichung. 

Berlin,  den  24.  Februar  1901. 


Principes  de  G^omötrografie  ou  Art  des  coastmctions 

göomötriq^ues; 

^^^^^^  Par  M.  E.  Lemo^e  a  Paris. 

^^^^^^^  Quelques  exemples. 

"Je  veus  seulenient  tlouer  cinq  constnictious  geometrografiques  coiiie 
'ei&ples  tres  simples  de  traces,  en  nxontrant  ä  leur  propos  la  fa^oo  de 
'«ircher  a  reduire  le  simbole.  II  est  d'aillears  evident  que  tout  trace 
'Onj^trografiqae  doit  etre  precede  d'iui  croquis  somaire  sur  lequel  on 
t»die  les  constnictions  pour  clierclier  le»  simplifications,  8*il  y  eii  a, 
Tordre    dans    lequel   doivent   s'executer   lea    coustructiona    —    qui 

Kpas  toujours  celui  oü  eles  se  presentent  dans  la  Solution  — 
reraplacer  souvent  les  constructions  geometrografiques  auxiliaires 
*  d'autres  non  geometrogratiques  mais  qui,  en  se  serrant  des  lignes 
ivl^  trac^  sxur  Tepure,  seraient  plus  simples,  etc. 

XXII.    Placer  les   deus   somets  inconuH  d'une  eiipse  dont 

conait  un  axe  AA'  et  tin  point  M.     Suposous  que  ce  soit  le 

axe  AA'=^2a  qui  soit  done;  il  faut  placer  les  extremites  jB  et  B' 

[petit  axe  BB'  =  2  b.     Cete  constniction  est  excessivement  simple, 

Ton    n'a    que    l'enibaras    du    cliois    des    procedes    pour   Texecuter. 

Ion    remarque    le    teoreme    suivant:    Lorsqu'ujie    droite    ßß'    de 

constante    a  —  6  a   ses    deus   extremites    ß   ei   ß*    sur   deus 

rectangulaires  ox,  oy  et  que   Ton  prend  sur  Me  un  point  M 

ae  ß'M  =  ü  (ß'M  —  ßM  =  'ß^ß  =  a  -  fc),  le  lieu  de  M  est  une 

qui  a  8on  g^nd  axe  AA'  =  2a  sur  ox,  son  petit  axe  BB'  =  2h 

et  son  centre  en  o,  on  voit  que  ce  teoreme  relie  immediate- 

lles  axes   et  la   position   d\m   point,   il  y  a  donc  graude  chance 

lue  Ton  en  de'duise  la  constructjon  geometrografique. 

lonstruction  geometrografique.)    Je  trace  la  perpendiculaire 

Imiüeu   o  de  AA'  {2J<,^  B^-\r  2C^  + 2C\),  je  trace  M{A6) 

\C^    qui  coupe  o\j  en   ß'  de  lautre  cote  de   AÄ  que  Jl/,   je 

V  (2i^  4-  i^)  qui  coupe  oA  en  ß^  Mß  est  la  longueur  du  \ 
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petit  axe,  je  trace  o(itf^)(3(7i  + Cj)  les  pomts  B  et  B'  sont  plam 


sur  öij  op.:  (4/?i+2J?a  +  8C\  +  4r3)  S.:  18;  E.:  12;  2  droites;  4  cercles. 
Ou    anrait 


une 


conatruction 


identique  en  utilisant  le  teoreme:  si 
/S'jä  =  ß  +  i,  et  que  ß' M  =  a^  on  a  3//^  =  h  etc.  Ou  peut  compam  ce 
simbole  avec  celui  de  constnictions  deduites  d'autres  Solutions  geometrique« 
evidentes.  Par  exemple:  eu  decrivant  la  circouferenfe  aar  AA'  come 
diametre,  en  joignant  le  point  B^  oü  la  perpendiculaire  au  milieu  tk  i 
^j4'  coupe  cete  circonference  au  point  Jtfi  oü  la  perpendiculaire  ahoisrfjH 
de  M  8ur  j4^'  coupe  cete  circonferenee  du  mt^nie  cote  de  AA'  qne 
ijf^;  puis  le  point  y  oü  B^M^  coupe  AA'  au  point  M\  My  coape  «5, 
en  ß,  pour  placer  B'  il  faudrait  eucore  de'crire  o  {o  B).  On  trouverait 
un  coeficient  de  aimplicite  28.  Ou  encore:  en  apelant  l,  m  les  coor- 
donees  de  31  par  raport  a  oXf  oy  on  deduit  de  l'equation  de  Felip 

h  =    .-, —  I ,  on  construirait  la  moyene  proportionele  k  entre  a  et  m, 


0  f-Jplaceml 


puis  y«*—  ^*=f*,  pais  la  troisieme  proportionale  -  et  enfin 

B  et  J?';  c'est  evidemment  encore  beaacoup  moins  simple  ä  trac«r,   ^| 

Remarque.  Les euonces geoiuetriques doivent toujours etre prÄriit 
mais  lea  enoncea  qui  ont  a  etre  traduita  geometrografiquement  par  »ne 
construction,  doivent  etre  precie  encore  dune  autre  maniere,  en  speci- 
fiant  tout  ce  qui  doit  etre  construit  et  rien  que  cela,  afin  que  Ion 
puisae  comparer  enti-e  eus,  sans  les  modilier,  les  siinboles  corespondantäiuie 
meine  question.  Aüisi:  Trouver  la  longueurdu  cote  d'un  triangle  equilaterul 
inacrit  dans  un  cercle  done  et  tracer  le  triangle  equüateral  inscrit  dans  ob 
cercle  done  sont,  pour  le  geometre,  deua  (piestiona  tout  ä  fait  equivalent«; 
en  geometrografie  la  premiere  a  pour  coeficient  de  aimplicite'  0  et  U 
seconde  15.  De  meme  la  question  que  noua  venons  de  traiter  n'eat  pa«l* 
meme  pour  le  r^sultat  geomiStrografique  que  cele-ci:  Trouver  la  loH' 
gueur  d'un  axe  d'une  elipse  conaisaant  l'autre  axe  et  un  point- 
11  fauilrait  arivor  a  tracer  Mß'  come  prec^demnieut  (4  /?^+  2  By\-  4  Cj +3(-3)« 
puis  tracer  M{3Iß){2C\  +  G,)  qui  placerait  M*  sur  Mß  de  Fautre  cot« 
de  31  que  ß^  et  /3il/'  serait  la  reponse  avec  16  de  siraplieite;  si  cetait 
le  I  axe  qu'on  avait  ä  construire,  Fenonce  devrait  spe'ciiier  J  axe  et  la 
reponse  31  ßj  obtenue  par  le  trace  de  Mß',  n'aurait  plus  que  13  com« 
coeficient  de  aimplicite. 

XXIU.    Tracer    la    bisaectrice    de    Tangle   de   deos  droit 
AB,  CD  que  Ton  ne  peut  prolonger  jusqu'a  leur  rencontre. 

Cfete  question  qui  se  presente  frequeniment  dans  les  aplicatioDß, 
trouve   traitee  dans  presque   tous   les   livres  classiques;   le  pro^J^e 
IW   done  ordrnairemeut  pour  le   trace,  est  le  suivant.     On  inene 
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pwpendiculaire  quelconque  EP  siir  ^^  et  iine  perpemlioulaire  quel- 

conque  FQ  sur  CD,  E  t^tant   sur  ÄBy   F  sur  CD,     Sur  ces  perpeu- 

dicuJaires»    dans    le  seus   convenable,   oii   prend  deus   longueurs  egales 

FH  ei  EG;  puis,  par  i/,  on  niene  ime  parallele  a  CD,  ei,  par  G,  une 

parall^e  a  AB'^  le  point  de  rencontre  M  de  cea  deus  lignes  est  un  point 

de   la  bissectrice  cherchee;  on  repete  k  nietne  constructioii  pour  obteuir 

im   atitre  point  31'  de  cete  bissectnce,  il  nj  a  plus  qua  tracer  MM''^ 

qnelqaefois,  come  dans  le  traite  de  MM.  Rouche  et  de  Comberousse 

par   exemple,  au  lieu  de  dire:  on  repete  la  meme  construction  etc. 

on    termine  ainsi:  En  prouaiit  deus  autres  longuenrs  egales  sur  EF  et 

^^f  OD  obtiendrait  un  second  point  3r  de  la  bissectrice  et  il  ne  restc 

qn'a  tracer  MM'.    C'est  evidemment  preferable,  mais  la  se  boment  les 

«iiiijilifications  essayees  et  on  va  voir  ce  qu'il  resterait  a  faire. 

II  taut  remarquer  qu'i!  ne  s  agit  pas,  dans  cet  exemple,  de  roipose 
w'iiiie  Solution,  mais  d'un  procede  de  trace;  on  y  saisit  donc  sur  le 
^f  la  fa^on  dont  les  geometres  ont  traite  jusqu'ici  la  question  des 
'fac^'s  qui  est  pour  les  modernes  (ele  ne  letait  pas  chez  les  Grecs)  le 
Wt  final  de  la  geometrie. 

Executons  rigoureuseraent  cete  construction,  en  ne  nous  scrvant  pas 
<iuaii(l  il  y  aurait  lieu,  des  tracee  geometrografiqueB.  Trace  de  i^JPetdei'^*^ 
(4ii,-f  2i?,  +  4Ci  -f  26*2  -f  ßQ);  pla^ons  7/ et  G  (2Cj  +  2CV);  tra^ons 
P«r  {?et^ les  paraleles  qui  plaeent  M  (AH^  +  27?^  +  lOQ  +  6 Cg)^  faisons 
J««  memes  constructions  pour  avoir  M'  (8  7;?^  +  47?^  -f  1 6  0^  +  2  C,  -|-  14  C^j ); 
^Ä^ns  MM'  (2R,  +  IL)  op.:  (lH7?i  +  ÖT?, -f  32C,  +  46^  +  28O3) 
(8.:  91;  E.:  54;  0  droites,  28  cercles). 

En  prenant  la  seconde  indication  qui  evite  le  trace  inutile  de  deus 
BouT^ee  perpendiculaires  k  AB  ei  h.  CD,  le  stmbole  serait  de  73 
•©ulcment. 

La  geometrografie  pousse  plus  loin  la  recherche  et  se  propose  come 
^ow?eaa  but  de  trouver  la  construction  la  plus  simple  en  ne  clian- 
8*«rl  pas,  d'abord,  le  principe  de  la  Solution;  ici  ce  principe  est  de  tracer 
■^  couples  de  droites  equidistantes  de  ^7?  et  de  CD,  les  couples  deter- 
mioimt  Tun  M,  lautre  il7';  on  peut  y  ariver  de  diverses  fa^ons  plus 
*>öiples  que  le  procede  que  nous  venons  d'analiser-,  celiii  qui  done  lieu 
•^  ßimbole   le   plus  reduit  me   parait  etre   le    suivant:    tracer  les    deus 
•^efce  JB(p),  F((>),  E  et  F  etant  respectivement  sur  ^J5  et  sur  CD 
(^<^,  +  2C,),  E(q)  coupant  AB  en  A  et  B,   F(q)  coupant  CD  en  C 
•t  D;  tracer   A{q'),   B(q^)   (2(7, -f  20j)   qui    coupent   E{q)   en    s,  t' 
^«   meme    cote'    de    AB   dans    rinte'rieur    de    Tangle;    tracer    C  (p'), 
^(pI  (2C^   -f  2Cj,)    qui    coupent    F(q)     en     <p     et    (p'    ^^^     mem«* 
^^  de    CD   dans   l'interieur   de    Tangle;    pendant    que   la  pointe    e»t 
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eil  Dj  tracer  D(g'*)  (Q)  qui  determine  95,'  sur  F(g)f  puis  C(p") 
(Ci  +  Ca)  qui  deteniime  tfi  siir  i^((>),  tracer  ^l(p"),  ^(9")  (2Ci-|-2Q 
qui  placent  f^,  f,'  sur  ii'(rt-  Tracer  ff',  (p(p'  (472,  -f  ^^^g)  qui  pUcent 
M,  fi«j\  gJi^?!  (4i?i  -f  2i?,)  qui  placent  Ji';  enfin  tracer  31 M' 
(2Ei  +  i?3)  op.:  (10i?i  +  5i?,+  7C'i  4-2C3  + 10(^);  S.:  34;  E.:  19; 
5  droites,  10  cercles. 

Enfin  come  but  final,  la  geometrografie  se  propose  de  clianger  s'il 
y  a  lieu  le  principe  de  la  Bolution  et  d'ariver  a  celai  qui  done  le  traoe 
le  plus  simple.  Apres  divers  essaia  voici  la  Solution  qne  nous  croyons 
la  meilleure.  Tracer  unc  paralele  AE  k  CD  par  le  point  vi;  une  per- 
pendiculau-e  ä  la  bissectrice  de  BAE  coupei^  CD  en  Z),  BA  en  5  et 
la  perpendiculaire  au  inilieu  de  BD  sera  la  droite  cherchee.  On  realise 
cel»,  au  mieus,  come  il  suit: 

(Construction  geometrografique.)  ^  C  etant  un  point  arbi— 
traire  de  CDy  je  trace  C{(f)  (C^-\-  C,)  qui  coupe  CD  en  Z),  AB  en  ^- 
Je  trace  A  (p)  (C^  +  Q)  qui  conpe  A  B  en  B.  Les  se ns  de  CD  et  d.< 
AB  etant  ceua  de  points  qui  s'eloigneraient  du  somet  de  l'angle  don^ 
Je  trace  D{q)  {G^-\-C^  qui  coupe  A{g)  en  E,  Je  trace  BEi2B^-\'li^ 
qui  coupe  CD  en  D\  Come  la  figure  AECD  serait  im  losang^ 
AE  serait  paralele  a  CD,  EAB  serait  isocele,  ainsi  que  BOD'  (0  eta.»! 
le  Bomet,  hora  de  Fepure,  de  BOD),  Je  trace  donc  la  perpendiculairtl 
au  milieu  de  BD'  {2R^  -f  /?,  -f  2Ci  +  2^5);  cest  la  droite  chercLe«; 
op.:  (4i?,  +  2i2j  +  46\-f  Cj-föCg);  S.:  16;  E.:  9;  2  droites,  5  cerclea 

Si  ABf  CD  sont  paraleles,  la  Solution  est  illusoire,  il  faut  tra^scr 
la  droite  egalement  distante  de  deus  droitea  paraleles  AB^  CD.   En  voici 
le  trace  geometrogi-afique.    Je  trace  ^4  (q)  (6!,  +  Cj)  qui  coupe  CD  en 
C  et  en  />;  au  moyen  des  2  cercles  C(Q)y  D{g)  (2  Q  +  2C^)  je  trace  la  per- 
pendiculaire au  milieu  A'  de  CD  {2Ii^  -\-  ifj).    Je  trace  A' (g)  (C,  +  Q) 
qui  conpe  A{q)  en  2  points  qui  donent  la  droite  cherchee  ^2 Ü^  +  Zii); 
op.:  (4J?i  -f  2^  +  3Ci  +  Cj  4-  4C;);  S.:  14;  E.:  8;  2  droites,  4  cercles. 

XXIV.  Trouver  deus  longueurs  conaissant  leur  some  BC 
et  leur  moyene  proportionale  i*. 

(Construction  haliituele.)  —  Sur  BC  come  cliameire  je  decri* 
nne  circonference  (2/i|  +  -Ra  +  46',  4-  3C3),  je  trace  la  taugente  en  B 
(Construction  classique  XV,  p.  105)  (67?,+  37?,+  Cj-f  C,)  sur  laquele  je 
prende  BD  =  1  (3  Q  +  C^),  par  1>  je  trace  une  paralele  a  BC  (con- 
struction classique  fran^aise XII,  p.  104)  {2R^~^  i?,-}-  5C^-f  SQ)  qui  coup* 
le  cercle  en  E  et  E';  j  abaisse  de  E  la  perpendiculaire  i?!'^  sur  BO 
(2B^  +  7?j  -f  3C\  -f  3  Ca),  BF  et  FC  sont  les  longueurs  cherch^es;  op^f 
(12 üj +  6i?j  4-  16C;  4- 1  KV);   S.:  55;  K:  28;   (J  droites,    11   cercle»- 

Si  nous  eiaminons  la  construction,  nous  voyous  que  le  trac^  <b 
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la  iaogente   en  ^  est   in  utile,   car,   pour    tracer   le  cercle  d^crit  8ur 

^C  come  diametre  notis  avons  eleve  ime  perpeudiciilalre  au  milieu   0 

de  Bi\  nous  pouvons  porter  eü  Ol)'  la  longueur  l  aur  cite  perpendiculairo, 

ou  bien  si  nous  ta-a<;on8  cete  tangente  il  est  inutile  d'abaisser  de  E 

une  perpendiculaire   sur  BC  puisque  les  2  longiieurs  cherchees  sont 

^£  et  DE']  mais  il   vaut   micua  ne  pas  tracer  cete  taugente  et  cnn- 

Biüre    geometrografiquement    ainsi    la    construction:    Sur    BC    come 

•liametre  je  decris  un  cercle  (2  B^  +  i?s  -f  "^(^  +  36V)  de  centre  0;  sur 

li  perpendiculaire  &  BC  menee  par  0  je  prends   OD'  =  1  (3C*i  -f  T',); 

fir  D'  je  trace  une  paralele  a  BC  (Construction  XII,  2**™'  geometro- 
ifique)  (2i2j -|- J^-f  4CjH-2C,)  qui  coupe  le  cercle  en  £;  je  reporte 
'/:en  01^  sur  BCi^C^-^C,);  op.:  (42?i +  21?,+ 14Ci+ 76^)  S.:  27; 
tl8;  2  droites^  7  cercles. 
Nous  pouvons  aler  plus  loin  dans  la  simplification  eil  montrant 
antre  procede  de  la  geometrografie  qui  est  de  voir  directement 
le  trace  lui-raeme  des  relations  qui  le  »iniplifient;  ainsi  le 
ffeuitat  fimal  c-onsiste  ä  placer  F,  or  si  nous  examinons  la  figure 
mD'EF  c'eet  un  rectaugle  dans  leqael  D'F=  OD*  =  OB,  donc  le  trace 
"5  cercle  dccrit  sur  BC  come  diametre,  celui  de  la  paralele  D' E  k  BC, 

ft  c^la  est   inutile,   il   sufit  de  placer  D'  et  de  decrire  D'  (OB)  qui 
pe  BC  en  F.     On  a  alors  la  construction  suivante. 
(Construction  geometrografique.)    Je  trace  la  perpendiculaire 
milieu  0  de  BC  {2B^  +  7?,  +  2C'i  +  2C3);  je  prends  sur  ele  OD' -  / 
(^Cj  +  Cj);  je  trace  D' {OB)  (26j  +  Cj)  en  ajant  eu  soin  pour  gagner 
^B  Cj  de   prendre   OB   dans  le  compas  pendant  que  sa  pointe  etait 
«  0  pour  placer  D':    op.:  (222^  +  ^  +  7C,  +  4Cj,);    S.:   14;  E.:   9; 

tdroite,  4  cercles. 
8i  Ton  pose  BC  —  a,   le  probleme   que  nous  venons  de  resoudre 
idujfc  Tequation  z'  —  ax  +  Z'  =  0  d'oü  a;  =  §  i  VT  ~  ^*  ®*  ^*  ^^^' 
"truction    geometrografique    que    nous    venons    d'exposer   se   deduirait 
ilUDJdi&tement  aussi   de   cete   valeur  de  x,   puisque   OB  =  ^  et  qu'il 

'»ot  T  ajouter  et  en  retrancher  1/^  —  ^*»  ©'»st  ä  dire  OF,  pour  avoir 

«  2  longueurs  qui  donent  la  reponse. 

tu  est  assez  rare  d'ailleiirs  que,  dans  une  question,  ce  soit  la  solu- 
ö  ajgebrique  qui  done  immediatement  la  construction  geometrografique. 
XXV.     Trouver  deus  longueurs  conaissant  leur  diference 
-ßC  et  leur  moyene  proportionele  /*. 

(Construction  habituele.)     Sur  BC  come   diametre   on   de'crit 
^  ettcle,  en  jß  on  eleve  une  perpendiculaire  AD  =^  ^  »  ^^y  ^^  Joint 
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E.  Lbmoike: 


1 


D  au  centre  0  du  cercle,  lequel  est  coupe  par  0I>  en  ^  et  P.    Les 

deuB   longueurs    clierciiees   sont  DJ?,  DF.     Cete  construction,  loenee 
geometrografiquemenfc,  &  pour  simbole  op.:  {6i?j  -f  Sifj  -\-^C^-\-  6C,)^ 
S.:  24;  E.:  15;  a  droites,  6  cercles. 

(Construction  geometrografique.)  —  Je  trace  une  perpei^ 
diculaire  sur  le  rnüieu  0  de  BC  (2i?j  +  i?,  +  gCj  +  2C^)  et  je  prent^ 
sur  ele  OG  =  i  (3Ci  -f  Q;  je  trace  C{CG)  (2C,  +  C3)  qui  coupe  Ä^ 
en  fi  et  en  II\  OH  et  Oi/'  sont  les  deus  longueurs  chercheee.  0^,. 
{2Ii^  +  JJj  -f  7Ci  +  4C3);  S.:  14;  E.:  9;  1   draite,  4  cercles. 

XXVL  Construire  la  moyene  geometrique  entre  deng 
droites  plaeees  ÖA^  OB  (Construction  geometrografique). — 
Ce  Probleme  qm  consiste  ä  porter  sur  la  bissectrice  de  Tangle  BOA 
une  longueur  egale  ä  la  moyfene  proportionele  entre  OA  et  0  B  se  prä- 
sente souvent  dans  les  aplications  et  on  en  a  done  de  nombreuses 
Solutions,  nous  mentionons  ici  seulement  cele  qui  nous  a  amen^  a  la 
construction  geometrografique, 

(Construction  geometrografique).  —  OA  etant  la  plua  peüte 
des  longueurs  ÖA^  OB  tra^ons  Ö{ÖB)  {2C^  +  C,,)  qui  coupe  OÄ  en 
C  dans  le  sens  OA,  puis  sans  deranger  recartement  des  branclies  du 
corapas,  en  nous  servant  de  ce  cercle,  tra^ons  la  bissectrice  de  l'aügU 
A 0B{2Ei  'j-E^-h2C^'\-2 C3);  tra^ons  A{OB)  (C,  +  C,)  qui  coupe  OA 
en  D  au  delä  de  0  dans  le  sens  A  0;  tra^ons  D{OB)  (Cj  +  Q)  qui  coap« 
en  E  le  cercle  C{OB)  dejä  trace.  En  se  reportant  a  la  construction 
gÄ>metrografique  XX  on  voit  que  OE  est  la  moyene  proportionale 
entre  OA  et  BA  ou  OB.  Tra^ons  0{0E)  (2C,  +  Cj)  qui  coupe  li 
bissectrice  de  AGB  eu  y  dans  l'angle  AOBj  et  en  y';  y  est  le  point 
cherche,  y'  corespond  a  la  moyene  geometrique  entre  0^  et  —  OB. 
Op.:  (2jRi  +  i^  +  8C1  +  6Cs);  S.:  17;  R.:  10;  1  droit«,  6  cercles. 


Simbolea  de  divers  iustnimente  seit  pratiquea,  aoit  idöaus. 

La  Georaetrografie  canonique  est  edifi^e  ä  l'aide  des  seuls  simbolea 
que  nous  avons  consideres,  mais  son  essence  speculative  a  permis  ce- 
pendant  ä  la  pratique  du  trace  de  profiter  de  ses  enseignements,  de 
Sorte  qu'il  est  tont  naturel  d'etendre  la  meto  de  qu'ele  indique,  a  tous 
les  cas  de  cete  pratique.  D'ailleurs,  meme  dans  les  principes  que  non« 
avons  exposes,  nous  n'avons  pas  perdu  de  vue  son  utilite  concreto;  ^ 
exemple,  dans  le  cas  suivant:  En  ne  considerant  que  son  cote  specu 
latif  nous  avons  pris  lea  deus  simboles  dif^rents  Cj  et  C,  parce  qu'ü 
est  speculativement  tout  ä  fait  diferent  de  raetre  une  pointe  en  uB 
point  place  ou  de  la  m^tre  en  un  point  indetermin^  d'une  ligne  trac« 
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ne  ri,  an  point  de  vue  pratique,  cea  simboles  eussent  pu  etre  reunis  en  C\ 
listmction  n'ofre  cependant  aucun  ineonTement,  C'est  encore  sur  le 
speculatif  que  üous  nouB  somee  apiiye  poiir  admetre  qu'il  n'y  avait 
employer  qu'un  seul  simbole  Q  pour  metre  une  pointe  en  um  point 
bce,  que  l'aatre  pointe  soit  libre  ou  qu  ele  soit  dejä  placee  en  un  autre 
jint;  de  sorte  que  tracer  successivement  les  deus  cercles  0(0 Ä\  0(0 B)  est 
ttpte  (2  Ci -f  t\)  ponr  0(0 A)  plus  (C\  +  0^  pour  0{OB)j  ce  qui,  du  reste, 
f  &it  en  pratique  si  Ton  ne  sooleTe  pas  de  Ö,  la  pointe  quand  ou 
irace  le  premier  cercle.  Speeiilativement,  noua  devrions  de  meme 
»mpter  {3/i|  -f  SJR,)  pour  tracer  successivement  les  deus  droitea 
\j4.,  0B\  mais  come,  en  pratique^  il  est  absolunieut  impossible  de  main- 
■r  le  bord  de  la  regle  en  0  quand,  apres  avoir  trace  OAj  on  la  de- 
fice  pour  tracer  OBy  nous  serions  conduits  a  une  couvention  absurde 
^  c'est  en  nous  apuyant  sur  le  cote  pratique  rete  fois,  que  nous  comp- 
^8  (47?^  4-  27?j)  pour  tracer  OAj  OB  exactement  come  pour  tracer 
OA,  O'R 

Les  trac^s  pratiques  deriyant  de  la  geometrie  canonique  s'efectuent 
rent  en  employant  l'equcre  pour  mener  des  paralelea  ou  des  per- 
a  des  droites  doneea,  tlissimulant  ainsi  1 'Intervention  neces- 
speoulativement,  du  cercle  dans  ces  Operations.  Tout  ce  qui  est 
lire  a  laplication  de  la  metode  geometrografique  a  Tequere  sera 
rqoand  nous  aurons  done  lea  simboles  relatifs  ä  l'^quere  et  que  noua 
;  aurons  apliques  a  etahlir  le  simbole  des  deus  seules  constnictions 
ciales  qu'ele  permet  d'executer, 
Les  Operations  (/?,)  et  (Ti'j)  de  la  regle  conservent  le  m&me  nom 
od  h\e»  sont  faites  avec  l'equere;  cependant,  maia  uniqnement  pour 
Utrer  ä  vue  du  simbole  final  d'une  constniction,  quel  y  a  ete  ä  peu 
le  role  de  lequere,  nous  accentuons  (B^)  et  ecrivona  (/i*i);  nous 
ntuons  alors  aussi  le  (i?j)  de  la  regle  quand  il  va  servir  immedia- 
^nient  ä  une  Operation  faite  avec  l'equere;  ces  specifications  sont 
«»üleurs  d'importance  tres  secondaire.  L'equere  ^tant  apujee  sur  la 
%le,  nous  apelons  (E)  l'operatiou  qui  consiste  a  faire  güaser  l'equere 
la  regle  jusqu'ä  ce  que  le  bord  de  Fequere  le  long  duquel  on 
tracer  la  droite,  passe  par  uu  point  place.  C'est,  en  defimitive,  le 
simbole  special  a  l'equere. 

H  y  a  «ne  Operation  que  Ton  fait  souvent  avec  la  regle  ou  avec 
tiPre  dans  les  traces  qui  adraetent  ce  deniier  instniment,  c'est:  metre 
ord  de  la  regle  ou  de  l'equere  en  coincidence  avec  une  droite  tracee, 
Qous  rassimilons  ä  faire  passer  un    bord   de  ces   Instruments  par  deus 
Ate  places   et  nous  comptons  {2E'^).     Cete   Operation  n'est  jamais 
dana  la  G^m^trografie  canonique. 


sao 


E,  Lemoixe; 


P 


Par  UQ  point  A  tracer  une  paralele  ä  une  droite^C.  Soit 
6  le  Bomet  de  Tangle  droit  de  l'equere,  t  et  r'  les  extremites  de  Tipot»?- 
nuse.  Je  place  6t  en  coincidence  avec  BC(2Bl).  Je  plaque  la  regle 
Bur  tt'  (cete  maiKBUvre  na  pas  de  sirabole,  ce  n'eet  pas  ime  Ope- 
ration proprenient  dite,  il  n'y  a  pas  plus  de  raisons  poor  lui  en  doner 
un  que  d'en  doner  un  ä  la  manopuvre  qui  ecarte  ou  raproclie  arhi- 
trairement  les  branches  du  compas,  ou  qui  pose  sa  pointe  n'import*  oii 
sur  1  e'pure);  je  fais  glisser  l'equere  siir  la  regle  jusqu  a  ce  que  (fr  passe 
en  Ä(E')j  je  trace  la  droite  cherchee  le  long  de  tfr(i?j).  Op: 
{2R[-\-  E-^-  B^);  Siinplicite:  4;  Exactitude:  3;  1   droite. 

Par  un  point  A  tracer  une  perpendiculaire  ä  BC. 

On  arive  a  vm  simbole  identique  op. :  {2R^•\~  E  -{-  M^). 

Tracer  un  angle  droit. 

On  ne  peut  pratiqoement  tracer  une  droite  le  long  de  ffr  et  un« 
droite  le  long  de  6t'  parce  que  le  somet  de  1  angle  droit  serait  fort 
mal  determine  ainsi;  on  evite  la  dificulte  en  plaquaut  la  regle  contre 
tt\  en  tra^ant  Gt  (-Bj),  puis  faisant  arbitraireraent  glisser  IcfiuiTe 
le  long  de  la  regle  dans  le  sens  oö  (fr'  coupera  la  droite  <Jt  tracee,  enfin 
tra^ant  tfr'  dans  Ba  nouvele  position  (i2j),  en  tont  op.:  (2i2,).  Ce  braoede 
simpiicite  2  na  pas  de  coeficient  d'exactitude,  ele  ne  depend  que  de  r^le 
de  l'equere.  Nous  renvoyons  pour  plus  de  details  sur  la  Geoiurtro- 
grafie  des  constmctions  avec  lequere,  a  no8  memoires  de  rAssociatioD 
fir{ui9aiBe  pour  1' Avancement  des  Sciences,  Congres  de  Caen  1894  (cclui 
ci  particnlierement  pour  Faplication  ä  la  Geometrie  descriptive),  a  ootw 
travail  des  R^cueils  „Scientia",  au  memoire  du  Congres  de  Bologne  1899, 
Comparaison  geom  etrografique  etc. 

Si  Ton  se  sert  du  compas  de  proportion^  on  admetra  les  simboks 
ordinaires  du  compas  avec,  en  plus,  le  simbole  (G)  par  exemple  qQi 
indiquera  la  mise  au  point  du  compas  de  proportion  pour  doner  U 
reduction  voulue. 

Monsieur  Hilbert  dans  un  admirable  memoire  publie  a  propos  «1« 
rinauguration  du  monument  de  Gauss  et  Weber  ä  Göttingen  a  im»' 
gine  de  distinguer  des  autres,  ceus  des  problemes  de  la  Geometrie  canoniqu"^ 
de  la  regle  et  du  compas  qui  peuvent  etre  constniits  au  moyen  de  I« 
regle  et  d'un  instrument  ideal  qu'il  apele  „Streckenübertragcr"  ^ 
ne  conserverait  du  compas  que  la  propriete  de  prendre  la  long^f^*^ 
d'un  Segment  de  droite  et  de  la  transporter  sur  une  antre.  Poiir  afl"- 
liser  les  constructions  faites  avec  cet  instrument  on  n'a  qu'a  adopt^f 
pour  designer  ropemtion  qu'il  permet  le  simbole  (tf)  repre'sentÄflt 
(3Ci  +  Cj)  ou  (ät;  4-  f.\  4-  Cj).  Le  simbole  gene'ral  d'une  constructioü 
feite    avec    le    Streckenübertrager   sera  donc    Op.:   (l^B^  +  l^ E^ -^^  s^l 
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pour  revenir  au  simbole  de  la  geometrografie  canomque  ordinaire 
i  n'a  qu'ä  y  remplacer  {&)  par  (3C;  -{-  C^)  ou  (2C^  +  C,  +  C^). 

La  Geometrografie  est,  on  le  voit,  une  me'tode  generale  fort  large 
li  n'est  pas  forcement  bornee  au  simholisrao  que  nous  avons  adopte. 
nacun  peut  meme  modifier  ä  son  gre  lea  eonveutioas  proposees  generale- 
lent  une  Ibis  pour  toutes,  afin  que  les  geometres  puissent  se  com- 
rendre  dans  ce  domaine;  U  sufit  de  prtwenir  de  la  modificatinn  qu'on 
iopte  dans  l'exemple  que  l'on  traite.  Äiusi  ü  est  conveuu  que  le 
sceur  en  Geometrografie  n'a  qu'un  seul  compas,  mais.  ü  y  a  des  cas 
1  la  construetiou  peut  se  eimplifier  not abl erneut  si  Ton  en  a  plusieurs, 
iLT  exeniple  loraque  des  cercles  de  rayon  diferent  doivent  etre  alterna- 
ement  traces  plusieurs  fois,  pulsque  Temploi  d'autant  de  c^mpas 
'il  y  a  de  rayons  eviterait  de  repreiiflre  la  longueur  du  rayon  entre 
branches).  Dans  ce  cas  on  peut  doner  le  simbole  reduit  en  pr^ve- 
nt  qu'il  exige  Temploi  simultane  de  tant  de  compas. 

n  reeulte  des  etudes  precedent^s  qu'il  y  a  deus  simplicites  tres  distinctes 
csonsiderer  dans  dmque  question  de  Geometrie:  P  la  simplicite  de- 
Ctive,  cest  ä  dire  la  simplicite  de  la  demonstration,  la  seule  qu  i  ait  ete 
«iment  consideree  jusqu'ici;  2*  la  simplicite  du  trace  efectue.  Pour 

premiere  les  geometres  n'onfc  rien  it  modifier  ä  leurs  errements,  maia 
tv  la  seconde  tout  e'tait  ä  fiiire.  Quand  un  geometre  disait:  voici 
pB  construetiou  simple,  cela  voulait  dire:  simple  ä  enonc«r,  rien  de 
tu;  une  construction  plus  simple  qu'une  autre  etait  une  constniction 
ÖS  simple  ä  faire  comprendre  et  ä  expliquer.  L'idee  geomotrografique 
^it  si  pen  dans  le  courant  de  la  conaissance  que  nul  ue  s' etait  arete  a 
udier  un  trac^  en  lui  meme  et  que  les  afirmations  lea  plus  fausses  au  sujet 
*  constructions  etaient  faites  meme  dans  les  Elements  de  geometrie  oü 
»  constructions  sont  simples;  nous  en  avons  cite  quelques  exemples^ 
to  exemple  la  constniction  X,  et  Tapreciation  relative  des  aim- 
icites  des  3  constructions  classiques  de  la  moyene  proporti  on^le  entre 
*u«  droites  donees  etc.  S'il  en  etait  ainsi  dans  les  Elements,  a  plus 
>li«  raison,  entre  les  geometres,  le  niot  de  construction  simple 
a?ait  ancun  sens,  et  Ion  n avait,  d'ailleurs,  point  de  critere  pour  lui  en 
•^ocr  an.  La  construction  de  Bobillier  et  Gergonne,  pour  n'en  eiter 
'Jun  oxemple,  da   celebre   probleme  d'Äpollonius  (cercle  tangent  ä 

cercles  doues)  etait  imiverselement  citee  come  la  plus  simple;  c'est  de 
'Hucoup  la  plus  compliquee  de  celes  que  j'ai  examinees.  Le  sujet 
'*^je  traite  est  donc  absolument  vierge  et  aucune  recherche  y  tenant 
''  pres  ou  de  loin,  ne  la  eneore  efleure  a  raa  conaissance;  c  est  d autant 
'w  slngulier,  come  je  le  constatais  en  comen^ant  cet  article,  que  le 
•fobleme  a  ete  pose  pour  ainsi  dire  netement  par  Tillustre  Steiner, 


832  ^-  Lemoote: 

qui  a  explore  tous  lea  domaines  de  la  geometrie,  daus  im  passag«  <\w 
je  Tals  citer,  mais  la  tradition  de  pure  logique  des  Grecs,  ipnotisait 
juBqu'aiiB  modernes  heritiers  de  leur  metode  et  persone  n'avait  remarqot" 
ce  passage  pour  ce  qu'il  valait-  c'est  M.  L.  Gerard,  professeur  au  Lym 
Charlemagne  ä  Paris  qui  me  l'a  aignale,  il  y  a  trois  ans  environ. 

„Es  scheint,    dafa   man   im  allgemeinen    bis  jetzt    noch  zu  vrenig 
Sorgfalt  auf  die  geometrischen  Gonstniktionen  verwendet  habe.    Die  her- 
gebrachte von  den  Alten  uns  überlieferte  Weise,  wonach  man  nämlich  Auf- 
gaben alfl  gelöst  betrachtet,  sobald  nachgewiesen  worden,  durch  welche 
Mittel  sie  eich  auf  andere  vorher  betrachtete   zurückführen  lassen,  ist 
der  richtigen  Beurteilung  dessen,  was  ihre  vollständige  Lösung  erheischt, 
sehr  binderlich.      So    geschieht  es    denn  auch,    dafs    auf   diese   ^Vcise 
häufig  Gonstruktionen  angegeben   werden,  die,   wenn   man  in  die  Not- 
wendigkeit  versetzt  wäre,  alles,   was  sie  einschliefsen ,    wirklich  und 
genau  auszuführen,  bald  aufgegeben  würden,  indem  man  dadurch  sich 
gewifa  bald  überzeugen  mUfste,  dafs  es  eine  ganz  andere  Sache  sei,  üf 
Gonstruktionen  in  der  That,  d,  b.  mit  den  Instrumenten    in  der  Hand, 
oder,  um  mich  des  Ausdnickes  zu  bedienen,   blol's   mittelst  der  Zange 
auBzuilihren.     Ea   läXat  sich  gar  leicht  sagen:  ich  thue  das,  und  dann 
das,  und  dann  jenes;  allein   die   Schwierigkeit,   und  man  kann  in  g^ 
wissen    Fällen    sagen,    die    Unmöglichkeit,    Gonstruktionen,    welche  iß 
einem  hohen  Grade  zusammengesetzt  sind,   wirklich  zu  vollenden,  ver 
langt,  dafs  man  bei  einer   vorgelegten  Aufgabe  genau  erwäge,  welches 
von   den  verschiedenen   Verfabren   bei    der   gäuzlichen   Ausführung  das 
einfachste,  oder  welches  unter  besonderen  Um  stünden  das  zweckmäfsigst* 
sei,  und  wieviel  von  dem,  was  die  Zunge   etwas  leichtfertig  ausführt, 
zu  umgehen  sei,  wenn  es  darauf  ankommt,  alle  übertlüssige  Mühe  n 
sparen,  oder   die  gröfste  Genauigkeit   zu  erreichen,  oder  den  Plan  ida» 
Papier)»   worauf  gezeichnet  wird,    möglichst  zu   schonen,   u.  s.  w.    Es 
käjne  also  mit  einem  Worte  darauf  an:  „zu  untersuchen,  auf  welche 
Weise  jede  geometrische  Aufgabe  theoretisch  oder  praktisch 
am  einfachsten,  genauesten  oder  sichersten  construirt  werden 
könne,  und  zwar   1)  welches   im   allgemeinen,  2)   welches  he* 
beschränkten   Hülfsmitteln   und   3)   welches  bei  obwaltendex* 
Hindernissen   das  zweckmäfaigste   Verfahren  sei".     (Steine*'» 
Gea.  W.  I,  509, 510). 

C'eat  le  programe  complet  de  la  Geometrografie  et  je  suis  charnti* 
que  le  profond  gcom^tre  nie  Tait  laisse  ä  remplir. 

II  3^  a  des  questions  qui  n'ont  pas  de  Solutions  geometrografiqc*-^* 
generales,  ce  sont  celea  dans  lesqueles  s'introduit  Tidee  de  nomh«^ 
de   faifon    ä   faire   dependre    la   Solution,   d'im   probleme  d'aritmolö^^ 
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m encore  r^olu.  Par  exemple.  Conatruire  (avec  le  compaa  et  la regle) 
le  longuenr  nl,  l  etant  uue  longueur  donee  et  n  un  nombre 
itier.  On  peut  cliercher  une  constmction  geometrografique  pour 
aqne  valenr  particuliere  de  h,  mais  üon  une  metode  s'apliquaut  quel  qae 
it  tt.  La  fiulution  dependrait  de  cete  queetion  posee  par  M.  le  Pro- 
iseur  Dellac  et  qui  ne  parait  pas  resohible  dans  lefcat  actuel  de  la 
ience  des  nombres:  Quel  est  le  uombre  minimum  de  niultipli- 
itions  necessaires  pour  elever  uii  nombre  Ä  k  la  puissance 
t  C^te  question  generale  de  geometrografie  a  eu  pour  moi  une  im- 
itance  capitale  car,  ä  Oituse  d'ele^  j'ai  etd  bien  pres,  au  nioraent  oü 
lee  de  la  Georaetrografie  ra'etait  venue,  de  nen  point  poursuivre 
tQde;  le  probleme  de  la  multiplicatiou  d'une  tougueur  s'etait  natu- 
lemeut  pose  des  le  debut  et,  ne  pouvant  le  resoudre,  j'avaia  ete  tente 

condure  que  mou  idee  ne  pouvait  avoir  de  portee  et  de  men  tenir 

ayant  d  avoir  reflechi  a  Fordre  exceptionel  des  dificultes  qu'il  presentait. 

Je   veus  encore  dire  quelques  mots   au    aujet  de  la  facilit^  d'in- 

xluire  la  Geometrografie  daiia  renseigoement  meme  trea  olementaire. 

ne  Bxiis  poiut  professeur  et  je  ne  puis  parier  que  d'apres  Texperience 
«  aatrea,  mais  il  parait  qu'en  rintroduisant  par  la  definition  des 
nboles  en  meme  temps  que  l'on  dessme  lea  droitea  et  les  cerclea 
i  Premier  trace  tjue  le  professeur  explique,  ele  entre  immediatement 
m  l'esprit  dea  elevea,  qu'Us  s'amusent  ä  la  recherche  de  simbolea 
U8  simples  que  ceus  trouvea  par  leurs  camarades,  etc.    ün  professeur 

ajouite,  en  m'ecrivant^  qu'un  de  sea  elevea  qui  paraissait  tout  a  fait 
^bele  a  la  Geometrie,  s'etait  interesse  a  son  etude  par  c^te  voie  et 
QU  etait  de  venu  Tun  dea  meilleurs  de  sa  classe;  il  estimait  aussi, 
ü'iicun  eiercice  n'eat  preferable  pour  developer  sana  fatigue  l'esprit 
e  remarque,  le  goüt  de  recherche  des  comen^jants,  pour  leur  aprendre 
joüter  le  plaisir  de  trouver  quelque  ebose,  que  les  problemee  de 
neb-ografie  qui  se  poaeat  avec  chaque  constmction. 

[Quelques  oonatructions  g^omätrograflques  soit  oanoaiques,  soit 
avec  räquöre,  k  reoherolier  come  ezeroioe. 
Le  nombre  qui  est  a  la  fin  de  1  enonce  designe  le  coeficient  de  sim- 
pWite  de  la  constniction  canonique  de  ce  probleme  que  je  regarde  come  la 
'^atmction  geometrografique,  jusqu'ä  ce  que  l'on  en  ait  trouve  une  plus 
KiDple,  a'il  y  en  a^  ce  qui  est  tres  posaible,  au  moins  pour  quelques  unes. 
1-  Ktant  done  un  triangle  ABC  et  un  point  M  de  sou  plan,  mener 
__J^*deia8    transversales  reciproquea    passant  par   ee  point.*)  —  43. 

^)  Je  rapple  que  den«  transverHales  r»tciproqaes  coupent  lea  cot^s  d'un  triangle 
^iMSpointe  sirndtriques  par  raport  ans  milieua  de  cea  cott^M, 
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£S.  Lmonra: 


Etant    done    im    ti'iangle    ABC    trouver    une    longueur    egale  a 

d  =  4Ii-^  r  ou  ä  d„  =  4R  —  r^,    B, r,  ra  sont  les  rayons  des  cercles 

circonscrit,  inscrit  et  exinscrit  tangents  ä  BC.  —  31. 

Etant  done  im  triangle  ABC  ti'ouver  une  lougueur  dont  le  carre 

8oit  BÖ»  +  CÄ^  +  ÄBK  ^  lö. 

^itant  donees  3  lignes  /,  m^  n,  trourer  une  ligne  dont  le  earr^  soit 

P  +  »!*  +  »».  —  24. 

Placer  dans  uu  triangle  ABC  le  point  dont  1«6  coordoneea  normal^a 

sont  b^  -  f\  c^  -  a\  a^  ~  h\  —  38. 

Les  longiieurs  a,  a\  h,  h\  r,  c'  etant  donees,  trouver  des  longueui 

X  et  y  teles  que  Ton  ait:  ax  -\-  by  =  r*,  a'x  +  h'y  =  c'^.  —  64. 


1.  Etant   donee   une  parabole  par  deus  tangentes  TAj  TB  et  par  les 
points  de  contact  ^  et  I?  placer  le  foyer.  —  18. 

8.  Placer  sur  une  droite  tracde  et  dont  les  points  A  et  B  sont 
le  point  M  de  %on  que  Ton  ait:   MA'  —  MB^  =  /*,   /  e'tant  xa» 
longueur  donee.  —  18. 

9.  Placer  le  centre  de  gravite  du  perimetre  d'uu  triangle  ABC.  —  "23. 

10.  On  done  deus  couples  de  droites:  T*  AB^  A'B',  soit  M  leor  pomt 
de  coneoui-s^  2°  ACf  A'C\  soit  N  leur  point  de  concours,  tracer 
MN  en  suposant  que  les  points  31  et  N  sont  hors  de  la  feuille 
de  dessin.  —  23. 

11.  On  done  deus  droites  AB,  A' B'  qui  se  rencontrent  en  un  point  Jf 
hors  de  l'epure,  traeer  par  M  la  paralele  ä  une  direction  AC.  —  23- 

12.  On  deniande  de  traeer  par  raport  aus  deus  axe»  coordones  ojr,  Ofh 
le  faisceau  des  deus  droites  representees  par  reqnation  or 
+  hxy  +  c?/*  =  0;  a^h^c  sont  des  longueurs  donees  en  grandenr  H 
en  eigne,  a  etajit  regarde  come  positif, 

13.  Trouver  Tangle  .r  don^  par  la  forraule  asin  x  +  ^cosx  =  c.  — 31 

14.  Placer  les  deus  points  de  Brocard  d'un  triangle.  —  35. 

15.  Placer  un  point  de  Brocard  dans  un  triangle.  —  24. 

16.  Construire  le  cercle  d'Euler  (ou  des  9  point«)  d'un  triangle  ABC 
-  25. 

17.  Placer  les  deus  centres  isodinamiques  (intersections  des  cerd« 
d'ApolIonius)  en  meme  temps  que  le  point  de  L ein o ine  (j)oiDt 
de  örebe)  d'un  triangle  ABC  —  29. 

18.  Placer  le  point  de  Steiner  d'un  triangle  ABC,  —  2'2. 

19.  Tracer  un  des  cercles  de  Neuberg  du  triangle  ABC,  —  3L 

20.  Etant  done  un  triangle  ABC  construire,  ä  la  fois,  les  longueurs 
CA  •  AB     .   CM*  -^ 
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■£t&nt  don^s  2  points  ^  et  ^  (AB  n'est  pas  titicee)  plaeer,  avec  le 

Bcompas  seul;  les  poiuts  M  et  M'  qei  diviseraient  AB  en  moyene 

*<t  extreme  raison  (aectio  aurea).  —  20. 
£tant  dones  en  grandeur  et  en  position  Tun  des  axes  d'irne  elipse  et 

hime  tang«nte  ä  cete  elipse  trouver  la  demi  longueur  de  l'autre  axe 
par  une  simplicite  28  au  plus  et  par  cousequent  Taxe  par  31. 

-  Placer  les  axes  d'une  elipse  conaissant  en  grandeur  et  en  position 

pdeus  dianietres  conjugiies.  —  41. 
Coustruire  un  triangle  ABC  conaissant  la  base  a  =  BC,  la  mediane 
AL  —  m  et  Tangle  ö  =  B  ~  C'^    on   ue   construira  qu'un   des  deus 
triangles  qui  peuvent  röpondre  a  la  question.  —  40. 
On  done  un  cercle,  et  une  conique  qui  passe  par  trois  pointa  dones 

^A,  Bj  C   de  ce  cercle   et  par  deus  autres  points  D^  E,  placer  le 

■4'*"*  point  oü  relipse  coupe  le  cercle.  —  15.-^) 

"Je  termine  ces  exercices  en  signalant  qu'il  y  aurait  interet  a 
»ndre  toutes  les  Solutions  diferentea  conuea  de  plusjeurs  probleraes 
tfebres^  par  exemple  de  celui  de  la  section  de  raison  d'Apollonius, 
>  celai  de  Pappus  generalise:  mener  par  un  point  L  de  la  biasec- 
'ice  d'un  angle  xCy  une  droite  qui  coupe  Cx  en  P,  Cy  en  A 
t  tele  que  BA  soit  de  longueur  conue  l  etc.  et  a  les  comparer 
eometrografiquement.  Ce  seraient  des  monografiea  fort  interessantes, 
»i  eiamine  cinq  Solutions  aeulement  du  fameus  probleme  d'Äpol- 
onius:  tracer  lea  8  cercles  tangents  ä  trois  cercles  dones.  Celes  de 
iMe,  de  Bobillier  et  Gergonne,  de  M.  Mannheim,  de  Poncelet 
f^tudiee  par  M.  FoucLe)  et  c^le  de  M.  L.  (lerard,  le  temps  me 
ib^ne  pour  recherclier  le  plus  grand  nombre  possible  de  solutiona 
iferentes  conues  et  pour  en  faire  une  monografie  de  comparaiaon 
'ßometrografique.  (Un  geometre  italien  m'ecrivait  il  y  a  quelques 
üöees  qu'il  en  couaissait  22  Solutions).  Je  doute  qu'il  y  en  ait  une 
ontle  coeficient  de  simplicite  soit  inferieure  a  153  auquel  M.  Gerard 
it  arive  en  partant  d'une  trfea  elegante  et  tres  simple  Solution  donee 
^f  Itti  U  y  a  euTirou  trois  ans  et  que  j  ai  analisee  dans  mon  ouvrage 
->Scientiac  dejä  cite.  Ne  pouvant  le  faire  moi-m^me  pour  toutea  les 
iestions  qui  le  meriteraient^  je  signale  au  raoina  ce  genre  nouveau 
*tude  aus  geometres  qu'il  pourait  tenter. 

Nous  vouloua  encore  parier  d'un  autre  travail  fort  interessant  a 
treprendre:  On  trace  les  courbea  soit  par  points,  aoit  par  tangentes, 
poor  chaque  courbe,  il  y  a  un  nombre  indefini  de  ces  trac^s  suivant 


Les  constmctionB  geometrografiques  doivent  ttre  gem^ralefl  c'est  ä  dire 
Der  k  touB  les  caa  des  don^es. 
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les  elements  dones  qui  la  determinent  dans  chaque  cas.  Si  le  phßt- 
ment  dW  point  ou  d'uiie  tangente  se  fait  pour  un  de  cea  txaces  «rec 
la  simplicite  N,  je  dirai  que  la  courbe,  dans  ce  cas,  se  trace  avec  k 
siraplicite  ponctuele  ou  avec  la  simplicite  tangentiele^,  Cent 
de  Tetude  des  diverses  simplicitea  ponctuele  et  taiigentiele  d'une  coorb* 
qu'il  s'agit. 

Ou  poura  encore^  par  exemple,  examiner  qnel  nombre  n  i!  fiuit 
avoir  de  pointa  a  placer,  d'une  couique  d^terminee  par  5  points  pour  qu'il 
aoit  plus  avantageua  de  placer  d  abord  le  grand  axe  et  les  foyere  ai 
se  servant  de  ces  ö  points  dones  et  de  placer  ensuite  lea  n  point« 
demandea  par  la  raetode  clasaique  quand  on  conait  le  grand  axe  et  les 
foyers,  que  de  placer  ces  «  points  par  la  metode  dediiit«  de  reiagrwii« 
de  Pascal  (ou  trouvera  que  lavantage  a  lieu  u  partir  de  n  ~  2i\ 
et  esaayer  d'autres  rechercbes  analogues. 

G^om^trografie  dana  l^eapace  ou  Stäröometrografie. 

Je  vaia  seulement  deünir  les  siniboles  que  j*ai  adopt^a  et  je  ren- 
voie  pour  les  details  au  memoire  que  j'ai  presente  en  1900  au  congW 
de  Paris  de  VÄ.F,A.S  (Association  fnm9ai8e  pour  rAvancement  <i« 
Sciences.  Quand  on  aura  pratique  la  geometrografie  plane,  ü  ne  peut } 
avoir  de  diticult^  ä  edifier  soi-meme  cele  de  l'eapace;  mon  memoire  cit^ 
n'a  d'utilite  que  pour  etablir  et  pour  discuter  les  Conventions  qui  p«^ 
metent,  en  a'entendant,  de  comprendre  identiquement  de  la  meme  fe^ 
les  simbolea  dea  constructiona  qui  sei-aient  etablis  par  les  divers  ^y 
metres. 

Nous  entrons^  avec  la  Stereometrogratie^  dana  le  domaine  de  1* 
sp^culation  pure,  car  aueime  aplication  immediate  ne  vient,  comoe 
dans  le  plan,  souligner  Futilite  de  la  teorie,  aussi  je  veua  la  juBtifiw 
par  quelques  explications  preakbles. 

Pour  lea  Grecs  la  Geometrie  etait  un  pur  exercice  de  logiqüe; 
de  douees  qui  etaient  les  etres  geometriques^  ils  voulaient  deduire  ^^ 
veritea  y  relatives  par  un  cbainou  de  raisonementa  dont  les  maill*' 
etaient  des  droitea  et  dea  cercles.     Un  teoreme  etait  dit  simple,  si  ^ 
cbainona    se   reliaient   facilement  entre  eus   et   c'etait   tout;   la  seien«* 
moderne  qui   nous  vient   d'eua  a  pris  leur  esprit  et  Tedifice   qu'ils  o\^ 
bati  est   si  adniirable   qu'^le  i'a  conserve  intact  dans  la  geometrie,  «i 
j  ajoutant  des  verites  obtenues  par  des  moyena  analogues  aus  leuis.  ^* 
qui  explique   meme  que  la  geometrografie  n'ait  paa  ete  cr^^  plus  tot, 
c'est  que  lea  Grecs  ne  l'avaient  pas  laite  —   ils  n'en  avaient  aucun  be- 
soin   et   ele   n  aurait  repondu   a  rieu  pour  eus  —  car  la  perfection  di 
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|JNir  CBUTre  a  emp^che  de  chercher  si,  tout  a  la  baae  de  l'edifice, 
ivAl  trourait  pas  quelque  chose  qu'ila  auraient  negligee  et  qui  pourait 
eepcndant  etre  utile  niamtenant  avec  la  eoüception  d'aplication  qui  s'est 
ajoutee  ä  leur  geoinetrie  depuia  la  renaissance  des  sciences.  Toutes  lea 
etttdee  nouT^es  ae  sont  donc  faitea  en  avant;  la  baee  didactique  est 
toojoure  Euclide  et  il  y  a  dea  pajs  come  rAugleterre  oü  aon  texte, 
li^eralemeut  traduit^  fait  encore  Teducation  de  tout  le  monde. 

NoQs  avona  dejä  mia  en  ^vidence  lea  aplicationa  que  peut  avoir 

l'idee    geometrografique,    mais    ele    a    auasi    un   autre    efet      Le   cote 

ma.teriel    de    la   construction    peut    ne    pas   int^resser   outre  mesure  le 

I  g^ometre,  seulement  il  est  nioutre  auasi  par  ele  qu'ü  j  a,  a  cot^  de  la 

simplicite  des  raisouementa  —  les  chainons  dont  nous  parlions  tout  ä 

llieure  — ,  la  simplicite  due  au  moindre  nombre  des  droites  et  des  cercles 

tais  en  cBUTre,  c'est  ä  dire  des  mailles  qui  sont  materialiseea  par  le 

trac^  d'une  droite  ou  le  trace  d'un  cercle;  et,  au  fond,  trouver  le  simbole 

\e  plas  simple  d'une  conatmction  c'est  revenir,  speculatiTement,  a  deduire 

le  imiltat  des  doneea,  en  employant  le  moins  de  mailles  possible,  c'est 

*  dire  de  droites  et  de  cercles,    Ce  sont  deua  probl^mes  tout  diferents 

de  l'aneien.    LW  est  ai  ancien  et  Tautre  si  recemment  pos^  qu'il  est  clair 

que  l'acord  n'existe  nulement  entre  lea  resultata  que  done  chaque  point 

de  Tue;  aussi,  actuelement  au  moins,  il  n'y  a  aucune  raiaou  pour  qu'une 

•olution  g^om^trique  dite  plus  simple  qu'une  antre  conduiae  a  un  trace 

plus  simple  que  cele-ci;  Texperience  de  la  geonietrografie  prouve  qu'il 

^  est  ainsi  et  avant  que  je  ne  aoia  remonte  aus  raisons  de  cea  diferences, 

cetait  pour  moi,  chaque  foia,  une  grande  surprise.  L'acord  complet  ne  sera 

probablement  jamaia  abaolu,  car  le  raisonement  est  libre  de  tonte  entrave 

*t  le  trace  doit  se  aoum^tre  aus   exigencea   materieles  des  instruments 

employes  pour  Tefectuer,   mais   le  raprocbement  est  d^sirable  et  laiase 

•ui  champ,   encore   inexplore,   de   rechercbes   geometriques.     Eb    bienl 

W  cot^  de  la  Geometrografie   du   plan   reste  tout  entier  a  la  Stereo- 

W^trografie  qui,  ele,  est  purement  apeculative.    En  efet  lea  mailles  a'y 

coiaposeraient,  en  plus  de  droite  et  dea  cercles,  de  plana  et  de  ef^resj  le 

iWttTeau    Probleme    que    resoudra    la   StereomiStrografie   sera    donc   de 

{•Wer   dea    doneea   au    resultat    en    employant    le   moins    possible   de 

^ites,   de    cercles,   de    plans  et  de  sferes,    problemea  que  ne  ae  sont 

licore  jamais   poaes  les  g^ometres.     De  meme  que  la  r^gle  corespond 

*  1»  droite  speculative  et  le  compas  a  la  circonference,  j  ai  besoin  d'in- 

Stroments  qui  corespondraient  au  plan  et  a  la  sfere;  je  vais  donc  imagiuer 

ita  organismes    ideaus,   Tun   que  j'apele  planque  et  qui  tracerait  les 

pluu  dans    Tespace,    l'autre    que   j'apele  aferetre   et   qui  tracerait  les 

fßrea.     Je    supose   que   ces  inatrumenta   se   mainti^nent    dans    leapace 

AnUt  der  MAthem«tik  und  PhfBlk.    UI,  Kelh«.    I  ^'^ 
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pour    leg    traces   et   que   lea  traces    efeetuea    par    eua    y    restent' 
qu^s     come    restent    les    traces    de    la    regle    et    du     compas    dans 
le  plan. 

Apuyer  le  planqne  en  iin  point  place  sera  (Pj). 

Faire  passer  le  planque  par  deus  pointa  places  sera  {2P^). 

Faire    passer    le   planque  par  3   poiiits  ou   par  une  droite  et  \\m^ 
point  ou  par  deus  droites  qui   se  coupeut,  ou  l'apuyer  sur  une  ligD( 
plane  placee,  sera  (3Pj). 

Tracer  le  plan  sera  (P,). 

Fixer  une  pointe  du  sferätre  en  un  point  plac^  sera  (S^). 

Fixer  une  pointe  du  sferetre  en  un  point  arbitraire  d'une  Ügne  &"«:». 
d'nne  surface  sera  (Sg).  | 

Tracer  ia  sfere  sera  (S^). 

La  some  des  coeficients  de  toutes  les  Operations  elementaires  i2„  1^^^ 
Pj,  Pj,  etc.  sera  dite  le  coeficient  de  simplieite  ou  la  simpliclte;  ^-a»- 
some  des  coeficients  dea  Operations  elementaires  JRj,  Cj^  C\,  Pj,  Sj,  i^^ 
sera  dite  le  coeficient  de  preparation  ou  la  preparation. 

O(p')  ou  0{MN^)  repr^sentera  une  sfere  de  centre  0  et  de  rayo^ 
g  ou  MN. 

Kous  convenons  qne  le  compaa  ne  poura  tracer  un  cercle  d&^33 
Tespace  sans  s'apuyer  sur  son  plan  trace. 

Je  vais  seulement  doner  an  exemple  de  comparaison  de  deus  tnic-^« 
id^aus  du  probleme  suivant  pris  au  hasard. 

Par  un  point  C,  place,  mener  an  plan  perpendiculaire  ä 
une  droite  placee  BA, 

(Premiere  construction). 

Je  fais  passer  le  planque  par  AB  et  je  trace  un  plan  ABJt£ 
(2  Fl  -\-  Pj),  puis  en  laiasant  le  planque  apuje  sur  jBJL,  je  le  fai« 
passer  par  C  et  je  trace  le  plan  ABC  (Pj  +  Pj);  de  C  come  centre, 
je  trace,  dans  le  plan,  ABC  un  cercle  quelconque,  il  coupe  äZ^ 
en  A  et  B  (C^  +  Cj).  Je  place  dans  le  plan  ABC  le  point  C  a  egal^ 
distance  de  A  et  de  B  (2Ci  -^2C^);  je  place  dans  le  plan  ABM  t^ 
point  31  a  egale  distance  de  A  et  de  B  {2Ci  -f  2CV)j  je  trace  le  pl»^*=^ 
CCM  (3Pi  +  Pj)  qui  est  le  plan  cherche. 

op,:  (6Pi  +  3Ps  -f  öt'i  +  öC'a);    simplieite':    19;   preparation:  1 
6  plana,  5  cercles. 

(Deusieme  construction). 

Je  trace  une  sffere  Ö{q^)  qui  ait  son  centre  en  im  point  0  ar"  ^^ 
bitraire  de  AB  et  passe  en  C  {S^  4-  -S',  -f  S^),  j'en  trace  une  second«^ -^^^^^ 
O'(^'ä)  dans  les  memes  conditiona  (fif,  +  «S^j  +  S^),  les  2  sferes  placeur  ^^^"^ 
par  leur  intersection  un  cercle  passant  en  C  et   sitae   dans   im  pUc^^^^ 
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pcrpeiidiculaire  ä  BA.    J  apule  le  planque  sur  ce  cercle  et  je  trace  le 
plan  (3P,  +  Pj). 

op.:  (3P,-f  P,  +  25, +  2S^äj4-2iSa);  »impUcite:  10;  preparation:  7; 
un  plan,  2  sferes. 


liefert  et  hiatoriiiue. 

J«  ue  puis  renvoyer  ici  siraplemeiit  aus  principaus  memoirea 
Hui  ont  edifie  ia  geometrografie  saiis  quelques  mots  d'eiplication  parce- 
lae,  d&üH  leur  ordre  cronologique  que  suivent  les  progres  de  cele-ci, 
^  ont  des  diferences  dont  je  dois  doner  la  raison. 

—  J888  (Comptes  rendua  des  aeances  de  rÄcademie  des  Sciences   de 

^«ris,  16  JuiUet  1888).     Courte   note,   sorte  de  simple  prise   de 

dafce.   Je  n'avais  pas  encore  ^tudi^,  d'ailleurs,  sufisamment  ies  simbolea 

fle   l'equere;  Ies  deos   ainiboles  caracteristiques  de  l'inBtrament  que 

3J    admets  ont  ete,  depuia,  reduita  a  un  seul. 

*-  (Congres    d'Oran,    Association    Fran^aiae    pour    rAvancement    des 

Sciences,  2   avril).     De  la  uiesure  de  la  Simplicite   dana   Ies 

scionces  mat^matiques.     Dans   ce  memoire  ü  y  a  dens  parta  ä 

faire:  1.  Cele   qui   tonche  ao   sujet  general  qu'indique  le  titre  et  a 

laqTiele  je  ne  vois  pas  un  mot  a  changer;  il  me  senable  meme  que  son 

de  velopement  general  ponrait  faire  Tobjet  d'une  tresimportante  etude. 

2.  Oele  qui  eo  presente  Taplication  aus  constructions;  cle  est  pour 

aiDisi  diie  inutile  ä  lire  naaintenant,  en  ce  qui  regarde  Ies  simboles  des 

constnictions,  parce  qne  je  maniais  encore  maladroitement  la  metode 

naissante,  que  je  n'en  conaissais  pas  leg  ressources  et  surtout,  parce 

I        q^e  tonsiderant  come  des  dogmes  Ies  traces  classiquea  s^culairement 

H   admis  par  Ies   geomfetrea,  je  n'avais   pas  song^  ä  y  diercher  des 

^   simplifications. 

—  Uue  üote  inseree  au  Bulletin  de  la  Societe  naatematique  de  France 

oü  je  ne  me  montre  pas  plus  habile  et  oü,  en  particulier,  j'atribue 

un   aimbole   beaucoup   trop    complique   au   simple   placement  d'nn 

pomt  par  ses  coordonees  cartesienea. 

—  Un  expose  dans  Mathesis;  c'est  un  abrege  de  mon  memoire  du  Congres 
*1  Öran.  J'y  ajoute  la  determination  des  simboles  de  la  Construction 
^^  Probleme  d'Apollontus  par  la  metode  de  Viete  et  par  cele  de 
Bob i liier  et  Gergonne.  Pour  doner  une  idee  des  progres  faits 
^ßpuig  eete  ^poque,  je  dirai  que  dans  ce  travail  Ies  co^fieients  de 
simplicite  aont  reapectivement  335  et  500,  tandis  que  dans  le  memoire 
'^ßs  Nouvelea  Annales  de  1892  cit^  plus  loin  ils  sont  devenus 
"**  (il  faut   lire   235)    et   356  j    nombres    dans    le    meme    raport 
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d'aillem-a    a   peu   pres,    que    les  anciens,    le   perfectionement  ayi 
reagi  ä  peu  pres  de  meine  fa^on  poiir  les  2  traces. 

—  Jusqu'en  1892  il  n'j  a  que  des  iiotes  de  detail  dans  diverses  publicatJc 

—  1892.  No  live  lies  Ännales  de  Math^matiques.  Aplicatiou  d'u 
m^tode  d'evaluation  etc.  Ce  memoire  done  iin  expose  reÄre 
de  la  metode,  pour  l'apHquer  ä  evaliier  les  simboles  deduits 
4  golutioDS  diferentes  du  Probleme  d'ApoIlonius  (Viete,  Bobill 
et  Gergonne,  MM.  Maunheim  et  Fouch^. 

^-  (Congres  de  Pau,  Assoc.  Fran^aise  etc.).  La  Geometrogra; 
ou  i'Art  des  Conatructions  geora^triques.  Ce  memo 
assez  develope  (65  pages  grand  in  8")  comprend  Tetude  de  ton 
les  constructiona  des  elementa,  de  nombreus  exemples  d*aplicati 
une  discussion  dea  principea  et  la  refutatiou  de  quelques  objectio 
Un  eorps  de  doctrines  auquel  je  donais  pour  la  premiere  foia 
nom  de  geometrografie  y  est  en  formation. 

—  1893.  (Congres  de  Besant^on,  Aaaoc.  Fran^.  etc.).  Ce  memoire 
coüsacre  a  d'aasez  uambreuses  simplifications  des  constructiona 
memoire  de  Pau. 

—  Depuis  ce  tempa  j'ai  amene,  peu  a  peu^  la  geometrografie  a  la  for 
didactique  actuele  et  j'ai  fait  paraitre  en  France  et  ä  Fetranger 
Verses  notes,  ou  quelquefois  des  exposes  plus  ou  moins  abreges  « 
m'etaient  demandes,  parmi  lesquela  il  aufit  de  citer: 

—  1894.  (Congrea  de  Caen,  Ass.  Frant;.  etc).  Ce  memoire  compH 
2  parties.  1"  Tetude  du  raport  aaharmonique,  des  points  doul 
de  deus  figures  directement  ou  simetriquement  serablables  et 
diverses  constructiona.  2"  J'introduis  le  simbole  de  requere  d 
je  n'avais  point  jusque-lä  don^  autre  chose^  pour  ainsi  dire,  que 
definitiou   et  j'aplique  la  geometrografie  a  la  geometrie  descripti 

—  1899.     Note  didactique  assez  etendue  que  j'ai  redigee  a  la  deman 
de  M,  Rouche  pour   etre   inseree  dans  la  7'^"'^  Edition  (panie 
Janvier  1900)   de  aon  grand  Traite  de  Geometrie  en  collaborati' 
avec  feu   de  Comberauasa     Cet   ouvrage   a   fait  depuis  40  a 
leducation  de  probablement  toua  les  goomMres  fran^ais.*) 

—  1901.  II  y  a,  sous  presse,  (Nov.  1900)  chez  M.  Naud  editear 
rue  Racine,  un  ouvrage  dea  Reeueila  «Scientia>  qui  est  l'expc 
le  plus  complet  que  j'aie  publie,  juaqu'ici,  de  la  geometrografie. 

Paris,  22  Nov.  1900. 


1)  A  ajouter  corae  publik  «Jepui«  la  remiae  du  manuBcrit  de  ce 
—   l&OO.     La  Geoni<5trografie   daüs    l'espace  ou  Störet om^trograf 
Comptea  reuduB  dea  suances  de  TAcadfimie  des  Sciences  de  Paru  (3  O^cemb 
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Notes.  1.  Les  lecteurs  qui  trouveraient  ans  constractionB  que  j'ai  indiqu^es 
come  constructions  g^om^trografiques  des  simplifications ,  on  qui  anraient 
one  solation  autre  donant  un  simbole  plus  simple,  rendraient  le  plus  grand  serrice 
4  la  g^om^trografie  et  me  feraient  particoliferement  beaucoup  de  plaisir  s'ils  tou- 
laient  bien  me  les  comuniquer  soit  directement  (32  avenue  du  Maine  ä  Paris),  soit 
par  M.  Jahnke.     £!les  seraient  insdr^es  dans  ce  Journal. 

2.  Tout  r^cemment  (aml  1901),  le  simbole  gdom^trografique  de  deus  des  con- 
stractionB classiques  don^es  dans  ce  travail,  a  4t6  l^g^rement  r^duit.    Je  ne 
ngnale  la  chose  que  parce  qu'Me  devient  rare  pour  ^les  et  qu'Me  se  raporte  k  deus 
constractions  importantes,  particuliärement  et  longuement  ätudi^es  en  vne  d^ob- 
tenir    leor  simbole  g^omätrografique  d^finitif  en  fait.    M.  G.  Tarrj  a  diminud 
d'ime   imit^   le   codficient  de  simplicit^  de  la  constraction  du  segment   capable 
d*un  angle  donö  d^crit  sur  une  droite  donöe.    D'autre  part  M.  G.  Tarry  et  le 
colonel  Moreau  m'ont  adress^,  chacun  de  leur  cot^  et  presque  en  m@me  temps, 
des  trac^  pour  placer  les  4  tangentes  h  deus  cercles  don^s,  avec  un  coäficient 
de  simplidtä   86   an  Heu  de  36,  nombre  au-dessous  dnquel  11  n^avait  pu  3tre 
ftbtiss^  et  que  j'ai  indiqu^  ici  come  co^ficient  gäom^trografique  du  probläme.   Ce 
aont  ces  nouväles  constractions  qui  devi^nent  maintenant  les  constructions  g^o- 
m^trogmfiquea  de  ces  problämes. 
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Aug,    Föppl.      Vorlesungen    über    Technische    Mechanik.      4   Bde^  -» 
Leipzig  1899,  1900,  B.  G.  Teubner. 

An    den    deutschen    Technischen   Hoehscbulen    werden   die  Lehren  d» 
theoretischen  Mechanik  gleichzeitig  mit  ihren  Anwendungen  auf  Gegenständ,  ■' 
der  Bautechnik  entwickelt  in  Vorlesungen^  denen  der  Name  der  Techniscbera 
Mechanik  beigelegt   wird.      Dem   Lehrplan   dieser  Hochschulen   entsprechen  -• 
fallen   diese  Vorlesungen   in  eine  Studienzeit^    zu  welcher  die  Studierende 
eben  das  Studium  der  höheren  Mathematik  begonnen  haben,  und  schreite? 
mit  diesen  Studien  fort.     Die  Zweckmäfsigkeit  solcher  Einrichtung  kann 
dieser  Besprechung  nicht  erörtert  werden. 

Der  Herr  Verfasser  hat  die  von  ihm  in  München  über  Technische  Mechanü 
gehaltenen   Vorlesungen  in   vier  Bänden  veröffentlicht.    Nur  der  Inhalt  d.^r 
Bände  I,  III,  IV,  in  denen  analytische  Entwickelungen  der  theoretischen  Mecb&iÄik 
zur  Cleltung  gelangen,  soll  im  folgenden  besprochen  werden.     Hinreichea.<3e 
Veranlassung  zu  solcher  Besprechung  geben  die  in  den  Vorlesungen  selbst     in 
fast  allen  Kapiteln  befindlichen  Erörterungen  von  Fragen,  die  zu  dem  wissen* 
schaftlichen   Inhalt  der  Mechanik    in    keiner  Beziehung    stehen,    wohl   alier 
zu   ephemeren   Tagesmeinungen.      In    diesen  Erörterungen    nimmt  der  H.ctt 
Verfasser  wiederholt  Veranlassung  sieb  seinen  Lesern   als  einen  Autor  vor- 
zuführen, der,  in  zwei  Sätteln  gerecht,  eine  besondere  Beachtung  seiner  vor- 
getragenen  Auffassungen  wohl  zu  ei-warten  berechtigt  ist. 

Wir  werden  aus  folgendem  ersehen,  wie  weit  eine  solche  Berechtigung 
vorliegt. 

Von  den  vier  Banden  der  Technischen  Mechanik  hat  der  Herr  Verfasser 
den  dritten,  die  Festigkeitslehre,  zuerst  erscheinen  lassen,  nach  ihm  die 
zwei  Bände  über  Mechanik.  Dieser  Reihenfolge  werden  wir  uns  fftr  uoMre 
Ausführungen  anschliefsen,  um  so  mehr,  als  gerade  die  Festigkeitslehre  bisher 
stets  den  technischen  Wissenschaften  beigezählt  wurde  und  der  Herr 
Verfasser  auf  seinen  wissenschaftlichen  Standpunkt  in  den  technischen  Wissea- 
schaften  Wert  legt. 

Bei  der  Beurteilung  eines  Lehrbuches  der  Festigkeitslehre,  das  selbst.- 
verständHch  vieles  seinen  Vorgängern  zu  entlehnen  hat,  ist  in  erster  Liai* 
mafsgebend  derjenige  Inhalt,  der  der  Eigenart  des  Verfassers  verdankt  wir"« 
die  von  ihm  eingeführte  Methode  der  Untersuchung  und  die  Abweichunp^** 
vom  Hergebrachten.  Wir  werden  daher  nur  einige,  aber  fiir  die  ürt^Ll-^' 
bildung  vollständig  ausreichende  Beispiele  des  Verfahrens  und  der  ScIiluX'S' 
weise  des  Herra  Verfassers  vorlegen. 
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Zanächst  ihm  eigentilmlich   sind  seine  Definitionen  der  Elastizität  und 
der  Elsstizitatsgi-ade.     Er  definiert: 
_,  1.  ElastUität  ist  allgemein  die  Fähigkeit  eines  Körpers,  Formänderungs- 

|Alrl>eit  in  umkehrbarer  Weise  auf?.uspeicbem. 

Hk       2.   Vonkom7ncn  elastisch   verhillt    sich    ein  Körper    bei  einem   gewissen 

^pvrgange,    wenn  man  die   ihm  durch   äulsere  Kräfte   zugeführto  Formände- 

rangsarbeit  vollständig  wieder  in  Form    von    mechanischer  Energie  aus  ihm 

Ckgewinnen  kann  (Seite  43). 
Zur  Erlälutening  giebt  er  an:  Die  Umh'hrun^  der  Zugversuche  ist  die 
mmeruidiunff  des  Probestabs  beim  Abnehmen  der  Belastung.  Damit 
die  PonnÄndemngsarbeit  mnkehrbur  sei,  muTs  der  Stab  beim  aHmiihUchen 
Abirttgen  der  Belastmig  dieselbe  Arbeit  wieder  nach  aufsen  hin  abgeben, 
die  ihm  zuerst  zugeführt  wurde. 

An  welches  aufsai  Befindliche  diese  Arbeit  beim  nllraühliehen  Äbti-agon 
^^M*  Belastung  abgegeben  wird,  und  wo  nach  der  Umkehmng  des  Zugver- 
^Bichs  die  betrefiende  mechanische  Energie  sich  „aufgespeichert"  befindet, 
^Bbbt  er  nicht  an.  Diese  Angabe  würde  das  Verständnis  seiner  Stttze  er- 
^BlBcbtert  haben. 

Der  Herr  Verfasser  benutzt  in  denjenigen  Kapiteln,  die  nicht  her- 
gebrachtes Materia!  der  Festigkeitslehre  enthalten,  hüufig  den  Begriff  dor 
Pormänderungsarbeit  oder  Deformationsarbeit  zur  Entwickelung  weiterer 
Polg^emngen.  Darin  wäre  an  und  füi"  sich  ein  Vorzug  seiner  Darstellungen 
^^  erblicken;  allein  diese  Dai-stellungen  selbst  sind  fehlerhaft  und  zu  An- 
wendungen nicht  geeignet. 

Zum  Beweise  geben  wir  hier  einige  seiner  Entwickelungen  über  die 
t^formationsarbeit  wieder.  Sie  finden  sich  im  Paragraphen  25  (Seite  180) 
H^  ^Werkes,  unter  der  Überschrift:  Die  Sätze  von  Castigliano. 
^m  Zur  Beurteilung  der  Darstellung,  die  der  Verfasser  an  dieser  Stelle 
^Korträgt,  schicken  wir  einige  Bemerkungen  über  den  Begrifi"  der  Defor- 
^nuktioosarbeit,  wie  er  in  der  Theorie  der  Elastizität  fester  Körper  auf- 
Wtt,  voran. 

Wenn   ein   homogener  neutraler  elastischer  Körper,  er  sei  isotrop  oder 

lkisotit)p  von  auf  seine  Teile  angreifenden  Kräften   aus  seiner  Ruhelage  in 

inne  benachbarte   nette  Lage   übergeführt  wird,    derart  dafs  in  dieser  Lage 

l^e  Geschwindigkeiten  sämtlicher  Teilchen  wiederum  Null  sind,  während  die 

•isdann   angreifenden    Kiäfte    unveränderlich    geworden   sind    und   sich    am 

Körper  das  Gleichgewicht  halten,   so  hat  der  Körper  eine  dauernde  Defor- 

»nation  angenommen.  Die  Arbeitsgröfse,  welche  innerhalb  der  Zeit  des  erfolgten 

Übergangs  aus  der  ersten  Lage  in  die  zweite  Lage   durch  die  äufseren  an- 

gfrifenden  Krilfte   ausgeübt   worden  ist,   nennt  man  die  Deformationsarbeit. 

öU  igt  mit  der  gleichzeitig  geleisteten  Arbeit  der  inneren  elastischen  Kräfte 

gl«ichwertig.     Von    der  Zeitdauer   der  Deformation    und    der  Änderung  der 

alliieren  Kräfte  während   derselben   ist  diese  Arbeit  unabhängig,   aber  vall- 

*J*adig  bestimmt  durch  die  Angabe  des  in  den  Punkten  des  Körpers  schliess- 

*^  ftagreifenden   Kräftesystems,   das   den  Bedingungen    des   Gleichgewichts 

*'*i  festen  Körper  genügen  mufs.     Bezeichnet   man  durch  Ji',-  den  Wert  der 

^  tt«D  Punkte   des  Körpers  angreifenden  Kraft,   durch  ds^  die  Gröfse  der 

'^nUckung  dieses  Punktes  nach  eingetretener  Deformation  und  bestehendem 

''^•»«fagewicht,  durch  Ö.  den  Winkel  zwischen  der  Richtung  von  i?^  und  6Sf^ 
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60  gilt  für  den  Wert  der  üeformations arbeit  Z>,  gleicbgiltig  ob  der  Körper 
isotrop  oder  anisotrop  sei,  die  Gleichung 

in  welcher  Gleicbung  die  Stimme  über  alle  durch  Kräfte  R  angegriffpna 
Punkte  des  Körpers  zu  erstrecken  ist.  Nennt  man  noch  das  Produkt  cosfl,i«j 
die  relatire  Verriickung  des  iten  Ängi-ifispunktes  nach  der  Richtung  der 
Kj-aft  i?j,  so  kann  man  die  Torstehende  tTleichuag  durch  die  folgende  er- 
setzen: 

Will  man  sich  dieser  Gleichung  zur  Berechnung  von  D  bedienen,  so  ist  ffl 
augenscheinlich  notwendig,  ztcci  Lagen  des  deformierten  Körpers  zu  kennw, 
die  anfängliche  und  die  Endlage,  da  jedes  rfs  die  Kenntnis  zweier  PuakU?, 
des  Ausgangs-  und  des  Endpunktes,  erfordert. 

Das  Endresultat  D  aber  wird  utmbhänglg  von  der  gewählten  Aßfangs- 
läge,  da  man  durch  eine  andere  Anfangslage  die  gesamte  zu  bildende  Summ" 
um  eine  Gröfse  ändert,  die  in  Folge  der  durch  die  R  befriedigten  sechs 
Gleichgewichtsbedingungen  verschwindet.  Die  Deformationsarbeit  ist  hhr 
nur  durch  die  Endlage  bestimnat. 

Aber   keineswegs   findet   dieselbe   Bestimmtheit  statt   flr   die   einzelnen 
Bestandteile  jener  Summe  und  für  die  Gröfsen  r^.    Einer  gewählten  Anfangt 
läge,    aus   der  die   schliefsliche  Deformation   hervorgeht,    entspricht  ein  ^^^^ 
gehöriges  System  der  r^,  jeder  geänderten  ein  geändertes  System.  ^H 

Dieser    Umstand    ist   nicht   berücksichtigt   in    dem    von    Castigli»«^^ 
aufgesteUtcn  Satze: 

Wenn  man  die  Deformationsarbeit  eines  elastischen  Körpers  in  einer 
Funktion  der  äuTseren  Kräfte  ausdi-ückt,  so  giebt  der  Differentialquotien' 
dieses  Ausdrucks  in  Bezug  auf  eine  dieser  Kräfte  die  relative  Verrückung 
ihres  Angriffspunkts.  (Castigliano:  Theorie  des  Gleicligewicbt^  elastiscliff 
Systeme.  Übersetzt  von  E.  Hauffe.  Wien,  1886.  Verlag  von  Carl  Gerold? 
Sohn). 

Dieser  Satz  ist  daher  ohne  jeden  präzisen  Inhalt.  Denkt  man  die  Defor- 
mationsarbeit als  eine  bestimmt  gegebene  eindeutige  Funktion  der  sämtUcheii 
fiufseren  Kräfte  Jü/),  so  sind  ihre  partiollen  Differentialquotienten  bestimait' 
Werte,  während  die  r^,  welche  dargestellt  werden  sollen,  unendlich  vieldeutig 
sind,  je  nach  der  Anfangslage  des  deformierten  Körpers.  Auch  sind  di* 
sämtlichen  E-  durch  sechs  Gleichungen  unter  einander  verbunden.  Man  kwn 
daher  nicht  ein  bestimmtes  R^  sich  ändern  lassen ,  ohne  die  anderen ,  od^^ 
einzelne,  gleichzeitig  zu  ändern.  Von  einem  Differential  der  Deformations- 
arbeit, gebildet  durch  Änderung  nur  einer  Kraft,  also  vom  partiellm  DiÄ'«'- 
rential  der  Deformationsarbeit  zu  sprechen,  hat  keinen  Sinn.  Will  ni»D 
aber  in  den  Ausdruck  von  D  nur  äufaere  Kräfte  aufgenommen  denken,  die 
in  Folge  der  sechs  Gleichgewichtsbedingnngen  von  einander  unabhingig 
bleiben  (was  Castigliano  nicht  thut),  so  kann  man  diesem  AusdnicJt  Jt 
nach  Wahl  dieser  Kräfte  viele  verschiedene  Formen  beilegen. 

1)  Jeäe  auB  ihr  durch  Transformation  mittelst  der  Gleichgewicht«b 
gewonnene  ist  gleichberechtigt. 
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Der  Satz  von  Castigliano  ist  daher  inhaltios  und  selbst  bei  pi^ziser 
aJstem  Inhalt  vieldeutig.  Dadurch  werden  alle  aus  üun  ailetn  gezogenen 
gerungen  an  und  für  sieh  hinföllig. 

Nach  diesen  vorbereitenden  Bemerkungen  gehen  wir  zur  Betrachtung 
t  Ent\rickelungen  des  Herrn  Verfassers  über.  Er  beabsichtigt,  die  all- 
■tiüe  Formel  für  die  Gröfse  der  Deformationsarbeit  nur  fiir  den  Fall 
ll  in  zwei  Punkten  unterstützten  Balkens,  der  durch  einxelne  Lasten  P 
ÜDeformationszustand  versetzt  ist,  zu  entwickeln,  imd  ist  der  Meinung, 
fs  seine  Entwiekelimg  Wijrt  für  Wort  auf  den  allgemeinen  Fall  über- 
igen werden  könne.  Für  die  Auseinandersetzung  der  Verhältnisse  für 
D  speziellen  Fall  des  Balkens  geht  er  von  der  Annahme  aus,  dafs  während 
r  stattfindenden  Deformation  die  Einwirkung  der  Lasten  P  nur  nach 
ibgabe  der  schon  erreichten  Einsenkung  p  der  belasteten  Stelle  unter  ihre 
ifimgslage  zur  Geltung  gelange,  derart  dala  eine  Steigerung  der  Lasten, 
t  mit  dem  Werte  Null  beginnen,  bis  zu  dem  im  achliefslichen  Gleich- 
wichte auftretenden  Endwerte  P,  während  der  Deförmationszeit  eintrete. 
f  ArbeitsgröiCse  für  eine  dieser  Lasten  betrage  daher  nach  dem  Ablauf 
t  Defonnationsbewegung  nicht  P//,  sondern  nur  jPtf^  und  für  die  ganze 
irmAnderungsarbeit  Ä  ergebe  sich  die  Formel 


^-i^py. 


'  überdies  in  den  Auflagerpunkten  eine  Einsenkung  ausgeschlossen  sein 
Ute.  Diese  Formel  ist  mit  der  Fundamental formel  für  die  Deformations- 
beit  identisch. 

Tritt  man  dieser  Theorie  des  „alimählichen  Anwachsens  der  Lasten 
^krend  der  Durchbiegung  des  Balkens*',  in  der  die  Proportionalität  der 
tk  mit  der  augenblicklich  vorhandenen  Einsenkung  die  Voraussetzung 
■t,  ein  wenig  näher,  so  ergiebt  sieh  Folgendes:  Der  Wert  der  Lasten 
fAnfftngsmoment  der  Durchbiegung  ist  Null,  diesem  entspricht  die  Ein- 
unmg  Null,  die  zunächst  besteh<^n  bleibt.  So  langfi  die  Einsenkung  Null 
steht,  behalten  die  Lasten  nach  dem  Proportionalitätsgesetz  ihren  Wert 
ill,  es  kommt  wiederum  zu  keiner  weiteren  Einsenkung  ^  und  die  Durch- 
igrmg  des  Balkens  bleibt  daher  dauernd  Null.  Nach  der  Theorie  des 
wn  Verfassers  kann  bei  einem  nach  seinen  Vorschriften  belasteten  Balken 
ber  eine  Deformation  überhaupt  nicht  zu  Stande  kommen.  Der  Herr 
rfasser  zieht  diesen  aUein  oaöglichen  Schlufs  nidtt,  sondern  sagt  (Seite  190, 
^9),  dafs  die  för  seine  Berechmmgen  gemachte  Annahme  der  albuählichea 
Jigerung  der  Belastung  in  Wirklichkcif  die  Ite^jel  bildet,  dafs  man  aber 
th  geeignete  VorricJitmufcn  erreichen  könne,  dafs  die  Last  von  Anfang 
mit  ihrer  vollen  Gröfse  auf  den  Träger  einwirke.  Wir  glauben  hiemach 
I  diese  Theorie  nicht  weiter  eingehen  zu  sollen. 

I  Nachdem  der  Herr  Verfasser  auf  diesem  bedenklichen  Wege  zu  der 
fcdamentalfonnel  der  Deformationsarbeit  gelangt  ist,  versucht  er  durch 
fferentialoperationen  zu  dem  schon  erwähnten  Castiglianosehen  Satz  von 
n  Differentialquotienten  der  Deformationsarbeit  zu  gelangen,  den  er  in  der 
^chstehenden  Form  ausspricht: 

Die  Verschiebung    des   Angriffspunktes    einer    äufseren    Kraft    bei    der 
*rtischen    Formänderung    eines    dem    Hook  eschen    Gesetz    unterworfenen 
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Körpers  ist  gleich  der  nach  dieser  Kraft  genommenen  partiellen  Ableitung 
der  Formlißdenmgsarbeit. 

Es  würde  uns  zu  weit  führen,  wenn  wir  die  Schlüsse  des  Herrn  Ver- 
fassers, aus  denen  dieser  Satz  hervorgeht,  ins  einlebe  hier  verfolgen 
wollten.  Wir  wollen  uns  damit  begnügen,  ihre  Unzulänglichkeit  an  Um 
eineigen  Beispiel  nachzuweisen,  das  er  nir  die  Berechnung  der  Stützdnicke 
eines  in  drei  Punkten  unterstützten  gleichförmig  belasteten  Balkens  w 
Erläuterung  der  Castiglianoschen  Methode  auf  Seite  188  u.  189  bei- 
gebracht hat. 

Auf  Seite  188  stellt  er  die  DeforniatioE-sarbeit  für  einen  solchen  Balten 
als  Funktion  der  in  den  Endpunkten  auftretenden  Stützdrucke  B  und  C  und 
der  laufenden  Belastung  q  in  der  Form: 

2Eg\_    3  4      "T-    20    +      s  4      "^    2Ö  J 


Ä  = 


auf  Bildet  man  für  die  rechts  stehende  Funktion  die  partiellen  Ableitnngfu 
nach  den  Ötützdrucken  B  und  C,  so  erhält  man  für  die  Vcrschiehungm  der 
ÄuflagcrpnnMe  nicht  etwa  Null,  sondern  von  Null  verschiedene  Wert*. 
Man  erkennt  leicht,  dafs  diese  Verschiebungen  der  Deformation  des  Balkens 
aus  einer  Änfnf}ffsl(Ufr  entsprechen,  welche  durch  Drehung  der  EfuiJagc  nm 
den  mittleren  Stützpunkt  gefunden  wird.  Hätte  man  für  Ä  nur  iiit< 
Funktionsdarstellung  durch  den  Stützdruck  B  anem  gewählt,  so  wi&rde  man 
für  die  Vtrf^cfik'hurtff  desselben  gleichfalls  nicht  Null,  sondern  die  Ver- 
schiebung aus  einer  Anfangslaffc  gefunden  haben,  die  der  Unverschieblifh- 
keit  der  Stützpunkte  füi-  C  und  Z  entspricht.  Jeder  andrrm  DaßtellimR 
von  A^  die  aus  der  vorstehenden  durch  eine  Transformation  TcnnJtg« 
der  Gleichgewichtsbedingimgen  entsteht,  entspricht  eine  andere  Vw- 
Schi ebtings weise  aller  Punkt«;  der  Eününation  von  B  und  C  und  liem 
Beibehalten  des  mittleren  Stutzdrucks  Z  allein  aber  diejenige,  bei  welcher 
die  Auflagei-punkte  un verschoben  bleiben.  Der  Castiglianosche  Satz  i** 
daher  vnbrstimmt,  und  nach  der  Wahl  der  FunktioesdarsteUung  von  i 
unendlich  vieldeutig,  zu  Anwendungen,  ohne  Vomnt^rsuchungen,  keineswegs 
geeignet. 

Mit  der  UnbestimmfhtU  der  Castiglianoschen  Vorschrift  entfallen 
aber  die  sämtlichen  vom  Herrn  Verfasser  im  §  28  aus  ihr  geMgena» 
Folgerungen,  so  die  Folgerung  des  sogenannten  Satzes  vom  Minimum  (d'^ 
füi-  sich  betracitet  richtig  ist,  aber  unbewiesen  bleibt).  Ebenso  erweisfl" 
sich  die  scheinbar  sehr  allgemeinen  Vorschriften  und  aper<;us  der  Seiton  18^ 
(am  Ende)  und   187  als  unzutreffend  und  der  Anwendung  bar. 

Auf  Seit«  410  u.  ff.  in  den  §§  63»  und  63»'  glaubt  der  Herr  Ve^ 
fasser  auf  Fehler  anderer  aufmerksam  machen  zu  sollen,  die  von  ein« 
unzureichenden  Beachtung  der  Voraussetzimgen  herrühren,  welche  denr  As* 
Wendung  des  Castiglianoschen  Satzes  zu  Grunde  liegen.  Unter  '1^° 
Castiglianoschen  Satze  versteht  er  hier  die  bekannt«  Formel  ßr  <iJ* 
Variation  der  Deformationsarbeit  Ä  eines  in  einem  elastischen  Körper  ^' 
Endlichen  Körperteils,  welche  die  Form  hat: 

-y^{Xöl-^YSfi-hZm 

in    welcher  Gleiclnmg    die   Summe    über    aik    durch   BuXsere   Krift«  {^*^i 
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Komponenten  X,  F,  2)  angegriffenen  Stellen  erstreckt  wird,  und  iJ|»  tfij,  6^ 
jpliie    willkürlichen  Variationen   der  Versehiebungskomponenten   dieser  Stellen 
'Iwxeichnen.      Diese    Gleichung   ist   bekanntlich   ohne  jede    Beschränkung   der 
Variationen    erfüll!      Durch    eine    fehlerhafte    AiiTserachtlassung    der    Be- 
dingrmgen,  welche  an  der  Begrenzung  des  ausgesonderten  Teils  des  Körpers 
f&r    die  Drucke,   welche   den    aoTseren  Kräften    zuzuKälileu   sind,   statthaben, 
wird  der  Herr  Verfasser  zu  der  Beschränkung  geführt,   dafs  zur  Gültigkeit 
vorst-ehender  Gleichung   die  Variationen   d^,   Stj^   d^  für  Punkte  dieser  Be- 
grenzung  als  Null  angenommen  werden  müssen.     Der  gleiche  Fehler  findet 
<  Äcb    bei   den    Betrachtungen   des   §  63^^    deren    Endresultat  schliefslich   die 
^dmiischc  Gleichung  Null  gleich  Null  darstellt. 

Den  mit  gesperrtem  Druck  vorgelegten  unzutreffenden  Beschränkungen 
fägt  der  Herr  Verfasser  die  belehrenden  Worte  hinzu:  „Dagegen  ist  raanch- 
mal  gefehlt  worden".     (Seite  416.) 

Von   gleicher  Hinftllligkeit  sind  die  Entwickelungen  des  §  65,   welche 
die  Eindeutigkeit    der   Lösung    der    statischen    Probleme    nachweisen    sollen. 
ri.^f.i-    Nachweis     geschieht     mit    Hilfe     der    Amicüime^     dafs,     wenn     ein 
'  1.  iisoher  Körper  weder  in  seinem  Innern  noch  an  seiner  Oberfläche  durch 
ändere   Kräfte    angegriffeD    wird,    in    ihm    keine    inneren    Spannungen   auf- 
treten können.     Aber  gerade  diese  Annahme  ist  der  Ausdruck  des  aus  den 
Gnindgleichungen  der  Elasticitätslehre  zu  beweisenden  Satzes.    Nun  ist  dieser 
Sfttx   seit    langem    aus    diesen    Grundgleichungen    abgeleitet    worden    (z.  B. 
in    C  leb  seh:    Elasticitätslehre),   unter  der  Voraussetzung,   dafs  die  Kompo- 
nenten   der    Verscliiebungen    der    Körperpunkte    sich    im    ganzen    von    dem 
Körper   erfüllten    Raum    nach    der   Stetüikdt  ändern,      unter   dieser  Voraus- 
■ptzung  sind  daher  Eifftuspanmwfftn  des  Körpers,  der  dem  Einflufs  äußirtr 
^i^te    entzogen    ist,    unmöglich.      Dagegen    sind   sie   möglich    bei    Flächen- 
•^'scontinuitätcn    der  Verschiebungen.      Die   Meinung   des   Herrn   Verfassers, 
^'^s  „etwaige'*   Eigenspannungen   durch   die  Theorie   nicht   berührt   werden, 
•st    daher  unzutreffend. 

Die  im  §  50,  dessen  Überschrift:  Dicktcaml'tge Möhren  lautet,  beigebrat^hten 
Entwickelungen    sind    gleichfalls   unbegründet.     Die   Lage   der   Hauptachsen 
*««  Spannungszustandes,   die   der  Verfasser   angiebt,   ist   durch  „Sjmmetrie- 
?*^nde"  nicht  mehr  angezeigt  als  unbegrenzt  viele  andere.    Die  Spannungen, 
^^Iche  einer  Verschiebung   in   der    Richtung  der   Röhrenachse    entsprechen, 
t*5tuien  nicJit  nacfiträglkh  in  Rechnung  gebracht  werden,  da  die  Spannungen 
*oii  allen  drei  Verschiebungskomponenten  abhängen,    und  nicht  von  zweien 
*^U«iii.     Die  Endformeln    des  Verfassers   sind    liingst  durch    einwandlose  Be- 
dungen gegeben    worden.      Ihre  Übereinstimmung    mit   den    thataüchlich 
oü  Re.sultaten  beweist  nur,  dafs  auch  auf  unberechtigtem  Wege  zu  den- 
*>*ilbeo   gelangt    werden    kann,    um  so  mehi-    als    dieselben    vorher    bekannt 

Wir  gehen  nunmehr  zu  der  Besprechung  der  Eigenart  der  in  den  Bänden 

^a  ^  und  rV  \on   dem    Verfasser   vorgetragenen    Lehren   der   „Mechanik*'   über. 

^P^ie  Entwickelung    der  Lehren    der    theoretischen    Mechanik,    die    in    diesen 

"^den    vorgelegt    werden,    zeigt    äufserlich   einen    auffallenden    Unterschied 

^on  den  bisher  üblichen  Formen  des  Vortrags.     Der  Verfasser   vertritt  die 

\  **iomig,    dafs    in   der   Mechanik  bisher   der  Begriff  der  gerichteten  Gröfse 

f  «cht  in  der  angemessensten  Form  verwertet  worden  sei ,  dafs  vielmehr  nur 
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die  Rechnung  mit  ungerichteteE  Gröfsea  benutzt  worden  sei.  Die  scheinkr 
geometrische  Einfiihnmg  der  imaginären  Gröfsen  „habe  sogar  mehr  gescladrt 
als  genützt."  Er  hat  sich  daher  entschlossen,  mit  den  gerichteten  Gri5faen, 
„den  Vectoren  selhst**^,  wie  er  sagt,  zu  rechnen,  und  in  seine  Entwickelung«» 
die  Formen  d^ä  inneren  und  liul'seren  Produktes  einzuführen. 

Durch  den  Gebrauch  von  Richtnngskoeffizienten  j,  j,  k  führt  er  zur  Dar- 
stellung der  Vektoren  lineare  Ausdrücke  in  den  Komponenten  der  Vektoren 
für  ein  gegebenes  Koordinatensystem  ein.  Alle  gerichteten  Gröfsen  be- 
zeichnet er  durch  Buchstaben  des  deuf sehen  Alphabets,  alle  ungericht^teo 
durch  solche  des  iatcinisekm. 

Man  könnte  Veranlassung  nehmen,  die  Frage  aufzuwerfen,  ob  solche 
rein  formale  Einführungen  dem  Unterrichte  von  Zuhöreni,  die  am  Anfing« 
aller  matbem atischeu  Studien  stehen,  nicht  ein  für  sie  unverdaulicheg  Material 
zuführen.  Aber  der  Hen*  Verfasser  entbiebt  uns  jeder  weiteren  Diskussion 
dieser  Frage  durch  die  eigentümlichen  Darlegungen,  die  er  selbst  auf  dem 
Gebiete  der  Rechnung  mit  gerichteten  Gröfsen,  den  Vektoren  selber,  im 
Verlaufe  seiner  Entwickelungen  vorlegt.  Wir  werden  zur  Kennzeicimunp 
derselben  hier  die  Resultate  des  Kapitels:  „Dynamik  zusammengesetzt« 
Systeme*'  vorlegen,  in  welchem  die  allgemeinen  Bewegungsgleichimgen  tod 
Lag  ränge,  die  der  zweiten  Form,  zur  Entwickelung  gelangen  sollen,  D^f 
Herr  Verfasser  meint,  dafs  die  Castiglianosche  Methode,  Aufgaben  der  Festig- 
keitslehre mit  Hilfe  von  Differentiation  an  der  zuvor  berechneten  Fonn 
änderungs arbeit  zu  lösen,  genau  dem  Zwecke  entspräche,  der  bei  der  Eni' 
Wickelung  dieser  Lagrangeschen  Gleichungen  beabsichtigt  wird  (Seite  273. 
Bd.  IV).  Wir  milssen  uns  wegen  des  beschränkten  Raumes  einer 
sprechung  versagen,  die  eigenartigen  Ausführungen  des  Herrn  VerfassfTS 
über  die  allgemeinen  Sätze  der  Mechanik  hier  wiederzugeben,  die  auf 
den  Seiten  280  etc.  gefunden  werden  können,  und  gehen  zur  Reproduktion 
der  Ableitung  der  Gleichungen  über,  die  der  Herr  Verfasser  als  die  Lagran ge- 
sehen bezeichnet.  Es  handelt  sich  um  die  Bewegungsgleichungen  eine* 
Punktsystems,  bei  welchem  die  Koordinaten  der  einzelnen  Punkte  derirt 
durch  eine  Anzahl  imabhängiger  Parameter  q,  sogenannter  allgemeiner  Koor- 
dinaten, ausgedrückt  sind,  daTs  die  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Koor- 
dinaten, denen  das  System  unterworfen  ist,  identisch  erfüllt  werden.  Von 
diesen  Gleichungen  sagt  der  Herr  Verfasser  nichts,  auch  vermeidet  er  «e 
Angabe  irgend  eines  Beispiels,  „weil  es  zimi  Geiste  dieser  Betrachtung«" 
gebdrt,  sie  so  allgemein  als  möglich   darzustellen"  (Seite  283). 

Er  beginnt  seine  Entwickelung   folgendermafsen  (Seite  284): 

„Man  betrachte  femer  ein  Massentoilchen  m,  das  zu  irgend  einem 
den  Körpern  des  Systems  gehört.  Der  von  einem  festen  Anfangspunlct* 
nach  m  gezogene  Radiusvector  sei  mit  r  bezeichnet.  (Deutsche  Buchst«b<D 
bezeichnen  die  gerichteten  Gröfsen  selbst.)  Während  der  Bewegung  ^^ 
Sysiema  iat  t  Teränderlich,  und  die  augenblickliche  Gröfse  und  Ricbtung 
von  T  ist  äbhänffig  von  r^,  d.  k  von  dem  Werte,  den  T  in  irgend  eint^r 
Stellung  des  Systems,  die  als  seine  NormalsteUung  angesehen  wird,  ^' 
nimmt,  und  von  den  Koordinaten  g.     Wir  schreiben  also: 

JHe  Form  der  Function  f  hängt  von  der  besonderen  Construdim  des  J 


ti^.     Wir  bilden  jetst  den  Ausdruck   für  die  lebendige  Kraft  des  Systems. 
Zimkbi  «rhSlt  man  aus  der  Gleichung  für  t 

dt        dt  dq,    .     dt  dq,   .  .    dt  dq* 


dt  ~  3  q^  dt  ~^  dq^  dt  "•         ^  Bq*  dt  ' 


(170) 


dam  Xq   ist  eine   Constante,    so    lange    man    dasselbe   Massenteilchen    be- 
trachtet 

Fflr  die  lebendige  Kraft  L  des  ganzen  Systems  hat  man  nach  Definition. 

Nach  Gleichung  (170)  erhält  man  daraus: 


-\2 


m 


* 


\dq,  dt^  dq^dt^        ^Cqndt)'  ^^*^f 

Jemand,    der   mit  Gleichung  (169)   glaubt  irgend   welchen   Sinn   ver- 

iden  zu   können,  wird   der  Meinung  sein,  dafo  die  Zeichen  :-^,  5 —  etc. 

darstellen   werden,  die  von  den  Consianten  t^  abhängen,   und  dafs 
die  lebendige   Kraft  L   abhängig  sein  muTs  von  den   sämtlichen  Kon- 

«Unten  r^. 

Von  der  Gleichung  (I7l)  aus  erreicht  der  Herr  Verfasser,  durch  Rech- 

Buageo,  welche  denjenigen  nachgebildet  sind,    die    gewöhnlich  auf  die  La- 

grau  gesehen  Gleichungen  führen,  die  Gleichung 

dqi       BL  /.   _dqi\ 

dt  dqi  Vi~  dt)' 


F, 


(174) 


welche  nach  ihm  ane  der  Lagrangeschen  Gleichungen  darstellen  soll. 

Allein  in  dieser  Beziehung  ist  er  in  offenbarem  Irrtum.  Diese  Gleichung 
**OBi  Lagrange  nicht  zugeschrieben  werden;  sie  ist,  so  lange  L  durch  Glei- 
^ttüg  (171)  definiert  bleibt,  Eigentum  des  Herrn  Verfassers. 

Die  Gröfse  Z,  welche  die  Gleichung  (174)  enthält,  ist  durch  die 
^^^^i^ttmUen  t^  mitbestimmt.  Diese  Constanten  sind  die  Werte  der  Ver- 
^^Hdum  r,  die  für  eine  gewisse  Normailage  des  Systems  statthaben, 
*^e  selbst  zu  einer  bestimmten  Zeit  eintreten  kann,  und  sind  also  abhängig 
"•  den  Koordinaten  werten  der  Systerapunkte  zu  einer  bestimmten  Zeit. 
Die  Lagrangeschen  Gleichungen  fOliren  für  die  lebendige  Kraft  solche 
^artanten  nicht  mit  sich.  Die  Gleichungen  (174)  sind  daher  nicht  die 
^♦gfan gesehen,  und  würden,  wenn  sie  existierten,  nichts  Geringeres  als 
'"f^ate  der  allgemeinen  Bewegnngsgleichungen  darstellen. 

Mb  Änwmdmtffen    dieser    Entwickelungen    giebt   der   Verfasser    eigen- 
Weise    nicht    Anwendungen    seiner    eigenen    Gleichungen    (174), 
Anwendungen  der  bekannten  Lagrangeschen  Gleichungen  auf  zwei 
ie. 

Du  erste  Beispiel  ist  das  des  physikalischen  Pendels« 

iHe  zweite  Anwendung  macht  der  Herr  Verfasser  auf  ein  Problem,  das 

Noblem  von  Glotke  und  Klöppel  nennt,  welches,  wie  er  sagt,  in  einem  Buche, 

lieh   mit   technischer  Mechanik  beschäftigt,   nicht   fehlen   dürfe.      Dabei 

er  vielleicht  angeben  können,  dafs  seine  Entwickelungen  einer  Broschüre 

Herrn   Veitmann   entnommen   sind.     Nur  der  Fehler,  der  in    der  Be- 
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hauptung  liegt,  dafs,  wenn  eine  veränderliche  Gröfse  zwei  Differenti&V» 
gleich ujigen  gleichzeitig  genügen  soll,  diese  beiden  Gleichungen  notwendig 
identiscJt  sein  müssen,  stammt  nicht  von  Herrn  Veitmann. 

Zur  weiteren  Darlegung  der  Eigenart  dieser  Vorlesungen  über  tech- 
nische Mechanik  geben  wir  noch  einige  Beispiele  der  Behandlung  der 
HydrodjTiamik  durch  den  Herrn  Verfasser.  In  einer  der  breiten,  nicit 
immer  glücklichen  Auseinandersetzungen  von  Nebendingen,  mit  denen  der  Herr 
Verfasser  seine  Entwickelungen  ausgestattet  hat,  erklärt  er  sein  WoW- 
wollen  für  die  Betrachtungsweisen  der  „höheren  HydrodjTiamik."  Er  sagt, 
dafs  er  dieselbe  für  seine  Vorlesungen  ganz  über  Bord  geworfen  habm 
würde,  wenn  er  sie  trotz  ihrer  Mängel  nicht  zu  schätzen  wüfst«  (Seite  333). 

Er  beginnt  seine  Darstellungen  mit  einer  Einführung  des  Vektors  tt 
der  Geschwindigkeit  eines  Flüssigkeitsteilchens,  den  er,  wie  bei  der  Ent- 
Wickelung  der  von  ihm  Lagrange  zugeschriebenen  Gleichungen,  durch  die 
Gleichung 

U  =  <p{t,  t) 

als  Funktion  des  Vektors  des  Teilchens  schreibt.  Aber  nach  einigen  Schritte» 
„sieht  er  sich  vor  die  Wahl  gestellt,  entweder  auf  das  Rechnen  mit  ge- 
richteten GrÖfsen  etwas  näiier  einzugehen"  oder  aber  die  üblichen  Metbodaa 
zu  benutzen. 

Wenn  er  auch  glaubt,  dafs  künftighin-  niemand,  der  über  solche  Ding» 
schreibt,  von  der  Darstellung  nach  der  Vekionncthoäe  abgehen  wird,  w 
möchte  er  doch  vorläufig  Mafs  halten  (Seite  333—343).  Der  Herr  Ver- 
fasser kehrt  nunmehr  zur  klassischen  Behandlung  zurück. 

Um  dem  Leser  das  Verständnis  des  Folgenden  zu  erleichtem,  werden 
wir  uns  von  hier  an  der  in  der  Hydrodynamik  üblich  gewordenen  Bemch- 
nungen  bedienen,  da  der  Gebrauch  der  Bezeichnungen  des  Herrn  Verfassers 
eine  längere  Erklärung  derselben  notwendig  machen  würde. 

Es  mögen  daher  m,  t',  tc  die  Geschwindigkeitskoinponenten  eines  Flteig- 
keitsteilchens  am  Orte  (jf,  jf,  r)  zur  Zeit  /  bezeichnen. 

Der  §  39  der  Vorlesungen  (S.  346)  trägt  die  Überschrift:  „Wirtwl- 
bewegung  und  wirbelfreie  Bewegung."  Nach  dieser  Überschrift  würde  mm 
glauben,  dafs  die  Definition  einer  mrhelfreien  Bewegung  aus  dem  Begriff» 
der  Wirbelbewegung  entnommen  werden  solle.  Der  HeiT  Verfasser  aber 
definiert  zuerst  die  ivirhclfreic  Bewegung  auf  folgende  Weise. 

„Das  Kennzeichen,  dem  eine  wirbelfreie  Bewegung  genügen  muß,  l^ 
dadurch  gegeben,  dafs  das  Integral 


C{udz  -f  vdy  -\-  wdis)  =  0 


über  jede   geschlossene    Linie    innerhalb  des    von    der  Flüssigkeit   erfüllten 
Raumes  gleich  Null  sein  mufs'''  (Seite  347). 

Wanma  man  diese  besondere  Art  der  Wasserbewegung  als  eine  wirb«l* 
freie  bezeichnet,  erläutert  er  aus  der  Umgangssprache  in  eigenartiger  Weiw 
(Seite  348).  y^Dlese  Definition  irtuß  der  Ümgangsspraüie  Rechnung-  ^ 
weist  uns  an,  jeden  geschlossenen  Integraii&nsteetj  gewissermafsen  als  tcirhd' 
verdächtig  zu  betrachten."  Freilich  sei  das  Kennzeichen  (215)  mit  dem  ß«^ 
griffe    der   Wirbelbewegung    der  Umgangssprache    nicht  geradezu  identisd») 


inderapricbt  ihm  aber  nirgends   und  kann  als  eine  Verfeinerung  oder 
eine  schärfere  Fassung  dieses  Begriffes  betrachtet  werden"  (Seite  349). 
Die  Erfüllung  der  Gleichung  (215)  durch  jede  geschlossene  Linie  inner- 
Ib    eines  Raumes  kann  nicht  wohl  fllr  ein  „Kennzeichen"  der  wirbelfreien 
cgung   in    ihm   angesehen    iverden.     Die  Benutzung  dieses   Kennzeichens 
ie  die  Nachprüfung  des  Verschwindens  des  Liuienintegrals  für  jede  ge- 
ine   Kurve    erfordern,    und    sehr    zeitraubend   sein.      Herausgegriffene 
iproben  hätten  keine  Beweiskraft. 

Tbatsächlicb  drückt  aber  Gleichung  (215)  ein  Theorem  aus»  weichesaus 
bekannten  Kennzeichen  der  wirbelfireien  Bewegung»  dafs  udx-\-  vdy  -f  wds 
3  Differential  einer  Funktion  des  Orts  darstellt,  für  den  Fall  der  Ein- 
Atägkeit  dieser  Funktion  folgt.  In  mehrfach  zusammenhängenden  Räumen, 
^©nen  die  betreffende  Funktion  vieldeutig  werden  kann,  bleibt  das  Theorem 
ne  Giltigkeit. 

Der  Herr  Verfasser  fügt  in  seinen  Erläuterungen  Folgendes  hinzu: 
„Zur   Vermeidung   von   Mifsverständnissen   betrachte   ich    noch   die   Be- 
Igimg  einer  Flüssigkeit  längs  eines  ringförmig  geschlossenen  Rohrs."    Für 
Cken   Integrationsweg,    der    dem    Rohre    folgt    und    sich    in    dieser    Weise 
l&lieCst,  sagt  er,  ist  die  Gleichung  (215)  natürlich  nicht  erfüllt. 

Der  Grund  dieses  scheinbaren  Widerspruch.«!  liegt  darin,   dafs   der  SitM 
Wirbels"  in  diesem  Falle  an  den  Fiüssiiikeifsffreneen  liegt    Im  gangen 
ist   die  Bewegung  jedenfalls  nicht  mrbelfrei,   wenn  sie  auch  für 
einfach  zusammenhängenden  Bezirk  im  Innern  der  Flüssigkeit  wirbel- 
sein kann  "* 

Unter  den  Fliisi^i^keitsgrenzen  können  im  Vorhergehenden  nur  die  Bohr- 
randuDgen  verstanden  sein. 

Aber  jeder  Stromfaden  von  eudlicher  oder  unendlich  kleiner  Dicke 
bildet  wiederum  einen  ringförmigen  mit  bewegter  Flüssigkeit  gefüllten  Raum 
wie  das  ganze  ursprftngliche  Rohrj  also  ist  der  Sit«  des  Wirbels  an  der 
Begrettzimg  jedes  Wirbelfadens,  also  übetaU  im  Innern  des  Rohrs.  Trotzdem 
wt  in  jedem  einfach  zusammenhängenden  Raumteil  desselben  die  Bewegung 
*iri>elfrei.  Dieser  zweite  scheinbare  Widerspruch  bleibt  nach  den  Darlegungen 
*Je3  Herrn  Verfassers  bestehen  und  bedarf  einer  Aufklärung. 

Auf  Seite  353  giebt  der  Herr  Verfasser  eine  durchaus  fehlerhafte  Ent- 
^ckelung  des  Lagrangeschen  Satzes,  dafs,  wenn  die  GröCse  i4dx  +  ^dif  -i-  wde 
m  irgend  einer  Zeit  für  eine  Hüssigkeitabewegung  ein  Totaldifferential  ist, 
•I*  dieselbe  Eigenschaft  zu  jeder  Zeit  besitzt.  Er  btm'cisif  dafs  die  Rotations- 
"■»pooenten  fElr  ein  Flüssigkeitsteilcben  mit  der  Zeit  unveränderlich  bleiben 
(Seite  354). 

.     Auf  Seite  400 — 401  betceist  er  die  HelmhoUzschen  Formeln  für  die 
Änderungen  dieser  Komponent-en  mit  der  Zeit. 

Wie  er  diese  beiden,  von  ihm  bewiesenen  Resultate  mit  einander  in 
Übereinstimmung  bringt,  bleibt  unverständlich.  Der  Herr  Verfasser  giebt 
^  ßeitc  404  femer  der  Meinung  Ausdruck,  dafs  in  den  Erwägungen  von 
«elmholtz  eine  für  das  Vertitdndnis  nuizlosc  Erschwerung  der  Untcr- 
SBcliQiig  liege,  die  er  in  seinen  Untersuchungen  durch  Wvghssmiff  einfach 
^itigt  habe. 

Im  §  41  giebt  der  Herr  Verfasser  die  Daj-stelluug  eines  partikulären 
'■lls  der  Dirichletscben  Untersuch ung  der  Bewegung  einer  Kugel  in  einer 
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unbej^renzten  Flüssigkeit.  Für  den  Fall  der  gleichförmigen  Bewegung  der 
Kugel  ergiebt  sich  der  Widerstand  der  Flüssigkeit  gegen  die  Kugel  be- 
kanntlich gleich  Null. 

Der  Herr  Verfasser  giebt  eine  neue  Behandlung  des  Problems,  ohne 
hydrodynamische  Gleichungen,  mit  Hilfe  des  Enertfiepr'mzips. 

Er  sagt  (Seite  366)  einfach: 

„Da  kein  Energiebedarf  vorliegt,  ura  die  Bewegung  (des  festen  Körpers) 
zu  unterhalten,  braucht  dem  bewegten  Körper  auch  keine  Energie  zuge- 
führt an  werden,  d.  h.  der  Widerstand  der  Flüssigkeit  ist  gleich  Null" 

„Diese  Überlegung",  bemerkt  er,  „bat  zugleich  den  Vorteil,  dafs  sie  die 
Gültigkeit  der  Betrachtung  von  denj  kugelförmigen  Körper  auf  einen  Kärptt 
von  hcUchiger  Gestalt  erweitert"  (sie). 

Mit  diesem  Satze  glauben  wir  unsere  Besprechung  schliefsen  xa  dürfen 

Auf  Grund  des  vorstehend  beigebrachien  Materials,  welches  nur  ein« 
kleinen  Teil  desjenigen  umfafst,  das  den  Vorlesungen  über  technische 
Mechanik  entnommen  werden  kann,  spreclien  wir  die  Überzeugung  ans, 
dafs  diese  Vorlesungen  für  das  Studium  der  Mechanik  nicht  empfohleo 
werden  können.  J.  Weinoartbk. 


Entgegnung  auf  das  Referat  des  Herrn  Weingarten. 

Durch  das  freundliche  Entgegenkommen  der  Redaktion  dieser  Zeitschrift 
bin   ich   in   den  Stand   gesetzt,   den  Ausführungen  des  Herrn  Weingarten 
einige  Bemerkungen    folgen   zu   lassen.     Freilich   mache  ich  davon  nicLt  in 
der  Absicht  Gebrauch,   mich  gegen  das  ungünstige  Urteil  aufzulehnen,  das 
Herr  Weingarten   auf  Gnmd   des   von   ihm   gewonnenen    Gesamteindrttck* 
über  mein  Werk  ausgesprochen  hat.     Im  Gegenteil:   wenn  ich  mich  in  di* 
Anschauungsweise    des   Herrn    Weingarten    hinein    zu   versetzen   versachOt 
begreife    ich    recht    wohl,    dafs    ihm    meine   Arbeit  nicht  sympathisch  «eii> 
konnte.     Der   einzige   Zweck    meiner  Zeilen    soll    vielmehr    darin   bestehtlh 
nach    Möglichkeit    eine  Verständigung    über    die    sachlichen    Meinungsonto*^ 
schiede   zwischen   Herrn  Weingarten   und   mir  herbeizuführen.     Ich  hoff? 
dieses   Ziel    dadurch    erreichen    zu    können,    dafs   ich   einerseits   an  solchen» 
Stellen,    bei    denen   Herr  Weingarten    mit    seinen   Einwendungen  mein«** 
Meinmig  nach  Recbt  hat,  meinen  Fehler  zugestehe,  und  dafs  ich  andererseit* 
dort,  wo  mir  der  Fehler  auf  seiner  Seite  zu  liegen  scheint,  dies  mit  eiaeJ* 
kurzen  Auseinandersetzung  klar  zu  legen  versuche. 

Über   die   „Festigkeitslehre"   bemerkt  Herr  Weingarten    zuerst,  d*f* 
es  ihm  namentlich  auf  solche  Stellen  in  meinem  Buche  ankomme,  die  Ab- 
weichungen vom  Hergebrachten  zeigten.    Da  sich  seine  Auseinandersetzung^^ 
nachher  vorwiegend  um    die   von  Caatigliano  in  die  Festigkeitslehre  eitt' 
geführten  Methoden    drehen,   möchte   ich   mir   darauf  hinzuweisen  erlaubeOt 
dafs  meine  Entwickelungen  über  diese  Methoden  kaum  irgendwo  über  d«s 
hinausgehen  imd  von  dem  abweichen,  was  auch  in  vielen  anderen  Büchsn» 
und  namentlich  in  zahlreichen  Abhandlungen  zu  finden  ist,  und  was  8Cfa<Ni 
seit  langer  Zeit  in  der  laufenden  Praxis  jeder  gröfseren  Brückenbaouutilt 
augewendet  wird.     Natürlich  sage  ich  dies  nicht,  um  mich  durch  eine  Be- 
rufung auf  die  Autorität  meiner  in  der  Praxis  stehenden  Kollegen  zu  decken, 
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iir  um  ein  nahe  liegendes  Mifsverständnifi  bei  dem  mit  diesen 
iniger  vertrauten  Leser  zu  vermeiden. 

leinen  Definitionen  über  Elastizität  u.  s.  f.  sagt  Herr  Wein- 
weiches anfsen  Befindliche  diese  Arbeit  beim  allmählichen  Ab- 
Belastung  abgegeben  wird  ,  .  .,  giebt  er  nicht  an." 
üitwort  hierauf  hängt  von  den  Umständen  ab,  unter  denen  der 
versuch  angestellt  wird.  War  z.  B.  ein  Draht  durch  ein  an- 
Gewicht  P  um  die  Strecke  y  gedehnt,  so  wird  während  des  Ab- 
r  Belastung  die  jeweilig  noch  zurückgebliebene  Belastung  gehoben. 
tlao  die  im  Draht«  aufgespeicherte  Arbeit  an  das  Belastungs- 
3gegeben  und  in  potentielle  Energie  dieses  Gewichtes  umge.setzt. 
16  auch  wohl  nicht  weiter  auszuführen ,  dafs  die  vorher  während 
ilichen  Aufbringcns  der  Belastung  dem  Draht*  zugetHihile  und 
es  allmählichen  Abtragena  der  Beiastung  wieder  nach  aufsen  ab- 
Snergie  den  Wert  ~Pp  hat. 

aur  späteren  Stelle  kommt  Herr  Weingarten  freilich  auf  dies« 
|n:,  indem  er  von  einer  mir  zugeschriebenen  „Theorie"  des  all* 
Anwachsens  der  Lasten  wahrend  der  Formändermig  spricht  und 
eht,  von  denen  er  sagt,  dafs  ich  sie  eigentlich  hätte  ziehen  müssen, 
sicii  mein  Vei-stand  aber  entschieden  sträubt.  Es  handelt  sich 
»trachttmgen,  die  mit  dem  Satze  beginnen: 

Wert  der  Lasten  im  Anfangsmoment  der  Durchbiegung  ist  Null, 
spricht  die  Einrenkung  NuU,  die  zunächst  bestehen  bleibt." 
jige  kann  ich  ihm  folgen.  Wenn  er  aber  nachher  sagt,  dafs  bei 
b  meinen  Vorschriften  belasteten  Balken  eine  Deformation  über- 
it  SU  Stande  kommen  könne,  so  kann  ich  mir  dies  nur  deidurch 
aÜB  Herr  Weingarten  die  Lasten  als  die  Ursachen,  die  Durch- 
ais die  Wirkungen  betrachtet  und  annimmt,  dafs  die  Ursachen 
Bgen  vorausgehen  müfsten.  Ich  will  mich  hier  nicht  auf  das  oft 
philosophisch©  Thema  über  das  Verhältnis  von  Ursache  und 
anlassen  und  nur  darauf  aufmerksam  machen,  dafs  sich  das  Ver* 
«80  gut  auch  umkelu-en,  die  Durchbiegung  also  als  Ursache,  die 
ITirkimg  ansehen  läfst.  So  wie  der  Versuch  in  einer  Festigkeits- 
mgestellt  vrird,  ist  diese  Auffassung  sogar  die  näher  liegende  und 
gebräuchliche.  In  Band  I,  8.  285  der  2.  Auflage  meiner  Vor- 
it  dies  näher  auseinander  gesetzt, 

r  bemerke  ich  noch,  dafs  man  überhaupt  nicht  von  einer  „Theorie" 
liehen  Anwachsens  der  Lasten  roden  kann,  sondern  nur  von  einer 
sg  des  tliatsächlichen  Hergangs,  wie  er  sich  bei  einem  Belastungs- 
I  der  Regel  abspielt.  Am  wenigsten  dürfte  aber  diese  „Theorie" 
ihrieben  werden,  da  diese  einfache  Betrachtung  seit  Poncelet, 
iwt  angestellt  zu  haben  scheint,  überall  in  den  Lehrbüchern  der 
t  Mechanik  wiederkehrt. 

em,  was  Herr  Weingarten  über  den  Satz  von  Castigliano 
nach  ihm  ohne  jeden  präzisen  Inhalt  sein  soll,  raufs  ich  aller- 
«inen,  dafs  ich  in  meiner  eigenen  Darstellong  dieses  Satzes  in- 
>hlt  habe,  als  ich  die  stillschweigend  auch  bei  dem  „allgemeinen" 
BT  noch  beibehaltenen  Voraussetzungen  nicht  ausdrücklich  genannt 
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habe.  Ich  hole  dies  nach«  indem  ich  bemerke,  dafs  bei  allen  Betracbtmiigci 
in  §  28  ein  Körper  vorausgesetzt  wird,  der  so  gestützt  ist,  daii  Bewegung« 
ohne  Formänderung  ausgeschlossen  sind.  Zugleich  mache  ich  darauf  inf- 
merkaam^  dafs  unter  den  „äufseren"  Kräften,  von  denen  dort  die  Rede  ist, 
solche  zu  verstehen  sind,  die  man  —  im  Gegensatze  zu  den  durch  sie  mit 
bedingten  Stützkrüflen  —  einzeln  und  unabhängig  von  den  übrigen  beUtiiig 
zu  ändern  vermag.  Dabei  darf  man,  wenn  es  zweckmäfsig  erscheint,  taÄ 
von  dem  Kunstgriffe  Gebrauch  machen^  einzelne  der  Auf  lagerkräfte  zu  il*n 
„äufseren'*^  Kräften  oder  den  „Lasten"  zu  rechnen,  falls  nur  die  übrig 
bleibenden  Auflagorkräfte  /ur  Herstellung  des  Gleichgewichts  bei  beliebigtr 
Wahl  der  äulseren  Kräfte  ausreichen.  Freilich  entfernt  man  sich,  wann 
man  so  verfährt,  zunächst  von  dem  Falle,  der  untersucht  werden  MUt*; 
sobald  man  aber  nachträglich  die  zu  den  äufseren  Kräften  gerechneten 
Auf  lagerkräfte  so  wählt,  dafs  die  zugehörigen  Auflagerbedingungen  «t- 
füllt  sind,  deckt  sich  der  betrachtete  Fall  wieder  mit  dem  ursprünglich  ge- 
gebenen. 

Wenn  man  diese  Erläuterungen  beachtet,  wird  man  keine  Einwendungen 
gegen  meine  Darstellung  der  Castiglianoschen  Methode  und  alles,  m 
damit  zusammenhängt,  erheben  köunen.  Herr  Weingarten  glaubt  zwir, 
den  Satz  an  dem  Beispiele  des  in  drei  Punkten  unterstützten  Balka« 
widerlegen  zu  können,  indem  er  den  Ausdruck  für  die  Formändenmgs- 
arbeit  Ä  nach  den  Auflagerkräften  B  und  C  differentiiert  und  zeigt,  di6 
man  von  Null  verschiedene  Werte  fÖr  die  Differentialquotienteii  erWlt, 
während  man  nach  dem  Castiglianoschen  Satze,  wie  er  meint,  Null 
erhalten  müfste.  Er  verstöfst  aber  dabei  gegen  den  von  ihm  selbst  w 
gefilhrten  Wortlaut  des  Satzes: 

„Wenn  man  die  Deformationsarbeit  eines  elastischen  Körpers  in  einer 
Punktion  der  „äufseren"  Kraft«  ausdrückt,  so  giebt  der  Differential -Quotient 
dieses  Ausdrucks  in  Bezug  auf  eine  dieser  Kräfte  .  ,  .  ." 

Man  beachte  wohl,  der  Satz  spricht  hier  nur  von  den  „äufseren 
Kräften,  und  Herr  Weingarten  wendet  ihn  auf  eine  der  Auflagerkrift* 
an,  die  nicht  zu  den  äufseren  Kräften  gerechnet  werden  können.  Dab  dinn 
ein  falsches  Resultat  herauskommt,  kann  nicht  Wunder  nehmen.  Offenbn" 
handelt  es  sich  hier  nur  um  ein  Mifisverständnis  im  Wortgebrauche,  das  enl* 
weder  von  mir  durch  ungenaue  Ausdrucks  weise  oder  von  Herrn  Weingarte" 
durch  tJüchtiges  Lesen  verschuldet  ist.  In  diesem  Zweifelsfalle  will  ich  i« 
Schuld  imuierhin  auf  mich  nehmen. 

Die   Einwendungen    des   Herrn   Weingarton    gegen   die  §§  63' MJ 
63'*   sind   zu   unbestinmit,   als   dafs   ich  mich  über  sie  ttufsem  könnte; 
vermag  weder  einzusehen,  dafs  ich  selbst  einen  Fehler  begangen  hätte,  i 
wo   sich   Herr   Weingarten  geirrt  haben   könnte,    um   zu    seinem  ^ 
Spruche  zu  gelangen.  ^ 

Etwas  günstiger  liegt  die  Sache  hei  §  65,  da  Herr  Weingarten  hiff 
eine  im  Gegensätze  zur  meinigen  stehende,  bestimmte  Behauptung  aufst^U^ 
die  ich  leicht  widerlegen  zu  können  glaube.     Hen*  Weingarten  sagt: 

„Unter  dieser  Voraussetzung  (dafs  sich  die  VerschiebungskomponenW» 
im  ganzen  vom  Körper  erfüllten  Raum  nach  der  Stetigkeit  ändern)  viA 
daher  Eigenspannungen  des  Körpers,  der  dem  Einflüsse  üufserer  Kraft«  fto^ 
zogen  ist,  unmöglich.    Dagegen  sind  sie  möglich  bei  Flächen-DiskontinnitJ 


i 


br  Verechiebungeu.     Die  Meinung  des  Verfassers,  dafs  „etwaige"  Eigen- 

spannniigeD  durch  die  Theorie  nicht  berührt  würden,  ist  daher  uuautreffend." 

Dem  gegenüber  mache  ich  darauf  aufmerksam,  dafs  man  z.  B.  in  einem 

Lampencylinder  durch  einseitige  Erwärmung  so  starke  Eigenspannungen  hervor- 

rofen  kann,  dafs  der  Bruch  durch  aie  herbeigefüJart  wird.    Ähnlich  liegt  es  mit 

d«a  sogenannten  „Gufsspannungen".     Glaubt  nun  Herr  Weingarten  wirklich, 

d»6  das  Auftreten    der   Eigenspannimgeu   in    diesen   Fällen   nur   durch    die 

Ton  ihm  genannten  Diskontinuitäten  erklärt  werden  könne,  oder   glaubt  er 

i«ir,  dafs   es   überhaupt   physikalisch    dm-ehführhar   wäre,   durch    eine 

auf  eingerichtete   Art   des   Erwärmuagsvorgangs   solche   Diskontinuitäten 

htlicb    herbeizufElliren ?     Wenn   Herr  Weingarten    die   Frage    bejaht, 

ich  mich   zwar  nicht  geschlagen,   aber  jede  Möglichkeit  zu  einer  Ver- 

indi^uüg  mit  ihm  über  diese  Frage  aiisgeachlossea.     Denn  für  mich  ist  die 

Festigkeitslehre  angewandte  Naturwissenschaft  und  nicht  reine  Mathematik. 

Hiüsichtlioh  der  „dickwandigen  Köhreu"  verweise  ich  der  Kürze  halber 

»ttf  die  Bemerkungen  am  Schlüsse  meiner  Entgegnung. 

fcNlln  folgt,  die  Besprechung  der  Dynamik,  die  in  der  Kritik  der  von 
gegebenen  Ableitung  der  Lagran gesehen  Gleichungen  gipfelt  Da 
T  Weingarten  hier  die  Vorführung  eines  Beispiel  vermifst  und  das 
t*r  folgende  Bebpiel  des  physischen  Pendels  nicht  gelten  läfst,  well  er 
raemt,  dafs  ich  bei  ihm  von  ganz  anderen  Gleichungen,  als  den  von  mir 
abgeleiteten,  ausgegangen  wäre,  mögen  hier  die  Entwickelungen,  die  er 
kritisiert,  von  vornhepein  an  der  Hand  dieses  Beispiels  durchgegangen 
'fwden.  Für  ein  Pendel,  dessen  Massen  in  einer  zur  Aufhangeachse  senk- 
f^ht  stehenden  Ebene  ausgebreitet  sind,  lautet  Gl.  (169) 


«) 


X  ^tQCoaq'\-  7f  (j!  •  sin  q. 
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^p       Die    einzige    hier    vorkommende    allgemeine    Koordinate    q    stellt    den 
~  "  inkfcl  dar,  den  das  Pendel  zur  gegebenen  Zeit  mit  der  Normallage  bildet, 

öi]<l  f  bedeutet  einen  in  der  Richtung  der  Aufhangeachse  gezogenen  Einheits- 

'«Ittor.     Für  1}  erhält  man 


^70) 


ö  =  ^-'  -  (-  re  sin  q  +  Vx^t  -  cosq)  ^f . 


Durch  Quadrieren  findet  man  hieraus 

.•  =  (-  r„  sin ,  +  7T.t  ■  cos q)'  (1|)'=  r,»  {^)\ 
^^  Wenn  man  dies  in  den  Ausdruck  für  L  einsetzt,  erhält  man 

n,  i--i^'..V(|fr=je'(^?)'- 

'•«1  man  unter  0  das  Trägheitsmoment  des  Pendels  versteht.  Ich  denke, 
^^n"  Weingarten  wird  jetzt  schon  erkennen,   dafs  der  Irrtum,   der  offen- 

Dur  durch   üngewandtheit   im  Rechnen   mit  Vektoren   zu   erklären   ist, 

seiner  Seite  liegt. 

Die  Rüge,  die  mir  Hen*  Weingarten  bei  dem  „Problem  von  Glocke 

Klöppel"  zu  Teil  werden  läfst,  seheint  auf  einer  unvorsichtigen  Aus- 
^clfsweise  zu  berahen,  die  mir  Herr  Weingarten  als  Fehler  angerechnet 
at.    Dafs  ich    Hei-m  Veltmann  nicht  nannte,  steht  übrigens  in  Überein- 
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Stimmung  d^imtt,  dafs  ich  nur  bei  besonders  wichtigeQ  oder  bei  ganz  oeuea 
Unteranchim^gen  auf  die  Quellen  zurüokgrüF  und  sie  citierte.  Freilich  hätU 
ick,  wie  sich  nachher  zeigen  wird,  durch  genauere  Qaellenangaben  H«itd 
Weingarten  vor  einem  argen  Milsgriffe  bewahren  können,  und  ich  will 
daher  nicht  leugnen,  dafs  das  Unterlassen  sorgfältiger  Quellenangaben  nun 
mindesten  für  manche  meiner  Leser  einen  Mangel  meines  Buches  bedeuUt 

Nun  kommt  Herr  Weingarten  zur  Hydrodynamik.  Zu  den  Definitionen 
der  Wirbelbewegung  und  der  wirbellreien  Bewegung  sagt  Herr  Wein- 
garten: 

„Aber  jeder  Stromfaden  von  endlicher  oder  unendlich  kleiner  Dickfl 
bildet  wiederum  einen  ringförmigen  mit  bewegter  Flüssigkeit  gefüllten  Baoii! 
wie  das  ganze  ui'sprüngUche  Rohr;  also  ist  der  Sitz  des  Wirbels  au  der 
Begrenzung  jedes  Wirbelfadens,  also  überall  im  Rohr." 

Dem  gegenüber  bemerke  ich,  dafs  man  eine  Definition  auf  ihre  Zu- 
lässigkeit  nur  dadurch  prüfen  kann,  dafs  man  die  nach  ihrer  Anweisung 
gebildeten  Folgerungen  ohne  willkürliche  und  mit  ihr  im  Widersprach» 
stehende  Zuthaten  durchführt.  Dagegen  fehlt  Herr  Weingarten,  indra 
er  bei  dem  Vergleiche  des  Stromfadens  mit  dem  ganzen  Rohre  die  psa 
verschiedenen  Grenzbedingungen  aufser  Acht  liiist,  auf  die  es  nach  mein« 
Definition  grade  ankommt.  Steckt  man  einen  rechteckigen  Integrationswng 
ab,  von  dem  eine  Seite  diesseits,  die  gegenüber  liegende  jenseits  der  Grew- 
fläcbe  liegt,  so  ist  das  Linienintegral  im  einen  Falle  Null,  im  audeni  Toa 
Null  verschieden.  Die  Folgenmgen  des  Herrn  Weingarten  können  (lih«f 
aus  meiner  Definition  nicht  gezogen  werden. 

Im  übrigen  handelt  es  sich  hier  um  Definitionen,  die  man  nach  Be- 
lieben so  oder  auch  anders  fassen  kann,  so  lange  sie  nur  in  sich  wider- 
spruchsfrei bleiben,  Dafs  meine  Definition,  im  Gegensatze  zur  Meinung 
des  Herrn  Kritikers,  widerspruchsfrei  durchgeführt  werden  kann,  dürfte  sifi 
aus  den  vorhergehenden  Bemerkungen  bereits  erkennen  lassen.  Ich  mSchU 
nnr  noch  darauf  hinweisen,  dafs  der  physikalische  Hergang  einer  Vftsut 
Strömung  längs  des  einzelnen  Stromfadens,  sobald  dieser,  um  wiiklieh  gleich» 
Verhü-ltnisse  mit  dem  ganzen  Rohre  herzusteilen,  von  festen  Wänden  (ödtf 
auch  von  ruhendem  Wasser)  umgeben  wird,  selbstverständlich  ganz  andaB 
ausfUUt,  als  wenn  der  Stromfaden  nur  einen  Bestandteil  der  ganzen  strömend» 
Wassermasse  bildet.  Bei  der  idealen,  reibimgsfreien  Flüssigkeit  wäre  <li'^ 
zwar  anders;  man  wü*d  aber  immerhin  verständlich  finden,  dafs  ein  Techmi«' 
bei  der  Auswahl  seiner  Definitionen,  sofern  nicht  zwingende  Gründe  d*geg* 
sprechen,  auf  solche  Umstände  gern  von  vornherein  Rücksicht  nimmt 

Nun  folgt  eine  Einwendung,  die  ich  endlich  einmal  ohne  jede  Ein 
schrÄnkung  als  richtig  anerkennen  kann.  Der  Beweis  des  Lagrangescbcn 
Satzes,  von  dem  Herr  Weingarten  spricht,  war  in  der  That  in  der  1 
Auflage  des  4.  Bandes,  die  Herrn  Weingarten  allein  vorliegen  könnt'» 
ganz  fehl  erb  aft.  In  der  jetzt  gerade  erschienenen  Neuauflage  ist  die  Stdl« 
geändert,  so  dafs  ilie  durchaus  zutreffende  Rüge  in  Zukunft  fortfcdlen  ka«* 

Ganz  anders  steht  es  aber  wieder  mit  der  Behandlung,  die  Herr 
Weingarten  dem  Satze  über  die  widerstandslose  Bewegung  eines  Körp«* 
von  heliehiger  Gestalt  in  einer  reibungslosen  Flüssigkeit  zu  Teil  werden  llf*- 
Er  begnügt  sich  damit,  seine  Meinung  durch  ein  „sie**  kundzugeben,  da» 
dem   Zusammenhange    nach    nur    dahin    gedeutet    werden   kann,    dafs  H«n 
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iMngarten  nicht  nur  den  Satz  und  neiaen  Beweis  för  falsch  hält,  sondern 
r  »ach  gar  nicht  einmal  der  Mühe  eigner  Widerlegung  w«>rt  erachtet. 
Ich  berufe  mich,  um  meine  Ansicht  zu  verteidigen,  nur  ungern  auf 
b  Urteil  von  anderen.  Einer  so  wegwerfenden  Behandlung  gegenüber 
ileibt  mir  aber  kein  anderes  Mittel.  Ich  mufs  daher  erklären,  dafs  der 
!&ti  auch  von  der  Autorität  Kirchhoffs  getragen  wird  und  längst  iu  die 
inerkanoten  Lehrbücher  der  Hydrodjnamik  übergegangen  ist.  Es  wird 
[CDÜgen,  wenn  ich  hier  eine  Stelle  aus  Lamb,  Hydrodjnamics,  Cambridge 
895,  S.  177  anfahre: 

■  ^enoe,  as  was  first  pointed  out  by  Kirch  hoff,  there  are  for  any 
H  three  mutually  perpendicular  directions  of  permanent  translatioo ;  that 
Ro  B»y.  if  the  solid  be  aet  in  motion  parallel  to  one  of  these  directions, 
ntbont  rotation,   and  left  to  itself,   it  will  continue,  so  to  move." 

tDie  Stelle  bezieht  sich  auf  die  Bewegung  eines  Körpers  in  einer 
igkeit  and  enthält  schon  eine  Seite  des  von  Herrn  Weingarten  von 
herab  behandelten  Satzes.  Das  Weitere  möge  man  dort  nachlesen; 
wird  dann  auch  finden,  dafs  selbst  mein  Beweis  dem  von  Kirch  ho  ff 
B  ^en  Grundzügen  nachgebildet  ist,  wenn  er  auch,  da  die  ganze  Stelle  in 
aeinein  Buche  nur  eine  halbe  Seite  einnimmt,  mehr  andeutet,  als  streng 
iführl 

Herr  Weingarten  bemerkt  zum  Schlüsse,  dafs  dag  von  ihm  vorgebracht« 
»rial  nur  einen  kleinen  Teil  dessen  ausmache,  was  in  meinem  Werke 
u  tadeln  sei  Immerhin  darf  ich  wohl  annehmen,  dafs  er  die  Auswahl 
tboa  80  getroffen  haben  wird»  wie  sie  ihm  für  seinen  Zweck  am  günstigsten 
melden.  Ich  glaube  daher  nicht  befürchten  zu  müssen,  dafs  eine  Zusammen- 
faümjg  anderer  Stichproben  ein  füi-  mich  wesentlich  ungünstigeres  Resultat 
bfem  könnte,  als  es  jetzt  vorliegt.  Pieilich  will  ich  damit  keineswegs 
igea,  dafs  nicht  an  gar  manchen  Stellen  meines  Buches  AngriflFspunkte  zu 
Jeiaingelungen  für  einen  strengen  Beurteiler  zu  finden  wären.  Bei  der 
tl&*8ung  eines  Lehrbuches  für  den  ersten  Unterricht  des  Lesers  (und 
OÄal  des  für  allzu  spitzfindige  Betrachtungen  wenig  empfänglichen  Tech- 
fers)  mufs  man  sich  aber  von  ganz  anderen  Rücksichten  leiten  lassen, 
■ton  der  steten  Sorge,  einem  angrifl'slustigen  Kritiker  jede  Gelegenheit 
wr  selbst  nur  den  Vorwand  zu  einem  Einwände  abzusehneiden.  Ich  hofi'e, 
l«r  billig  denkende  Leser  wird  diefi  zur  Entschuldigung  gelten  lassen,  wenn 
"Dl  hie  und  da  eine  Stelle  wegen  unzxii'eich ender  Strenge  nicht  recht  ge- 
Wirkliche  Fehler  will  ich  ja  damit  natürlich  nicht  bemänteln;  diese 
ich  gerne  anerkennen  und  sie  späterhin  abstellen,  sobald  ich  auf  sie 
lerksam  gemacht  werde.  A.  Föppl. 


Bur  Feier  der  BntbfillaiLg  des  Gau fs- Weber-Denkmals  in 

Göttingen,  herausgegeben  von  dem  Fest-Komitee.     Inhalt:  D.  Uilhert^ 
Grundlagen  der  Geometrie.   E.  Wiechert,  Grundlagen  der  Elektro- 
dynamik.    92  und   112  Seiten.     Leipzig  1899,  ß.  G.  Teubnen 
i^Bei  den    grofsen   Erfolgen,    welche   im  Laufe   des    letzten  Jahrhundeiis 
Begründung   der    Nicht-Euklidischen    Geometrie    gewonnen    wurden, 
zufolge  der  neuesten  historischen  Forschungen  Gaufs'  Name  in  aller- 
Eeihe  der  auf  diesem  Gebiete  erfolgreichen  Forscher.    Es  ist  deshalb 
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eine  sehr  passende  Ehrnng  des  grofsen  Mathematikers,  wenn  Herr  Hubert 
bei  Gelegenheit  der  feierlichen  Enthüllung  seines  Denkmals  als  FestwhriA 
eine  Abhandlung  darhietet,  in  weicher  die  Grundlagen  der  Geometrie  aU- 
gemein  behandelt  werden.  Es  liegt  in  der  Natui-  der  Sache  begründet,  dafg 
das  Bestreben,  die  Geometrie  auf  Grund  eiEes  Systems  widerspruchsloser 
und  ausreichender  Axiome  logisch  aufzubauen,  später  erwachte,  als  eine 
entsprechende  Behandlung  der  Grundlagen  der  Arithmetik.  Geometrischer- 
seits  stehen  diese  Untersuchungen  noch  jetzt  im  Flusse  der  Entwicklung, 
wie  die  dem  letzten  Jahrzehnt  angehörenden  Arbeiten  von  Killing,  Schur, 
Veronese  und  zahlreicher  weiterer  Forscher  zeigen.  Dafs  Herr  Hubert 
seine  eigenen  Untersuchungen  auf  diesem  Gebiete  allgemein  zugftngUch  ge- 
macht hat,  wird  hei  der  ganz  hervorragenden  logischen  und  kritischen  Be- 
gabung, über  welche  der  Verfasser  verfügt,  allgemein  interessieren.  D»  es 
sich  hierbei  um  Untersuchungen  handelt,  welche  keine  besonderen  Vor- 
kenntnisse erfordern,  und  welche  insbesondere  auch  für  den  Lehrer  der  ele- 
mentaren Geometrie  von  grundlegender  Wichtigkeit  sind,  so  wird  es  gestattet 
sein,  auf  den  Inhalt  der  Hilbertschen  Abhandlung  noch  etwas  ansfllhr- 
licher  einzugehen. 

Herr    Hilbert   ordnet    die    gesamten    Axiome   der    Greometrie   in  fünf 
Gruppen   an,    die   er  durch    die   Benennungen    „Axiome    der   Verknüpfung", 
„Axiome    der   Anordnung",    „Axiome    der  Parallelen",    „Ajiome   der  Kw 
gnienz"    und    „Axiom     der    Stetigkeit"    bezeichnet.      Die    dritte    und  die 
fünfte     Gruppe    bestehen     hier    je     nur     aus     einem     einzelnen     Aiiojne, 
die    auch   das    „Euklidische"    bez.    das   „Archimedische"    Axiom  heifero. 
Die   Unabhängigkeit  des    Euklidischen  Axioms  von    den    übrigen    und  die 
daraus   entspringende  Möglichkeit    der  „Nicht-Euklidischen"   Geometrie  sind 
bekannt.    Überraschender  dürfte  die  Möglichkeit  einer  „Nicht-Archimediscbea'* 
Geometrie  sein.     Das  Archimedische  Prinzip  wird  so  definiert:  A^  sei  n» 
Punkt   einer   Geraden,   der  zwischen   den   Punkten   Ä   und    B  der  gleichen 
Geraden    gelegen    sei.      Weitere   Punkt«   Ä^^  J.j,  •  •  -   sollen    so   auf  diesem* 
Geraden  fixiert  werden,  dafs  jdj  zwischen  A  und  ^4,,   A^  zwischen  Ai  und 
A^  u.  s.  w.   gelegen   sind,  und   dafs   die  Strecken  AA^^  ^i-^i  ^^^  "  * 
alle   einander  gleich   sind.     Das  Axiom  sagt  alsdann    ans.    es    gebe  aneff^ 
Punkt  An    in    der   fraglichen    Reihe,   so   dafs  B   zwischen  A    und  A^   Ue^** 

Es  gelingt  dem  Herrn  Verfasser,  die  Unabhängigkeit  dieses  Aiioi«»* 
von  den  übrigen  zu  zeigen  und  damit  die  Möglichkeit  einer  Nicht-Ärchina' 
dischen  Geometrie  darzuthun.  Der  Verfasser  benutzt  ganz  wie  in  der  g^ 
wohnlichen  analytischen  Geometrie  des  Raumes  ein  System  von  drei  Grolii^ 
(jf,  y»  e}  als  Repräsentanten  eines  Punktes  imd  ein  System  von  vier  Gr5l»^ 
(uj  r,  tr»  r\  die  nicht  durchgängig  verech winden,  als  KepräsentanteD 
Ebene,  wobei  durch 

use  -\-  Vif  -\-  WS  -{-  r  ^  0 

zum  Ausdruck    kommen    soll,    dafs    der    Punkt    (x,  y,  z)    in    der    Eib^ 
(tt,  r,  w,  r)  gelegen  ist.     Die  a:,  y,     ■  ,  r  sind  reelle  Gröfsen,  filr 
jedoch  die  BegrifTe   des  „Gröfser'*  und  „Kleiner^'  nicht  in  der  gewöhnüi 

Weise  definiert  sind.  Man  bilde  nämlich,  unter  t  eine  reale  Vi 
verstanden,  das  System  aller  Gröfsen,  welche  aus  i  durch  rationale 
nungen  und    die  irrationale  Operation  }/!  -f-  a>*  entstehen,    wenn  a  i 
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f  eine  bereits  gebüdete  Gröfae  ist.  Das  System  dieser  algebraischen  Prmk- 
j  tionen  von  /  stellt  eine  abzählbare  Menge  dar,  in  der  die  rationalen  Rech- 
tiungen  eindeutig  ausführbar  sind;  diesem  System  von  Gröfsen  sollen  die 
,y,  "•,  r  entnommen  sein.  Eine  einzelne  Gröfse  des  Systems  hat  als 
[Bbraische  Funktion  von  t  nur  endlich  viele  Nullpunkte  ujid  ist  infolge 
deswD  für  hinreichend  grofse  Werte  i  entweder  nur  positiv  oder  nur  nega- 
fir.  Nun  soll  o  >  fc  oder  a  <  ft  heifsen,  je  nachdem  (a  —  h)  für  hinreichend 
gTofee  f  positiv  oder  negativ  ist.  Ist  n  eine  gan',£e  rationale  Zahl,  so  ist  hiernach 
[n—t)  bestöjidig  negativ,  woraus  die  Nichtgültigkeit  des  Archimedischen 
Prinnps  sofort  entspringt.  Dagegen  zeigt  sich,  dafs  aus  den  oben  definier- 
ten „Punkten"  und  „Ebenen"  eine  Geometrie  entspringt,  in  welcher  die 
übrigen  Axiome  gelten. 

Bei  den  weiteren  Entwickelungen,  welche  vornehmlich  Euklids  Lehre 
Tön  den  Proportionen  und  die  Lehre  von  den  Flächeninhalten  betreffen, 
riehen  die  Sätze  von  Pascal  and  Desargues  im  Mittelpunkt.  Pascals  Satz 
wird  nur  auf  einen  in  zwei  Gerade  zerfallenden  Kegelschnitt  bezogen.  Sein 
Boweis  wird  zunüchst  unabhUngig  vom  Axiom  der  Stetigkeit  gefuhrt.  Doch 
iit  dieser  Satz  auch  beweisbar,  wenn  man  an  Stelle  der  Kongruenzaxiome 
dai  Archimedische  Aiiora  als  gültig  ansieht.  Dagegen  ftlllt  der  Pascalsnhe 
Siti,  falls  man  sowohl  von  den  Kongruenzaxiomen  als  von  dem  Stetigkeits- 
luiom  absieht.  Eine  „Nicht- Pas calsche"  Geometrie,  in  der  die  Axiome  der 
Verknüpfung,  der  Anordnung  und  der  Parallelen  gelten,  ist  demnach  auch 
eine  „Nicht- Archimedische". 

Der  Satz  von  Desargues  sagt  aus,  dafs^  wenn  die  Seiten  zweier  Drei- 
ecke in  der  Ebene  paarweise  parallel  sind,  die  drei  Verbindungsgeraden 
komenpondierender  Ecken  durch  einen  Punkt  taufen  oder  parallel  sind. 
Zum  Beweise  desselben  sind,  falls  man  sich  auf  Betrachtungen  in  der  Ebene 
l^eschrilnkt,  die  Kongruenzaxiome  notwendig.  Im  weiteren  Verfolg  der  sich 
an  den  Desarguesscben  Satz  anschliefsenden  Untersuchung  wird  eine  Rech- 
ßong  mit  Strecken,  die  auf  zwei  sich  schneidende  Geraden  vom  gemeinsamen 
Scbittpunkte  aus  abgetragen  sind,  ausgebildet.  Der  Inbegriff  dieser 
Sh'ecken  läfst  sich  auch  als  ein  System  komplexer  Zahlen  auffassen,  für 
'Welches  sämtliche  Ret-henvorschriften  der  elementaren  Arithmetik  aufser  dem 
kommutativen  Satze  der  Multiplikation  und  dem  Archimedischen  Satze 
geltfD  Dieses  Zahlensystem  ermöglicht  den  Aufbau  einer  räumlichen 
Geometrie,  in  der  die  Axiome  der  ersten  drei  Gruppen  alle  giltig  sind. 
"^f  zeigt  sich  dann  das  bemerkenswerte  Resultat,  dafs  bei  den  in  dieser 
rtoadichen  Geometrie  enthaltenen  ebenen  Geometrien  der  Desarguessche 
^^z  stets  gilt,  so  dafs  sich  der  Satz  von  Desargues  fOir  die  ebene  Geome- 
^^^  als  „Resultat  der  Elimination  der  räumlichen  Axiome"  darsteUt. 

Der  letzte  Teil  der  Abhandhing  bespricht  geometrische  Konst-ruktionen 
*|^f  Grund  der  filnf  Axiomgruppen,  wobei  namentlich  die  Entwicklung  über 
*«  Ausführbarkeit  geometrischer  Konstruktionen  mittelst  „Lineals  und 
^^ckenübertragers"  interessieren  wird. 

In  dem  zweiten  Teile  der  vorliegenden  Festschrift,  welcher  der  Ehrung 
"^iliielm  Webers  gilt,  hat  Herr  Wiechert  die  Grundlagen  der  Elektro- 
«Tnamik  behandelt,  ein  Gebiet,  in  dessen  Fortentwicklung  der  Verfasser 
wlbst  als  erfolgreicher  Forscher  eingegriffen  hat.  Auch  die  Wahl  dieses 
Themas    bei    der    genannten    festlichen   Gelegenheit    ist    eine   sehr   treffende 
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gewesen.     War    docb    durch    die    Untersuchungen    W.  Webers    über   du 
Verhältnis    der    elektrostatischen  zur  elektrodynamischen  Einheit    die  über- 
raschende und  oft  genannte  Beziehung  zur  Lichtgeschwindigkeit  aufgedeckt 
worden,    wodurch   der    erste  Anstofs    tu    der    glänzenden  Entwickltiiig  der 
modernen  Elektrizitätstheorie  gegeben  war.    Es  handelt  sich  dabei  um  jene 
Theorie,  in  welcher  Faradays  Ansckauongen  von  der  dielektrischen  Polari- 
sation (zur  Venneidung  der  Hypothese  von  der  Femwirkung)  und  weniger 
Maxwells  Hypothese    über   das  Wesen    der  Elektrizität    als    einer  inkom- 
pressiblen  Flüssigkeit,  als  vielmehr  seine  ebenso  einfachen  wie   univereellen 
elektrodynamischen  GrundformeLn  und  seine  Durchführung  der  Vereiniguag 
von  ElektrodjTiamik  und  Optik  auf  der  Grundlage  der  allgemeinen  Mechuik 
das  vielbe wunderte  Fundament  abgeben.    Aber  diese  Theorie  ist  auch  heute 
noch  im   vollen  Flusse   der   Entwicklung   begriffen.      Handelt  es   sich  docii 
bei  Maxwell  selber  nur  erat  um  die  Formulierung  der  Grundprinzipien  in 
hervorragend   einfacher   Gestalt^    während    die    weiteren   Ausführungen  and 
die  Fortentwicklung  seiner  Ideen  anderen  Forschem    überlassen   blieb.    Die 
Untersuchungen  von  Hertz,  Helmholt/.,  H.  A.  Lorentz,  Boltzmanc  und 
vielen  anderen  haben  hier  wesentliche  Fortschritte  gebracht.    Hier  schliefeen 
sich   nun   auch   die   eigenen   elektrodynamischen  Untersuchungen  des  Hemi 
Verfassers  an^  welche  den  Entwicklungen  von  Lorentz  am  nächsten  stehen, 
aber  unabhängig   von    den   letzteren    ausgeführt  wurden,    und    welche  sieh 
namentlich  dadurch  von   den   sonstigen  hierher   gehörenden  Untersuchungen 
unterscheiden»   dafs  sie  auf  die  molekulare  Konstitution   der  Materie  Rück- 
sicht nehmen.     Es   wird    besonders    interessieren,    dafs    der  Verfesser  bei 
seinen  weiteren  Ausführungen  der  Maxwellschen  Theorie  schliefslich  wieder 
zur  alten  Vorstellung  der  beiden  elektrischen  Materien  zurückkommt,  meT 
Anschauungsweise,  die  hier  natürlich  in  sehr  vertiefter  Gestalt  wiederkehri- 
Auf  die    einzelnen   und    namentlich    die    mathematischen   Ausfuhrungen  dfl^. 
Abhandlung,  deren  Verständnis  doch  eine  gröfsere  Reibe  von  Vorkenntnisw«*! 
wünschenswert  macht,   einzugehen,   ist  hier  nicht  der  Ort.     Es  möge  »Is*^ 
genügen,    mit    den    vorstehenden    kurzen    Andeutungen    auf    die    wertvoll- 
Wiechertsche  Abhandlung  aufmerksam  gemacht  zu  haben.         Frickz. 


Ernst  Paseal.     Die  Variatlonsreohniiiig.     Autorisierte  deutsche  Ansga):^ 

von  A.  Sehe pp.     VI  -|-  146  Seiten.     Leipzig  1899,  Teubner.  I 

Es  handelt  sich  um  eine  deutsche  Übersetzung  des  ersten  Teiles  d^^ 
in  der  Zeitfichr.  f.  Math,  u,  Phys.  Bd.  43,  Seite  147  der  historisch-litter^ 
rischen  Abteilung  angezeigten  Werkes.  Das  Erscheinen  einer  deutsoh^Ml 
Ausgabe  dieses  Werkes  ist  um  so  interessanter,  als  sich  dasselbe  mit  dff^"*| 
jüngst  herausgegebenen  Lehrbuch  der  Variationsrechnung  von  Kneser  se^tai 
gut  ergänzt.  Kommen  im  letzten  Buche  in  ganz  hervoiTagender  Weise  ^-^ 
neueren  strengen  Methoden  von  Weierstrafs  zur  Geltung,  so  steht  fcM 
Pascal  eine  organisch  gegliedeite  Darstellung  der  älteren  Entwicklung  cl^ 
Variationsrechnung  Lm  Vordergrunde.  Die  Übertragung  ist  durch  Heir*? 
Hchepp  gewandt  durchgeführt,  und  die  Verlagsfirma  hat  das  Buch  «** 
bekannter  Güte  ausgestattet.  Frickb. 
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W«  de  Tannenberg.  Le^ons  noavelles  anr  lea  applicationa  göom6> 
triques  dm  oaloul  diff^rentiel.     192  Seitön,    Paris  1899,  A.  Hermann. 

Für  d&s  Studium  der  Differentialgeometrie  sind  in  der  deutschen 
LehrbDchlitteratur  verschiedene  höchst  brauchhare  Werke  vorhanden.  Die 
von  M.  Lukat  aasgefahrtc  Übersetzung  der  Vorlesungen  von  Bianchi  ist 
jüngst  vollstÄndig  geworden  und  stellt  ein  eingehendes  Spezialwerk  über 
die  Differentialgeometrie  dar.  Für  die  EinfüJirung  in  dieses  Gebiet  ist 
Joachimsthals  wohlbekanntes  Werk  „Anwendung  der  Differential-  und 
Integralrechnung  auf  die  allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  der  Linien 
doppelter  Krümmung"  höchst  brauchbar. 

Ist  hiernach  ein  neues  Buch  über  Differentialgeometrie  für  unser 
dentsches  Bedürfnis  nicht  gerade  eine  Notsache  gewesen,  so  wird  man  ein 
Werk,  welches  den  fraglichen  Gegenstand  noch  etwas  kompendiöser  als 
Joachimsthal    behandelt,   immer  doch  gern  willkommen  heifsen,  wenn  es, 

f'  i  das  hier  vorliegende  Buch,  klar  und  übersichtlich  abgefafst  ist. 
Der  Verfasser  gruppiert  seinen  Stoff  in  fünf  Abschnitte,  wobei  in  den 
den    ersten    die    gestaltlicben    Verhältnisse    der    Raumkurven    und    der 
kronunen  Oberflächen  besprochen  werden,   wUhrend  in  den  drei  letzten  Ab- 
schnitten  die   metrischen   Eigenschaften   der    Raumkurven,   der   llegelflächen 
mä  der  nichtgeradlinigen  Flächen  zur  Behandlung  kommen. 
■      Die  beiden  descriptiven    Abschnitte  erstrecken  sich  auf  die    Tangenten 
^pd  osculierenden  Ebenen   der  Eaumkurven^   auf  die  Tangentialebenen   der 
Bhnrflndii  II    und   behandeln   auch   die  Herstellung   von  OberÜilchen   aus   Ge- 
raden- bez.  Kurvenscharen,  some  auch  die  einhiülenden  Flächen  bei  einfach 
ond  zweifach  unendlichen  Flachenscharen.     Auch  werden  die   ersten  Defini- 
tionen   über    abwickelbare    Flächen,    sowie    über    Strahlenkongruenzen    und 
Komplexe  gegeben. 

Die    metrische    Betrachtung    der    Raumkurven    erstreckt    sich    auf    die 

rfpppelte  Krümmung  derselben,  auf  den  Krümmnngskreis,  auf  die  Darstellung 

^far  Koordinat4)n  jr,  y,  z  der  Kurvenpunkte   als  Funktionen   der   Bogenlänge 

*  und  dergleichen.     Als  Anwendungen  werden  diejenigen  Kurven  betrachtet, 

*>ci  denen   beide  Krümmungen   konstant   sind,   sowie   diejenigen,   bei   denen 

^»  erste  Krümmung  eine  gegebene  Funktion  der  Kurvenlänge  5  ist. 

Der  Abschnitt  über  Regelflächen  zerlegt  sich  natüiiich  in  zwei  Teile^ 
die  nicbt-abwickelbaren  und  die  abwickelbaren  Flächen  betreffend.  Am 
'•'ofanglichst^n  ist  der  f^fte  Abschnitt^  welcher  die  allgemeine  Betrachtung 
Jf  metrischen  Eigenschaften  der  krummen  Oberflächen  giebt.  Es  handelt 
zunächst  im  wesentlichen  um  die  Entwicklung  der  Gaufsschen  Theorie 
Flächenkrümmung-  Es  werden  die  sechs  charakteristischen  Funktionen» 
•Jche  die  Koeffizienten  der  beiden  fundamentalen  fjuadratischen  Differential- 
sowie  die  Tswischen  ihnen  bestehenden  Relationen  behandelt.  Ange- 
^^**»dt  werden  die  aiigemeinen  Ansätze  der  Krümmungstheorie  insbesondere 
^  die  Behandlung  der  nächstliegenden  Beispiele  von  Kurven  auf  gegebenen 
chen,  der  geodätischen  Linien,  der  Krüinraungslinien  u.  a. 
In  den  beiden  letzten  Kapiteln  folgen  noch  zahlreiche  spezielle  Ans- 
angen, welche  Rotationsflächen,  abwickelbare  Flächen  und  Flächen 
iten  Grades  betreffen,  auch  noch  eingehendere  Entwickelungen  über  die 
ahdrigen  quadratischen  Linien  und  verwandte  Gegenstände  bringen. 

FarcKE. 
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Bernbard  Riemann,  Empti&ohe  Ftmküoneii.  Vorlemingen.  Mit  Zu 
Sätzen  herausgegeben  von  Hermann  8tftlll.  VIII  -}-  144  Seiten  mit 
Figuren  im  Text.  Leipzig  1809,  Teubner. 
Mit  der  Herausgabe  einer  Beihe  bisher  unzugänglicher  fimktaonen- 
theoretischer  Vorlesungen  Riemanns  wird  einem  berechtigten  und  zweifello« 
allgemeinen  Wunsche  der  Mathematiker  entsprochen.  Während  sich  die 
Herausgabe  von  Vorlesungen  über  Abel  sehe  Funktionen  und  solche  über 
hypergeometrische  Funktionen  in  Vorbereitung  befindet^  liegen  die  Vo^ 
lesungen  über  elliptischß  Funktionen  in  der  Bearbeitung  von  Herrn  H.  Stahl 
bereits  vor.  Riemann  hat  zweimal  in  verschiedener  Form  VoriesuugM 
„über  Funktionen  einer  veränderlichen  komplexen  Gröfse,  insbesondere  ellip- 
tische und  Abel  sehe"  gehalten,  nämlich  im  Wintersera  ester  1855/56  und 
Sommersemester  1856,  sodann  das  zweite  Mal  im  Wintersemester  1861/^2 
und  im  darauf  folgenden  Sommersemester,  Der  Abschnitt  über  die  ellip- 
tischen Funktionen  ist  hierbei  so  selbständig  gefafst,  dafs  seine  gesondert» 
Herausgabe  rätlich  erschien. 

Der   Kenner   der    Theorie    der    elliptischen  Funktionen    wird    von  dar 
Riemann  sehen  Vorlesung  mit  dem  gröFsten  Interesse  Einsicht  nehmen,  oV 
schon  die  von  Riemann  geschaffenen  funktionentheoretischen  AnschattBn^ 
und  Metboden   längst  ihr  Recht  in  der  Theorie  der   elliptischen  Firnktionm 
gewonnen  haben,  auch  ohne  dafs  Riemanns  eigene  Behandlung  dieser  Funk- 
tionen  zur   allgemeinen   Kenntnis    gekommen    wäre.      Der   ausgedehnte  Ge- 
brauch anschaulicher  Ülierlegungen  kommt  gleich  von  Anfang  an,  wo  Rie- 
mann an  den  Begriff  der  doppeltperiodischen  Funktionen  anknüpft  und  danu 
sogleich  in  interessantem  Übergange   zum  Integral   erster  Gattung  und  zur 
zweiblättrigen    Fläche    gelangt,    zur   vollen    Geltung.      Die    Definition  d«r 
Perioden    durch    „beliebige*'    „geschlossene"    Wege    auf    der    zweiblSttrigeo 
Fläche   kennt    man    natürlich    längst    als    eine    für    Riemann    wesenthche 
Auffassung.     Bemerkenswert  sind  vor   allem  die  sehr    ausgedehnten   Erört*' 
rungen  über  die  Abbildung  der  zweiblättrigen  Fläche  auf  ein  ParallelogramJ** 
(S.  20  ff.).     Die  Abbildung  der  Querschnittründer    auf   die  ParaUelognumö-'  j 
Seiten  ninmit  hierbei  das  Interesse  des  Autors  fast  vollständig  in  Anspruct** 
während  in  der  Weiterführung  der  Abbildung  auf  das  Innere  des  Parallel  <^^ 
gramms  eine  besondere  Schwierigkeit  nicht  erblickt  wird.     Auch  ist  chaml*^ 
teristisch,  dafs  Riemann  bei  Diskussion  dieser  Abbildung  dem  allgemem^*^ 
Falle  eines  beliebigen  komplexen  Moduls  ft'  aus   dem  Wege  geht  und   i^* 
Betrachtung  auf  reelle  Ä-*  des  Intervalls   0  <  ft*  <  1    einschränkt.     Freili«^* 
ist    diese   letztere  Beschränkung    unzweifelhaft   nur    zur   Erleichterung    d.^'^ 
Auffassung   der  Vorlesung   geschehen;   denn   es   ist  ganz    selbstverst&ndlicr^ 
dafs  Riemann  in  dieser  Hinsicht  die   volle  Allgemeinheit  der  Anschauu«^ 
besessen  hat.     Natürlich  kommen  auch  Stellen  vor,  wo  Riemann  hinter  d^ 
Genauigkeit   der   ttberlegimg,   welche   man  heute  anwenden  würde,   zurüc?^ 
bleibt.     Man  vergl  z.  B.  die  Art,  wie  das  Verhalten  der  eOiptischen  Fuc»^ 
tionen  im  Unendlichen  (S.  3  und  37)  zu   Schlufsfolgeningen    benutit  wi 
Als  Gestalt  des  Normalintegrals  erster  Gattimg  wird: 


X) 


benutzt,    die  man  eben   deshalb    mit  vollem   Rechte    als   die  Riemann»«^! 
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Nnrm&lfonn  de«  elliptischen  Integrals  erster  Gattung  bezeichnet.  Die  An- 
griffe, welche  gegen  diese  Terminologie  gelegentlich  erhoben  wurden,  er- 
weisen sich  daraufhin  als  unbegründet  Die  Entwicklung  der  Theorie  wird 
voD  Riemann  soweit  gefördert,  dafs  aach  die  Grundlagen  der  Lehre  voo 
der  Transformation  der  elliptischen  Funktionen  entwickelt  werden.  Tn  einem 
fär  sich  stehenden  letzten  Teile  der  Vorlesung  wird  dann  noch  einmal  die 
ganze  Theorie  auf  Onindlage  der  Thetafunktionen  entwickelt.  Das  eriimert 
Tiitürlioh  sofort,  an  Jacobis  bekannte  Vorlesungen;  doch  hat  Riemann 
nidi  der  Meinung  der  in  dieser  Frage  kompetentesten  Beurteiler  die  frag- 
lickn  Vorlesungen  Jacobis  nicht  gekannt. 

Die  Art  des  Riemannschen  Vortrags  entsprach,  wenn  auch  gegen 
»inen  Willen^  öfters  der  grofsen  Schnelligkeit,  mit  der  er  befähigt  war, 
Bchloftketten  zu  übersehen.  Herr  Stahl  hat  in  dieser  Hinsicht  durch  Ein- 
ftgung  kurzer  Fufsnoten  sowie  durch  Erläuterungen  im  Text  das  Verständ- 
nis sehr  erleichtert.  A u ch  ersc h öp fe n  n atürlich  Riemanns  Vorlesun gen  ihren 
GflgBMtand  in  keiner  Weise.  Um  dieselben  in  etwas  zu  ergänzen,  sowie 
BMnentlieh  um  das  Studium  der  Vorlesungen  Rieraanns  auch  solchen  Lesern 
iiigäDglich  zu  machen,  welche  nur  erst  die  Grundlagen  der  Funktionen- 
theorie kennen,  hat  der  Herr  Herausgeber  in  der  zweiten  Hülfte  des  Buches 
eine  Reihe  selbstUndiger  Erläuterungen  und  Ergänzungen  verfafst^  zu  denen 
w  als  ausgezeichneter  Kenner  der  elliptischen  und  Abel  sehen  Funktionen 
Wnders  berufen  schien.  Dieselben  schliefsen  sich  in  der  Hauptsache  dem 
Gange  der  Riemannschen  Vorlesung  an.  Für  sich  steht  der  letzte  Ab- 
schnitt der  Ergänzungen,  in  welchem  Herr  Stahl  die  Grundlagen  der 
Weierstrafsschen  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  und  ihre  Beziehimg 
vu  Jacobischen  Theorie  erörtert.    '  Fricke. 


Otto  Stolz.      Gnmdsüge    der    DifTerentlal-    und    IntegralreGlmuiig. 

Dritter  Teil:  Die  Lehre  von  den   Doppelintegralen,  eine  Ergänzung  zum 
ersten  Teile  des  Werkes.     Mit  41  Figuren  im  Teit.     Vm  +  296  Seiten. 
_    Leipzig   1899,  Teubner. 

■  Id  dem  in  der  Überschrift  genannten  Buche  giebt  Herr  Stolz  einen 
Wchflpfenden  Bericht  über  die  Untersuchungen  zur  Theorie  der  Doppel- 
inl^grale.  Es  ist  dies  ein  Gegenstand,  der  erst  in  dem  letzten  Jahrzehnt 
w  eiaem  hefiriedigenden  Abschlufs  gebracht  ist,  insbesondere  durch  die 
Untersuchungen  von  de  la  VaUee-Poussin  flber  die  Verwandlung  eines 
"^eigentlichen  Doppelintegrals  in  ein  zweimaliges  Integral.  Die  ganze 
L«hre  von  den  mehrfachen  Integralen  gehört  recht  eigentlich  in  das  Gebiet 
"''f  „Pfäzisionsmathematik*\  welche  neuerdings  wieder  sehr  in  den  Vorder- 
ß^^d  gerückt  ist,  und  der  die  Untersuchungen  des  Verfassers  von  jeher 
""gehört  haben.  Diesem  Standpunkt  entspricht  es,  wenn  die  Gnmddefini- 
^onen  hier  überall  in  solcher  Weise  gegeben  werden,  dafs  über  keinen 
'lahpi  in  Betracht  kommenden  Gesichtspunkt  eine  Zweideutigkeit  übrig  bleibt, 
^  wird  beim  Doppelintegral  genau  die  Natur  der  Begrenzung  desjenigen 
Reiches  festzulegen  sein,  auf  den  sich  die  Integration  beziehtj  sowie  auch 
JigeMchaften  der  Funktion  /'(jr,  y)y  welche  zu  integrieren  ist.  Die 
^*iHt«nxtheoreme  zunächst  der  eigentlichen  Integrale,  bei  denen  der  Integra- 
rBoughereich  ganz  im  Endlichen  Uegt,  und    bei   denen  Unstetigkeiten  der  zu 
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integrierenden  FxmJction   weder  im  Innern  noch  auf  dem  Bande  des 

grationsbereiclies    auftreten,    werden    mit    aller    Ausföhrliclikeit    entwickeil' 

Ira  ersten  Abschnitt  wird  übri;gens  die  Theorie  der  eigentlichen  zweimaligen 
H  a 

Integrale  Jißg  Jf{x,  ij)  dx)    behandelt,    bei    denen    die    Grenzen   dorcbus 

h  a 

endlich  sind  und  die  Punktion  /"(i*,  y)  an  jeder  Stelle  des  Bereiclw 
a  -^  £  -^  a,  ^  ^  y  <  b'  stetig  ist.  Ist  eine  dieser  Bedingungen  oder  sind 
beide  nicht  mehr  erfttllt,  behält  aber  das  Integral  dennoch  eine  (durch 
einen  GrenEÜbergang  zu  definierende)  feste  Bedeutung,  so  spricht  man  von 
einem  „uneigentlichen"  zweimaligen  Integrale,  eine  Benennung,  die  ent- 
sprechend auch  bei  den  Doppelintegralen  Verwendung  findet,  Die  B<^ 
nennung  rechtfertigt  sich  deshalb,  weil  die  un eigentlichen  Integrale  Aus- 
drücke  sind,  die  einen  Teil  der  Eigenschaften  der  eigentlichen  Integrale  be- 
sitzen, Festzustellen,  inwieweit  dies  der  Fall  ist,  unter  welchen  Um- 
ständen z.  B.  eiB  un  eigentliches  zweimaliges  Integral  Vertauschbarkeit  d«r 
Reihenfolge  der  Integration  gestattet,  ist  natürlich  ein  Hauptgegenstand  des 
IntereBses.  ßind  in  dem  vorliegenden  Buche  die  grundlegenden  Entwick- 
lungen über  die  genannten  Fragen  der  Definition  und  Existenz  etc.  nament- 
lich auch  bei  den  un  eigentlichen  Doppelintegralen  als  der  Hauptgegenstand 
der  Darstellung  angesehen,  so  finden  sich  daneben  doch  auch  die  Anwen- 
dungen berücksichtigt..  Bei  der  Theorie  der  eigentlichen  DoppeKnt«gTulP 
lag  ein  Eingehen  auf  die  Sätze  von  Green  und  Cauchj  nahe.  AuTserdero 
sowie  auTser  einigen  beiläufigen  Anwendungen  auf  Eul ersehe  Integrale  u  a 
sind  aber  in  einem  ausgedehnten  Kapitel  die  wichtigen  Anwendungen  dw 
Doppelintegrale  auf  Kubatur  gesetzmäfsjg  begrenzter  Volumina  und  KompU- 
nation  krummer  Oberflächen  gegeben.  Am  Schlüsse  des  Bandes  sind  einige 
Nachträge  zu  früheren  Teilen  des  Stolz  sehen  Werkes  angefügt.  IHese 
Nachträge  betreffen  ein  paar  kurae  Mitteilungen  aus  der  Mengenlehre,  sowie 
vor  allem  ergänzende  und  verallgemeinemde  Sätze  über  die  Definition  fin- 
£Budier  reeller  Integrale.  Fricke. 


Hermann  Schubert.     Elementare  Arithmetik    und   Algebra.    M  + 

230  Seiten.  Göschen-Leipzig  1899. 
Nachdem  die  Verlagsbuchhandlung  G.  J.  Göschen  in  Leipzig  bereit« 
in  einer  „Sammlung  Göschen"  eine  gröfsere  Reihe  „kleiner  Leitftden  der 
Mathematik"  herausgegeben  hat,  geht  die  gleiche  Verlagsanstalt  niiomelir 
im  Verein  mit  Herrn  Schubert  in  Hamburg  an  die  Herausgabe  einer  weiter«'' 
Reihe  mathematischer  Lehrbücher,  welche  filr  einen  etwas  höheren  Stand- 
punkt als  die  „Sammlung  Göschen"  bestimmt  sind-  Von  dieser  „Sammltt"? 
Schuber  t'\  welche  einstweilen  auf  zwanzig  Bände  geplant  ist,  und  lu  der« 
Durchfilhrung  die  Herren  Unternehmer  eine  Reihe  namhafter  FachgenoaWD 
gewonnen  haben,  sind  bisher  sechs  Bünde  erschienen-  Die  Ausstattung  ^^^ 
in  Originaleinband  gebundenen  Bändchen  ist  eine  recht  gefällige,  sie  sin^* 
in  Oktavfonnat  gedruckt  und  die  StÄrke  der  sechs  erschienenen  Teil* 
schwankt  zwischen  10  und  24  Bogen.  Es  ist  zu  hoffen,  dafs  dies  üntef* 
nehmen  namentlich  auch  im  Kreise  der  Techniker  und  NaturwiÄaenschÄftlef' 
welche  auf  den  Gebrauch  ^mathematischer  Kenntnisse  angewiesen  sind,  ^ 
die  Verbreitung  und  Befestigung  dieser  Kenntnisse  sehr  nützlich  sab  wiT»^ 
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Herr  Schubert  giebt  selber  im  Bande  I  seiner  Sammluog  eine  Beh&nd- 

Iiing  der  elementaren  Arithmetik  und  Algebra.     Die    reiche  Erfahrung  imd 

das  pädagogische   Geschick   des   Verfassers    haben   ihn    auf   diesem   Gebiete 

«Aon  lange  zu  einem    geachteten   Schriftsteller  gemacht.      Die  Umgrenzung 

^  Stofe  entspricht   ungefUhr   dem  Umfange,   in   welchem   die   behandelten 

öegenatände   an    unseren    inittleren   Schulen    gelehrt    werden.      Der    sechste 

-Abachnitt   (Potenzen,    Wurzeln,    Logarithmen)    kommt    etwas    knapp    weg. 

öoch  sollen    Gegenstände,    welche    man    hier    vermifst,    wie  kubische    und 

"»«Itiadratische   Gleichungen,   geometrische   Reihen,    Zinseszins-   und    Renten- 

"öchnung  u.  a.,  wie  der  Veri'asser  in  der  Vorrede  mitteilt,  in  einem  beson- 

••Ären  Bande  behandelt  werden. 

Sehr  dankenswert  ist  es,  dafs  der  Verfasser  eine  Reihe  historischer 
Notizen  (S.  218  ff.)  giebt,  was  sonst  in  den  Büchern  über  elementare 
"^-•^.timietik  und  Algebra  nicht  die  Regel  ist.  Friokb. 


Ö^gtÄT  Holzmüller.  Blemente  der  Stereometrie,  erster  Teil,  Lehr- 
satBd  und  Konatniktionen.  XII  +  383  Seiten  mit  282  Teitfiguren 
und  einer  Tafel.      Gö-schen-Leipzig  1899. 

Diese  Behandlung  der  Stereometrie  gehört  zwar  auch   der  „Sammlung 
S  cshubert"  an  (nämlich  als  Band  IV)-,  jedoch  weicht  dieselbe  in  ihrer  Ten- 
Ä^fcai  von    den   übrigen    bisher  erschienenen  Bänden   dieser  Sammlung   nicht 
»»-r»  erheblich  ab.     Es  ist  doch  unzweifelhaft   der  Sinn   dieser   ganzen  Samm- 
^"«x»ig  mit  ihrer  Gliederung  in  viele    einzelne  Bündchen,    mathematische  Dis- 
ziplinen,   welche   inhaltlich   als  geklärt  und   dem   Umfange   nach   als   wohl 
Ä»l>gerundet  angesehen  werden   dürfen,   in   knapper  und   namentlich   für   das 
eiiiföhrende  und  vielleicht  auch  selbständige  Studium  fafslicher  Gestalt  dar- 
»^ahieten.     ,»Methodisch6  Versuche"  möchte  man  hier  schon  wegen  des   aus- 
S^^prochen  pädagogischen  Charakters   der   ganzen  Sammlung   ausgeschlossen 
••fcttL     Ein  Buch  über  das,   was    man   mit  Fng  und  Recht   als  „Elemente 
^W  Stereometrie**    ansehen    darf,    wird    man    natürlich    in    der  Sammlung 
Schubert  nicht  vermissen  wollen.     Man  möchte  dasselbe  als  ein  wichtiges 
Ö^itenttäck  der  Bohnertschen  Trigonometrie  anreihen.     Der  Verfasser  ver- 
^ lieht  indessen  unter  den  „Elementen  der  Stereometrie"  etwas  ganz  anderes; 
Wünscht  getreu  seinem  auch  bei  anderen  Gelegenheiten    befolgten  Stand- 
I  punkte,  mit  „elementaren  Methoden",  d.  h.  unter  Vermeidung  der  Hilfsmittel 
j^r  höheren  Analysis,  in   zahlreichen  Gebieten  der   ebenen  und   räumlichen 
^"•Ometrie    möglichst    weit   zu    kommen.      Auf   Grund    dieses    Standpunktes 
''•»tien  nun  ausgedehnte  Teile  der  darstellenden  Geometrie,  der  projektiven 
^^tnetrie  der    Ebeue   und    des   Raumes»    der   Geometrie    der    Flächen    und 
'^Urven  im  Raimie,  der  Krümmungstheorie  u.  s.  w.  behandelt,  wobei  natür- 
*^^  die  einzelnen  Gegenstände  bei  dem   knappen    zur  Verfügung   stehenden 
^'ime    nicht    immer    ganz    systematisch    behandelt    werden    können.      Wie 
*^bei  die  Abgrenzung  gegen  andere  Bände  der  Sammlung,   speziell   gegen 


<li« 


TOD   Herrn  Schröder  zu    verfassende    darstellende  Geometrie,    gedacht 


'*'»    kann    erst    nach  Erscheinen    dieser    Bände   beurteilt    werden.     Zu  ver* 
?*^ten  steht,  dafs  Schröder  den  gröfsten  Teil  der  von  Herrn  Holzmüller 
^handelten  Gegenstände  auch  fÜi*  sich  in  Anspruch  nehmen  wird. 
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Ist  hiernach  Herrn  Holzmüllers  Buch  mehr  für  einen  schon  etwu 
Torgeschrittt-nen  Studierenden  oder  für  solche  Anfänger  geeignet,  welch« 
sich  einer  erfahrenen  Leitung  erfreuen,  so  erkennt  Referent  gern  an,  dab 
das  Buch  wegen  seines  aufserord entlieh  reichen  und  vielseitigen  Inhalt««  für 
solche  Leser  auch  sehr  interessant  ist.  Zahlreiche  wichtige  Anwendungen 
auf  Kiystallographie,  Perspektive»  Kartographie  u.  a.  greifen  belebend  in 
die  Entwicklung  ein.  Der  Verfasser  versteht  es  zugleich,  die  ältere  und 
neuere  Geschichte  der  /,ur  Behandlung  kommenden  Gnegenstände  in  gescbicktw 
Weise  seiner  Darstellung  einzuäechten.  Auch  sind  viele  Citate  auf  moderae 
Autoren  gegeben,  welche  ja  freilich  für  den  Leser  von  sehr  ungleichem 
Werte  sind. 

Übrigens  bat  Referent  das  Fehlen  eines  Sachregisters  namentlich 
dem  vorliegenden  Bande  der  Sammlung  wiederholt  bedauert.  Durcii  Zu 
fügiing  eines  solchen  Registers  würde  die  Brauchbarkeit  des  Buches  zum 
Nachschl&gen  unzweifelhaft  sehr  gefördert.  Fricus. 


F.  ToUkmanu.    Einführung  in  das  Studlnm  der  theoretischen  Fbyail^ 
insbesondere  in  das  der   analjrtiscben  Mechanik   mit  einer  Einleitung  in 
die    Theorie    der    physikalischeu  Erkenntnis.      370    S.      Leipäg   1900, 
B.  G.  Teubner, 
Die  unter  vorstehendem  Titel   herausgegebenen   Vorlesungen   des  Verf^ 
der  gegenwärtig  die  theoretisciie  Physik    in   Königsberg   vertritt,    entspricht 
naturgemäfs    inhaltlich   mm  gröfseren  Teile  der   F.  Neuraannschen  „Ein- 
leitung in  die  theoretische  Physik".   Sie  behandeln  zunächst  die  gewöhnliehf 
analytische  Mechanik  der  Massenpunkte  und  starren  Körper,  jedoch  nur  i« 
weit    Anwendung    höherer    Mathematik    (über    die    Grundlagen    der  Diff«' 
rential-  und  Integralrechnung  hinaus)   nicht   erfordert   wird,   also  /.,  B.  mi^     | 
Ansscblufs  des  allgemeinen    Rotationsproblems   starrer  Körper.      Ein  btiÄm- 
derer,  flttr  den  Studierenden    der    Physik   überaus    nützlicher   Abschnitt  (!«■ 
ist   den   „Anwendungen    insbesondere    der   Flächensatze   auf  Methoden*  ^'S^ 
Instnmientenlebre  der  praktischen  Physik"   gewidmet;    es    werden   darin  ^ 
Besse Ischen  Pendeluntersuchungen,  die  Theorie  der   Hebelwage,   sowie  ^ 
Schwingungen  unifilar  imd  bifilar  aufgehängter   Körper   besprochen.  —  K® 
folgt  dann  als  V.  Abschnitt  die  Hydrostatik  mit  Einschlufs  der  Kapillarita^-T 
während  Hydrodynamik  und  Ae^romechanik  gänzlich    fehlen.     Der  Kapilla*^" 
tätstheorie  ist  ein  verhUltnismälsig   grofser   Raum   gewidmet;    dafs   aber  A^*^ 
Verf.  hier  mit  der  Besprechung  seiner  eigenen  Beobachtungen  über  Steighöhe'* 
eine   Polemik   gegen   andere    Beobachter,    insbesondere    Quincke,   verbind^* 
scheint  dem  Ref.  doch  nicht  ganz  am  Platze  zu  sein.     Anerkennenswert  i^ 
die  Aufnahme  eines  Abschnittes  (VI)   über  geophysikalische   Fragen,  wor^ 
die  Probleme  der  Erdgestalt,   der   Schwere  Verteilung,   des  Druckes  im  Er^ 
innei-n,    des  Benzenbergschen  Fallversucbes    sowie    die  Methoden   zur  ^^ 
Stimmung  der  mittleren  Erddichte   behandelt    werden.     Nebenbei    sei  jed»^^ 
bemerkt^   dafs   bei   ersterem    Problem    S.  313    die   uuriehtige    VoraussetÄU^*^ 
gemacht  wird,  bei  relativ  geringer  Dicke  der  die  starre  Kugel  bedeckend 
Flüflsigkeitsschicht  könne   die  gravitierende  Wirkung   der  letzteren 
IftSBigt  werden. 
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Der  letzte  Abschnitt  (VJl)  enthält  eine  kurze  Einführung  in  die  all- 
gemeinen Prinzipe  der  Meehanik,  wobei  der  Verf.  zum  Schlufs  auch  zn  den 
Darstellungen  der  Mechanik  von  Hertz  und  Boltzmann  Stelluug  nimmt 
Was  nun  die  im  vorliegenden  Werke  gegebene  Darstellung  der  Mecha- 
nik betrifft,  so  sehliefst  sich  dieselbe,  indem  überhaupt  die  geschichtliche 
Eotwicklong  stark  betont  wird,  derjenigen  in  Newtons  „Prinzipien"  an, 
welche  der  Verf.  dahin  charakterisiert,  „dafs  ihr  Wert  und  ihre  Festigkeit 
melir  auf  einer  gegenseitigen  Stützung  und  rückwirkenden  Versieh e- 
rixcg  der  einzelnen  Teile  des  Systems  beniht,  als  auf  einer  einseitigen  Auf- 
fttfarung  auf  ein  von  vornherein  sozusagen  gegebenes  oder  als  gegeben  an- 
genommenes Fundament".  Hiermit  ist  gemeint,  dafs  bei  der  Aufstellung 
aXl^meiner  Definitionen  und  Sätze  mannigfaltige  Bezugnahmen  auf  künftige 
tttMnltate  vorweggenommen  werden,  wie  umgekehrt  die  mannigfaltigsten 
Änröckverweisungen  auf  frühere  Verfügungen  und  Festsetzungen  statthaben 
»ötÜBen.  So  stellt  z.  B.  der  Verf.  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Energie 
^l»  allgemeines  „Postulat"  auf;  dieses  bietet  aber  in  sich  nicht  die  Mittel, 
dem  BegrifiT  der  Energie  von  vornherein  einen  reellen  Inhalt  zu  geben^  son- 
dern diese  Mittel  bieten  sich  erst  bei  deren  Anwendung  auf  die  Mannig- 
faltigkeit der  Naturerscheinungen;  und  indem  sich  bei  dieser  wiederholten 
^Wendung  des  Postulats  keine  inneren  Widersprüche  zeigen,  erhalt  dasselbe 
s«ine  ,^ckwirkende  Verfestigung". 

Der   Verf.   legt   bei   seiner   Darstellung  den   gröfsten  Wert  auf  die  er- 
kenntnistheoretischen  und   methodischen   Grundlagen.     Er  schickt  daher  der 
Vorlesung  über  Mechanik  selbst,   deren  Inhalt   oben  kurz  angegeben  wurde, 
«ine  „Einleitung  in  die  Theorie  der  physikalischen  Erkenntnis"  voran,  worin 
die  methodischen   Grundlagen    und    Regeln    der    Physik    eingehend    erörtert 
wefrden.     Die  hierin   im  Zusammenhang  niedergelegten  Ansichten   des  Verf. 
sind  von  demselben  gröfstenteils  schon   seit  1892   in  einer  Reihe  von  Vor- 
ti^en  and  Abhandlungen  entwickelt  worden,  so  dafs  ein  näheres  Eingehen 
^UwaS  an  dieser  Stelle  unterbleiben  ksuan,  —  Besonders  wegen  dieser  Ein- 
Wtung  und  der  Durchdringung    der   ganzen    Darstellung   der  Mechanik  mit 
trkenntnistheoretischer   Kritik  kann  die  Lektüre  der  Volkmannschen   Vor- 
lesung den  Studierenden  der  Physik  ajigelegentlichst  empfohlen  werden. 

F.    POCKELS. 
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L  Aufgaben  and  Lehrsätze. 

12,    Mit    dem   symmetrischen    System   der   Gröfsen   «,,»  ==  a,^  *ei  '^'^ 
quadratische  Form 

1,  M 


9 


gebildet,  deren  Variable  den  Bedingungsgleichungen 

(1)  >:k..x.^o 


1,  Wl 


Ce-i.t,      .'> 


0, 


unterworfen  sind;  dabei  gei  r  <  t»  und 

sodafs  die  Form  tp  durch   die  Variabein   av -j.  i ,  '  '  'i  ^m   »U^i^i   ausge<WJ<^»* 
werden  kann: 

Es  ist  nun  häufig  erwünscht^  den  Charakter  der  Form  ^,  insbesond^^ 
ob    sie    definit    ist    oder    nicht,    zu    erkennen,    ohne    erst    die    Vambe»»^ 
^it  ^8»  "'i  ^  eliminiert  au  haben,    Richelot  hat  auf  Grund  von  MaximuiC*-*' 
betrachtungen  (Astr.  Nachr.  48  Nr.  1146,  1858)  folgenden  Satz  bewiest '"' 
St'tzt  man 

0  -  ■  •  0     6„   fc., 


^, 


0- 

. -0 

^i  Kt' 

•^M 

V* 

•  •  Ki 

«u  Ol,.- 

•   «1^ 

hu' 

■K 

^1  V 

•«^M 

D. 


80  ist  die  Form  -^  definit,   wenn   die   Gröfsen  /J^,  i)„,_i,  •  •  -,  Dr^u  *— 
alle  dasselbe  oder  abwechselnde  Vorseichen  haben. 

Es  wird   die  Aufgabe  gesteUt,   dieses  Resultat  direkt  und   algebrais 
abzuleiten;   allgemeiner   untersuche   man   die  Beziehung   zwischen  den  ^C^ 


VemuBchte  Mitteüangen. 

zeichen   der  Grössen   D^   tmd   den   Anzahlen  positiver  und   negativer   Qua- 
drate, welche  auftreten,    wenn  man  die  Form  •«/>  in  eine  Smnme  vod  Qua- 
kdraten  linearer  Funktionen  von  arr+i,  *  •  •,  ^^  verwandelt. 
Es  wird  also   eine  Verallgemeinerung  der  Untersuchungen   gewünscht^ 
welche  für  quadratische  Formen  mit  unabhängigen  Argumenten  in  Wehers 
Lehrbuch  der  Algebra  Bd.   1  (2.  Aufl.)  §  69  dui'ch geführt  sind. 
A.    KSESER. 
Bh«    13.  Die   Bezeichnungen  der  Aufgabe  IS.  festgehalten,   sei   die    Form 
9^4.1,  '  ♦  •,  JCw)  als  Sunune  von  P  positiven  und  N  negativen  Quadi^aten 
linearer  Funktionen    darstellbar  ^  dann   nennt   man    neuerdings   F  •\-  N  den 
Bang,   P  —  N   die    Signatm-    der   Form   i/>.     Wir    bezeichnen    diese   Zahlen 
auch  als  Rang   und  Signatur   der  Form  <p   bei   den   Bedingimgsgleichungen 
^1).     Es  werde  femer,  wenn  w  >  n  >  r  ist,  gesetzt 


E.. 


6,,       0    ...   0 


«^1 


>» 


''In 


0.0       ^1-      6. 

K  "■  ^1    «11  •  •  •  «l 


daiin   untersuche   man   die  Beziehung,   in    welcher  Rang   und   Signatur   der 
Form  9  bei  den  Bedingungen  (1)  zu  Hang  und  Signatur  der  Form 


1,  H 


b«i  den  Bedingungen 


ie  der  Form 


t,  m  —  H 


(f^i,  %        ,r) 


ben-  Diese  Beziehung  ist  für  den  Fall,  dafs  die  Gleichungen  (l)  weg- 
len,  die  Variabein  x  also  unabhllngig  sind,  von  Frohe nius  (Grelles 
«lourual  114,  191.  Sitzujigsber.  d.  Berl  Akad.  1894  I)  angegeben;  es  zeigt 
&ich  dann,  dafs  die  Signatur  der  Form  <p  die  Summe  der  Signaturen  der 
^orin   6  und  der  Form 

lund  dals  dieselbe  Beziehung  zwischen  den  Rangzahlen  obwaltet. 
Eine  Beziehung,   welche  nach    verschiedenen  Richtungen    als   spezieller 
Tall  der  oben  geforderten  erscheint,   habe   ich   zu  Zwecken   der  Variations- 
rechnung abgeleitet.     (Math.  Ann.  51,  329).  A.  Kseseb. 


AmIiIt  dar  lUthem&Uk  und  Phjiik.    IXL  B«lta«.    L 
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14.  L'hyperbole  d'Apollonius  relative  a  cfaacim  des  points  dune  ellip^e 
enveloppc  ime  Kreuzcurvc.  Les  points  d'int.ersection  des  dem  hyperbolfS 
d'Apollonius  relatives  a  deux  points  conjugues  de  l'ellipse  sont  situes  sur 
une  Kreuzen rvß  homoth^tique  a  ia  prec^deute,  E.  N.  Barisien. 


15.  La  uonnale  on  un  point  M  variable  d'one  ellipse  de  centre  i) 
rencontre  le  grand  aie  de  Tellipse  en  N.  Le  point  N  se  projette  pn  P 
sur  0M\  la  perpendiculaire  elevee  ea  N  h.  NM  rencontre  OM  en  (>. 
Monti-er  que  chaf^une  des  droites  NP  et  NQ  est  normale  a  uue  ellip^' 
fixe.     Trouver  les  lieui  des  points  P  et  Jj  et  calculer  l'aire  de  ces  POurW 

E.  N.  Barisie-s. 

16.  Demontrer  que 

J  (a*co8'0  +  6*8in*e)«  ^® 

0 

—  {a  -r^  )  J  (o«Bin»e  -f  e»*cofl«©)*  ~   (a«  4-5*)»  ' 

0 

E*  N.  Barisien. 

17.  Soit  un  determinant,  dont  on  considere  une  diagonale  AB^  et  l** 
lignes  obliques,  paralleles  a  cette  diagonale 

A B 


Le  determinant  etant  du  n*  ordre,  ces  lignes  ont»— 1,  n  — 2,  ..., 
tennea. 

Ceci  pose^  soient  j^,  tf  j  **,  •  •  •,  ^j  *  des  nombres  iudetermines  quelconq***'' 
au  nombre  de  n  —  1. 

On  multiplie  les  termes  de  la  premiere  ligne  parallele  \l  AB  P^ 
j?,  q^  •  *  •,  /;  ceux  de  la  2',  par  pq^  qr^  •  ♦  •,  ^f,  et  aiusi  de  suile,  jusqu  ^^ 
demier  tenue  (do  langle)  qui  est  multipli^  par  pqr  -  ■  •  t.  Entin,  on  di'^^ 
chaque  terme  au-dessus  de  AB  par  le  meme  nombre  qui  a  send  de  multif**^' 
cateur  au  termo  syraetrique. 

Demontrer  que  le  nouveau  determinant  obtenu  est  equivalent  au  det^^' 
minant  donne. 

N.  B.     Cette  transfonnation  peut  etre  pr^cieuse   dans  certaines  appl 
cations,  a  cause  de  Tindetermination  des  ^l^ments  j[>,  q^  •  •  •,  t. 

C.  A.  Lajsant. 


18,  Giebt  es    auTser  den  Aehsenparallelen  und  den  dui*cb  den  Mittel- 
punkt   einer    Cassini  sehen    Linie    gebenden    Geraden    noch    andere,   deren 
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Schnittpunkte  mit  der  Kurve  durch  quadi-atische  Koastraktionen  gefunden 
werden  können?  Wo  liegen  diese  Geraden,  und  welcbea  sind  die  Kon- 
F^yiüttionen  zur  Bestinimung  ihrer  Schnitte  mit  der  Cassinischen  Linie? 

Ed.  JANiscH-Prag. 

19,  Sind  s\  s''  ein  Strahlenpaar  der  Rechtwinkelinvolntion  um  die 
cice  Ä  eines  Dreieckes  ABC,  sind  ferner  B\  B"  die  Projektionen  von  B 
if  #',  5",  und  heifaen  B[,  B^  die  Schnittpunkte  der  CA  mit  den 
a.i-aJlelen  zxxr  BC  durch  B\  B'\  so  schneiden  sich  die  ParaUelen  durch 
]  ,  B|'  zu  hezw.  s'\  s'  in  einem  Punkt«  des  Feuerbachschen  Kreises  von 
-S  C  Ed.  JAxiscn-Prag. 


i 


20,  Soicnt  un  triangle  ABC\  x^  1/,  s  les  coordonees  normales  d'nn 
►i«*t  üf;  X,  y,  Z  les  coordonees  tripolaires  de  cb  point,  c'est  a  dire  les 
E»t,«aice8  AM,  BM,  CM,    Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  quo  Xx—  Yy. 

E.  Lemolne. 


^  21.  Es  seien  Ö1,  a^,  •  •  *,  «a,,^,  die  <p(«)  zu  einer  natürlichen  Zahl 
==  X^plJ»-- •i't*  teilerf'remden  Zahlen  <«;  s^  bedeute  die  Summe  der  «-ten 
i^ti^nzen  der  «,  U  das  Produkt  der  j?,-,  Jl'  das  der  Differenzen  p^  —  1. 
^i-¥nöge  wirklicher  Aufstellung  der  a  ist  ku  zeigen,  dafs: 

2^  =  »,(n),  6.,  =  «n-  f-^'  +  (-  1)'),  4.,,  =  n>n-  (^'  +  (-  1)»). 

i^irans  lafst  sich  folgern: 

^     ^afs  *i  durch  «  teilbar  ist,  excl.  für  w  =  2; 

)     ^jafs  s^    durch   «  teilbar  ist,   excl.  für  n  ==  2,   3^  und   wenn   einer  der 

IVimfsüctoren  p  gleich  3^  die  andern  von  der  Form  3A  +  2  sind; 
)     «äafs  .«j  durch  ti*  teilbar  ist,  excl.  n  =  2"  und  n  ^  ^"p\- 
Zwischen  «j,  ^,,  S3  besteht  die  homogene  lineare  Relation 

P^  25,  —  3«5j  -f  n*5i  =  0, 

llg^cmein  zwischen  5j,  ^j,  5^,  •  •  •,  5j/-)-i: 

F  W.  Fr.  Meyer. 

22.  Mit  elementaren  Hilfsmitteln  ist  nachzuweisen^  dafs  das  unendliche 
^*^Hlukt   lim  (^)  fOr  m  +  1  >  0  den  Grenzwert  Null,  f ür  m  -f  1<  0  den 

^**'ön2wert  00  besitzt. 

Hieraus  läfst  sich  für  unendliche  Produkt«  ein  spezielles  Konvergcnz- 
^^t^rium  herleiten,  das  eine  ersichtliche  Analogie  mit  dem  Raa besehen 
■yotivcrgenzkriterium  für  unendliche  Reihen  darbietet:  „Ist  77^  =  «j  tTj  •  •  •  «^ 
^^^•eÜ,  >  0),  so  besitzt  lim  U^  den  Grenzwert  Null  resp.  00,  jenachdem 

^^HBi  existierend  vorausgesetzte  Grenzwert  lim  n  •  (  fj— 1 )  positiv  oder 

*»gativ  Äuamilt".  ^  W.  Fr.  Meyer. 

24* 
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33.  Man  könnte  den  Satz  des  Desargues  für  zwei  Perspektive  Dr 
der   Ebeno   derart   auf  dm    Raum   ausdehnen,   dafs   es   sich   gleichMs  bw 
um  das   Erftilltsein  einer  einzigen   Bedingung  handelte: 

Es  seien  drei  Tetraeder  mit  den  Ecken  A^,  A-',  -4,"  und  den  bez 
Gegenebenen  c„  «/,  «/'  («  =  1,  2,  3,  4)  vermöge  der  getroffenen  Bereichnung 
einander  zugeordnet.  Man  verbinde  j1^,  Ä^\  Ä^"  durch  die  Ebene  «,,  und 
Ki'bnoide  dualistisch  a,-,  «/,  a"  im  Punkte  P-.  Das  fragliche  Analogon  - 
das  dann  auch  seinen  algebraischen  Ausdruck  in  einer  durch siohtigen 
Determinantenidentität  fände  —  wtirde  lauten: 

T^Liegen  die  4  Punkte  P^  in  einer  Ebene,  so  schneiden  sich  auch  di« 
4  Ebenen  w^  in  einem  Punkte  und  umgekehrt". 

Trotzdem  ist  dieser  Satz  nkht  aUffcmcin  giltig,  was  geometrisch  oder 
algebraisch  nachgewiesen  werden  soH.  W.  Fr.  Meyer. 


24.  Der  Satz  über  den  „Lotpunkt  eines  Dreiecks"  des  Herrn  stutl 
math.  Cwojdzinski  (S.  178)  Mst  sich  nach  verschiedenen  Richtungen  ver 
allgemeinem: 

a")  auf  die  Geometrie  der  Kreise  in  der  Ebene.  Gegeben  drei  Kreis« 
K^  (»==  1,  2,^  3)  nebst  einem  vierten  K,  Man  lege  durch  die  Schnitt- 
punkte von  üCm  A't  den  zii  K  orthogonalen  Kreis  und  durch  das  so  ftuf  JT 
BUSgMchutittenp  Punktepaar  wiederum  den  zu  Ki  orthogonalen  Kreis;  d»nn 
gehören  die  drei  letzteren  Kreise  demselben  Büschel  an. 

b)  anf  die  Geometrie  des  Tetraeders.  Man  falle  von  der  Büke  A 
(4  =  t,  2,  3,  4l  eines  Tetraeders  mit  der  Gegenebene  a,  das  Lot  auf  ein» 
Ebene  -x  und  von  dem  Fufspimkte  dieses  Lot«s  wiederum  das  Lot  auf  di« 
Ebene  a,;  dann  gehören  die  vier  letzteren  Lote  derselben  Regelschar  zweit«* 
Ordnung  an. 

Für  den  Beweis  von  a)  empfiehlt  sich  die  Benutzung  tetracyklischff 
Koordinaten,  für  den   von  b^   die  von  Linienkoordinaten. 

Die  Sfttxe  a)  und  b  I  lassen  sich  auf  den  Raum  von  n  Dimensionen 
ausdehnen. 

i)  Der  Sftt»  des  Herrn  Cwojdzinski  ist  ein  besonderer  Fall  Jf' 
Kegelsrhnittsatzeis:  Gegeben  in  einer  Ebene  ist  ein  Dreieck  mit  den  Eck^a 
A4  (4  =  1>  S,  3)  und  den  Seiten  o,,  femer  ein  Klassenkegelschniti  ^ 
und  eine  Germd»  f.  Man  lege  durch  Ai  die  Gerade,  die  bez.  JT  zu  <7  ^^' 
jngieri  ist  und  durch  deren  Schnittpunkt  mit  q  wiederum  die  Gerade,  di« 
b«.  K  vx  t^  koi\jugieri  ist;  dann  schneiden  sich  die  drei  letzteren  Gerz^^° 
lA  cim«m  Punkt«  P. 

Die  Gerade  9  und  der  Punkt  P  sind  durch  eine  Transformation  4.  Ord 
niuig  nut  einander  rettbunden:  es  9cXi  diese  Tnmsformation  aufgestellt  ^^ 
g«Mlgt  wd«ii,  daf^  sie  sich  auf  eine  TVaasibniiation  2.  Ordnung  redon^^ 
JT  üi   fliB  Pnaktepaar  (also  im  baioadan  in  das   Kreispunkt«p»^^) 

W.  Fr.  Msm. 


I 


CisptrT  (R  t4)— IM)  anf 
bat,  Mit  Dm^KJcskoor^kiMt««,  90 


des  Lenoineschen  Punktes^  dieHeir 
Ponkt  der  Ebene  uberlrtg«» 
äc^  da&  die  BeweiM  aila  nai^ 
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der  Thatsaehe  Gebrauch  machen,  dafs  die  Summe  der  Wmkel  «,  (/^^  1,  2  3) 
des  Koordinatendreiecks  gleich  2  7?  ist,  bleiben  also  giltig»  wenn  man  die 
«r,  darch  drei  beliebige  Winkel  mit  der  Summe  2R  ersetzt.  Dadurch  geht 
ftber  der  Lemoinesche  Punkt  (mit  den  Koordinaten  sina,)  in  einen  be- 
ii^bt^n  Punkt  der  Ebene  ttber.  Die  erforderlichen  Rechnungen  sind  im 
ctnzeloen  für  die  Erweiterungen  des  Herni  Caapary  durclizuiiihren,  sowie 
auf  «kodere  merkwürdige  Punkte  des  Dreiecks  auszudehnen. 

W.  Fa.  Mbybr. 


2.  AnfragBii. 

3.  DaCs  in  einem  sphärischen  Dreieck  die  Winkelsumme  gröDser  ist  als 
2Ä,  wird  bekanntlich  unabhängig  von  dem  Axiom  11  des  Euklidea  be- 
wiesen. Und  was  die  ebenen  Dreiecke  betrifft,  so  hat  Saccheri')  gezeigt, 
da£s  die  Winkelsumme  entweder  in  jedem  =  2i?,  oder  in  jedem  kleiner  als 
2R  ist,  dafs  sie  in  keinem  gröfser  als  21?  sein  kann.  Ich  nehme  an,  dafs 
diese  Summe  kleiner  sei  als  2J2.  Dann 
binnen,  wie  Saccheri  nachgewiesen  hat., 
ivei  gerade  Linien  zu  einander  asymptotisch 
fift^pen.  Von  jedem  Punkte  läfst  sich  an  eine 
gttrmde  Linie  eine  Asymptote  ziehen. 

In  nebenstehender  Figur  soll  eine  in 
eixie  Pfeilspitze  endigende  gerade  Linie  eine 
in  der  Richtung  des  Pfeils  unendlich  ver- 
längerte Linie  bedeuten. 

Auf  einer  horizontalen  Ebene  GG  (von 

der   Seite    gesehen,    so    dafs   die   Ebene   als 

göT^e    Linie    erscheint)    nehme    man   einen 

P^uürt  M,   errichte  in  diesem   auf  GG   eine 

Senkrechte   MN.     Femer   sei   in  der  Ebene 

*Ü3    beliebiges    gleichseitiges    Dreieck    XYZ 

"Wt  dem    Mittelpunkte    M   gezeichnet,    von 

^«ichem  die  Figur  nur  den  einen  Eckpunkt  X 

^eigt.    In  den  Eckpunkten  X,   Y,  Z  errichte 

niaa  auf  der  Ebene  Senkrechte:  X^,  YB,  ZC. 

"&n    verbinde  Je   zwei   von   diesen   Linien   durch   eine   Ebene.      Diese    drei 

^^••iien  umschliefsen  einen  Raum,   den  man  in   der  Euklidischen  Geometrie 

*'*«l  prinnatischen   Raum   nennt.      Ich   nenne   diesen   Raum   den  Trichter- 

•^•J^,   weil    er  unter   den   hier  angenommenen  Voraussetzungen  der  Nicht- 

'^"klidischen    Geometrie    nach   oben    eioen    immer   gröfseren    Querschnitt   er- 

^*^t-     Der  Kantenwinkel  dieses  Raums  ist  gleich  dem  Winkel  des  Dreiecks 

•^■* -2,  also  um  ein  Bestimmtes,   =  a,  kleiner  als   |/?, 

Vom  Punkte  M  werden  an  die  drei  Kanten  des  Trichterraums 
'^yinptoten  gezogen:  AfP,  MQy  ME.  Je  zwei  Asymptoten  werden 
*'i*\sli   eine    Ebene    verbunden,    wodurch    eine    dreiseitige    körperliche    Ecke 

1)  Oirolamo  Saccheri:  Euklides  ab  omni  naevo  vindicatus.  Mailand 
*?^ä.    (Stäckel  und  Engel:  die  Theorie  der  Parallellinien  von  Euklid  bia  auf 


^(7 


y 


374 


Vermiflcht«  Mittcilungen. 


entsteht.  Um  den  Punkt  M  als  Mittelpunkt  wird  eine  Kugelflftche  (in 
der  Figur  durch  SF  angedeutet)  mit  dem  Radius  MS  gelegt-  Aus  dieser 
Kugelfiäche  sehneidet  die  dreiseitige  Ecke  ein  gleichseitiges  sphärisches 
Dreieck  heraus,  dessen  Winkel  gleich  dem  Kanten winkel  der  dreiseitigen 
Ecke  ist.      Letzterer  Winkel  ist  also  nicht  kleiner  als  |  i?. 

Man    lasse   jetzt   den   Punkt  S   in    die    Höhe    steigen,    während  die 
Kugelfläche   stets  durch  denselhen  geht,  so  dafs  die  Linie  MS^  der  Radius 
der  Kugel,  ins   Unendliche   wächst.      Der   Winkel  des  sphärischen  Dreiecks 
ändert  sich  hierbei  nicht;  er  bleiht  stets  gleich  dem  Kant^-nwinkel   der  drei- 
flächigen  Ecke.    Man  kann  MS  so  wachsen  lassen^  dafs  an  den  Eckpunktet», 
des    sphärischen    Dreiecks,    sowie  in    beliebiger    endlicher    Entfernung   vo-r» 
denselben    die    Asymptoten    beliebig    genau    mit   den    Kanten    des  Tricbte:*^ 
raums   zusammenfallen.     Der  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks,  gleich  od»=* 
gröfser    als     |  i?,    wird  also   beliebig   nahe    gleich    dem    Kantenwinkel  du»  "^ 
Trichterraums,    kleiner  als  |  E. 

Der  Widerspruch,  welcher  darin  liegt,  dafs  der  Kantenwinkel  d*" 
Trichterraums  und  derjenige  der  dreiflächigen  Ecke  gleich  und  zugleie 
nicht  gleich  sind,  beweist,  dafs  die  Voraussetzungen  der  Nicht-Euklidische 
Geometrie  nicht  richtig  sind,  dafs  die  Winkelsumme  im  Dreieck  glei 
2R  ist 

Vorstehender    Beweis    scheint   vollkommen    einwurfsfrei,    ist    es    al 
nicht.     Wo  liegt  der  Fehler?  W.  Veltmann. 


4 


3.  Sprechsaal  für  die  Encyklopädie  der  Mathematischen  Wissenschaft«^  il 

Unt«r  dieser  Rubrik  beabsichtigt  die  Redaktion,  VerbessemngsvorschlJL^ 
und  Ergänzungen  (auch  in  litterarischer  Hinsicht)  zu  den  erschienenen  Heften 
der   Encyklopädie    aufzunehmen.      Die   Redaktion   hoflt   vielfach    geäufsert^en 
Wünschen   zu   entsprechen,   wenn   derartige  Verbesserungen  an  dieser  Stelle 
einen  Sammelpunkt  finden- 

Es  wird  gebeten,  diesbezügliche  Einsendungen  an  das  Redaktionsmit.gIi<?d 
Prof.  Dr.  W.  P.  Meyer  in  Königsberg  richten  zu  wollen. 

Die  Redaktion. 


Zu  I  A  5:  Mengenlehre. 

I.  S.  190,  Z.  16.    Die  Teilmengen  w  und  'w  brauchen  nicht  zugleich  in  einer 

transfiniten  geordneten  Menge  enthalten  zu  sein. 
[.  S.  193,  Z.  7.     Auch    die    Belegungsmenge    von   M   mit  einer  aus   irt*'^ 

Elementen  bestehenden  Menge  hat  bereits  höhere  Mächtigkeit  als  AT. 
l.  S.  196,  Z.  10.     Die  Ziffer  0  ist  zu  tUgen. 
„  Z.  16  u.  20.     Lies  K«  statt  E„. 

„  Z.  23.     Die  Intervalle   d^  genügen    naturgemäfs  der  Bedingung» 

dafs  zwischen  je  zweien  von  ihnen  stets  andere  Intervalle  liegen. 
L  S.  201,  Z.  3  v.  u.  statt  „abzahlbare"  lies  „abzählbare  überalldicht«." 
Königsberg  i.  P.  A.  Sohosnflies. 
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Zu  I  A  6:  Endliehe  diskrete  Gruppen. 

.8.217,  Anm.  Z.  1:  statt  1693  ist  1895  zu  setzen. 

222,  Anm.  111).      „Der    Satz    ist    implizite  in    N.  H.  Abels   Unt«r- 
chuDgen  über  Gleichungen  enthalten"  ist  unzutretfend.     Abel  reduziert 
nach  ihm  benannten  Gleichungen  nur  auf  eine  Kette  nach  einander, 
ht    nfben   einander   zu   lösender   einfacher  solcher   Gleichungen.      (Ich 
be   dies    näher  ausgeführt  in  der  in  Ostwalds  Klassikern  erschienenen 
Lb eischen  Arbeit,  Nr.  111,  S.  47,  48,  Anm.  15.) 
,222,  Anm.  111):  1829  statt  1839.  A.  Liewv, 


[Zu  I  B  la:  Rationale   Funktionen  einer  Veränderlichen; 
ihre  Nullstellen. 

.239,  vorletzte  Zeile  des  Textes.     Der  Eisenstein  sehe   Satz  ist  von 
Th.  Schoenemann  in  J.  f.  Math.  40,  S.  188  für  sich  reklamiert  worden. 
Das  dort  angegebene  Zitat  aber  ist  falsch  gedruckt,  es  muTs  Bd.  32, 
93  dieses  Journals  heilsen.  Ä.  L<ewt. 


Zu  I  C  2:  Arithmetische  Theorie  der  Formen. 


S,  593,  Z.  6  V.  u.   wäre   neben  „FiindamcnlalgleicJiung"   die   Bezeichnung 
r^cJuart^tristiscfie  Gleichung  nach  Frobenius"  hinzuzufügen. 
Preiburg  i  B.  A.  L(ewy. 


Zu  I  C  1:  Niedere  Zahlentheorie. 


t9.     Zu    Fufsnote  64).     Hier   fehlt;   Jacob  Bernoulli   mittels   der 
ihm   benannten   Zahlen   (siehe   über   diese   TT  A  3  Nr.  18,   Bd.  II, 
8.182  ff.). 

An  den  anderen  Stellen:  Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Differenzen- 
•^chnung  ist  bereits  auf  11  A  3  hingewiesen  worden. 
Königsberg  i.  P.  L.  Saalschutz. 


Zu  n  A  3:  Bestimmte  Integrale. 

'  ^  183.    Zu  Fufsnote  160).    In  der  Anmerkung  S.  7  f.  meiner  Vorlesungen 
*T  die  Bemoullischen  Zahlen  (Berlin   1893)   habe   ich  bereits  hervor- 
heben,   wie    geringen    Anteil    Mo i vre    an    der    nach    ihm    benannten 
**Tnei  hat. 

'1^3.  Zu  Fufsnote  1 60  a).  Hinter  Sterns  Formeln  wären  meine  verkürzten 
^^kumionsfonneln,  Ztschr.  f.  Math.  u.  Phys.,  Bd.  37  (1892),  S.  378  (oder 
jgpt-lfes.  S.  39  u.  S.  185)  zu  erwähnen.  (Die  1.  Seideische  und  die  ein- 
l^liste  von  meinen  verkür/.ten  Rekursionsformeln  stehen  schon,  wie  ich 
IP^  kurzem  fand,  in  Raab  es  Monographie  über  die  Bemoullischen 
^^*iiktionen ,  siehe  Fufsnote  167a).  Sodann  meine  Mitteilungen  in  den 
^Wiflen  der  Kunigsb.  Phys.  Oek.  Ges.  1892,  S.  [44],  worin  verkürzte 
^^kursionsformeln ,    in    denen    '/Atisdteitglkder    fehlen,    und    auch    Aus- 
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Wertungen  gewisser  Determinanten  durch  Bemoullische  Zahlen  sieb 
finden.  —  Die  Haufsn ersehen  Arbeiten  knüpfen  an  die  Kroneckersch* 
Darstellung  der  B.  Z.  (s.  Fufsnote  163))  durch  Einheitswxirzeln  an  und 
gelangen  zu  sehr  bemerkenswerten  verkürzten  Kekursionsformeln,  welche 
—  mittels  Änderung  eines  Parameters  —  einerseits  zu  vollständigen 
Rekui-sionsformcln,  andererseits  zu  independenten  Darstellungen  der  B.  Z, 
fahren. 

U.  S.  184.  Zu  Fufsnote  163).  Unter  „anderen"  Darstellungen  sind  hwpt- 
sächlich  buiepetidfifite  zu  verstehen. 

11.  S.  184,  Zu  Fulsnote  165).  unter  den  Autoren  für  bestimmte  btegnüc 
fehlt  Catalan,  der  sich  vielfach  mit  den  B.  Z.  beschäftigt  hat  (s.  m«iiie 
Vorles.  S.  114—116). 

n.  8.  185,  Zu  Fulsnote  167  a).  Hier  fehlt  das  Zitat:  Raabe,  die  Jacob- 
Bemoullische  Funktion,  Zürich  1848.  —  Raabe  hat  von  ganz  andereBi 
Ausgangspunkt  und  unabhängig  von  Malmsten  gearbeitet.  —  An  dtf 
angegebenen  Stelle  im  J.  f.  Math,  stellt  llaabe  einige  bestimmt* 
lui&grvde  auf,  die  sich  durch  Bemoullische  Funktionen  auswerUfl 
lassen,  wie  z.  B,: 


«^"•dtt 


(-ir^/a-N..4.,     ^^«(') 


e"+  e"*"—  2coB(2uca;) 


-(2«) 


|8w  +  l. 


flin(2«a:) 


nach  Hormitea  Bezeichnung).  — -  Vgl.  noch  über  andere  Autoren  auf 
gleichem  Gebiet  (Schlönülch,  Schlaf  li,  Glaisher):  Renfer,  Die  Definitionen 
der  Beraoullischen  Funktion,  Bern  1900  Inaug.  Diss. 

IL  S.  185.  Zu  Fufsnote  ITO).  Neue  Beweise  lieferten  Schering,  M»i- 
Ännalen  Bd.  52  (1900),  S.  171;  J.  C.  Kluyver,  ib.  Bd.  53  (1900), 
S.  591,  —  Im  Text  mufs  in  der  Gleichung  für  B„  rechts  (-  l)"i. 
(statt  (—  l)*"+^^m)  stehen,  wenn  Am  dieselbe  Bedeutung  ^^ne  bei  den 
S.  186  oben  angeführten  Autoren  (Eermite,  Stern,  Lipschits)  habeo 
soll.  —  Übrigens  ist  die  rechte  Seite,  von  »i  =  7  an,  positiv,  da  B« 
viel  schneller  als  0,577  +  1(2  m  +  l)  wächst. 

II,  S.  186.  Zu  Fufsnote  173),  Bezüglich  der  zahlentheoretischen  Eigeih 
Schäften  der  B.  Z.  sei  noch  (da  ich  in  I  C  3  nichts  darüber  gefundÄ 
habe)  auf  die  Aufsätze  von  Kummer,  J,  f.  Math.  Bd,  41  (1859),  S.  36S 
und  Stern,  ib.  Bd.  79  (1875),  S.  67,  sowie  ib.  Bd,  «8  (1880),  &  84 
(oder  meine  Vorl.  §§  19  u.  20)  hingewiesen. 
Königsberg  i.  P.  L.  Saalschüts. 
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ie  beiden  bis  jetzt  erschienenen  Baude  der  dritten  Reihe  des 
3  der  Mathematik  und  Physik  lassen  erkennen,  wie  weit  es  ge- 

iflt,  das  Programm  zu  Terwirklichen ,  welches  wir  „Zur  Ein- 
^  im  ersten  Bande  dargelegt  hatten. 
Ulk  der  thatkräftigen  Unterstützung  einer  grofsen  Reihe  bereit- 
r  MitÄfbeiter  ist  vieles  erreicht  worden,  was  damals  als 
pnswertes  Ziel  hingestellt  wurde.  DaTs  nicht  alle  Teile  des 
mms  gleichmäfsig  zur  Ausführung  gelangt  sind,  bitten  wir  damit 
schuldigen,  dals  bezügliche  Arbeiten  leider  noch  nicht  beschafft 

konnten. 
&r  Reichtum  an  Aufsätzen,  die  der  Redaktion  in  entgegen- 
snder  Weise  zur  Verfügung  gestellt  sind,  hat  es  dagegen  er- 
bt, jedes  Doppelheft  mit  interessanten  Untersuchungen  aus  den 
edenartigsten  Gebieten  auszustatten;  und  wenn  auch  manche 
sn  über  den  vielleicht  etwas  zu  eng  abgemessenen  ursprünglichen 
n  hinausgehen,  so  hat  das  Ganze  gewifs  an  Mannigfaltigkeit  und 
h  an  Anziehungskraft  gewonnen, 

''ir  sagen  den  Herren,  die  uns  in  liebenswürdiger  Weise  durch 
ing  von  Beiträgen  unterstützt  oder  durch  einsichtsvollen  Rat  auf 
hlagende  Wege  hingewiesen  haben,  unseren  verbindlichen  Dank 
jben  uns  der  Hoflnung  hin,  dafs  sowohl  die  Mathematiker  als 
ie  Physiker  auch  fernerhin  ihre  hilfreiche  Hand  uns  bieten  werden, 
a  dieser  Stelle  möchten  wir  noch  auf  die  Aufgaben  und 
ätze  der  Vermischten  Mitteilungen  besonders  hinweisen  und 
Herren  Dozenten  die  ergebene  Bitte  richten,  die  Studierenden  auf 
lubrik  des  Archivs  aufmerksam  zu  machen. 

ine  bedeutsame  Erweiterung  des  Archivs  ist  inzwischen,  infolge 
lankenswerten  Anregimg  des  Herrn  Alfred  Ackermann -Teubner, 
Verhandlung  mit  der  jüngst  ins  Leben  genifenen  Berliner 
imatischen  Gesellschaft  beschlossen  worden.  Die  Mitteilungen 
en  werden  als  selbständig  paginierter  Anhang  der  einzelnen 
erscheinen.  Der  vorliegende  Band  bringt  die  Berichte  über  die 
'sten  Sitzungen  der  Gesellschaft. 

on  der  Mitteihing  der  Preisfragen  von  Akademien  und  gelehrten 
chaften  wollen  wir  in  Zukunft  absehen,  nachdem  der  Jahres- 
it  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung  dieselben  in 
rogramm  aufgenommen  hat. 

\    E.  Jahnke. 
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tJber  Kreise,  welclie  Kegelschnitte  doppelt  berühren. 

Von  Rudolf  Schüssler  in  Graz. 
(Mit  3  Figurentafeln.) 

I. 

Die  Beziehungen,  welclie  zwischen  Kegelschnitten  und  den  sie 
>ppelt  berührenden  Kreisen  bestehen,  hat  Steiner  in  seinen  Abhand- 
ligen „Elementare  Lösung  einer  geometrischen  Aufgabe  und  über 
nige  damit  in  Beziehung  stehende  Eigenschaften  der  Kegelschnitte"*) 
ad  „Über  einige  neue  Bestimmungsarten  der  Kurven  zweiter  Ordnung 
sbat  daraus  folgenden  neuen  Eigenschaften  derselben  Kurven"*)  aus- 
ihrlich  erörtert,  aber  fast  alle  Sätze  ohne  Beweis  mitgeteilt.  Diese 
itutbcheu  Beweise  liefert  Fiedler  in  seiner  Abhandlung  „Über  die 
Ntrchdringung  gleichseitiger  Rotatiouahyperholoide  von  parallelen 
k4jhsen*'''),  indem  er  iiaeh  den  Grundsätzen  seiner  Cyklograi>hie  durch 
Bumliehe  Beti-achtung  alle  Eigenschaften  ableitet.  Auch  alle  anderen 
«ir  bekannten*)  Arbeiten,  welche  sich  mit  darauf  bezüglichen  Problemen 
itchäftigeu,  stützen  sich  auf  räumliche  Betrachtungen;  so  löst  z,  B. 
«ieintschik  in  seiner  Äbhaudlimg  „Über  die  Konstruktion  der 
ölander  eingesehriebeuen  Linien  zweiter  Ordnung*''')  die  Aufgaben, 
k^cue  zu  bestimmen,  welche  einen  Kegelschnitt  doppelt  berühren, 
f^^ie  Kegelsclinitte  zu  hestiranien,  welche  Kreise  oder  Kegelsclmitte 
oppelt  berühren,  durch  Projektion  ebener  Schnitte  von  liotationaflächen 
leiten  Grades. 

Die  meisten  dieser  Aufgaben  lassen  sich  auch  rein  planimetrisch 
^bandeln  unil  zwar,  wie  gezeigt  werden  soll,  ganz  elementar  nur  mit 
'^grimdelegung  der  einfachen  Brennpunktseigenschafteu  der  Kegel- 
^bnitte,  welche  in  den  meisten  Lehrbüchern  bewiesen  sind, 

1)  Steiners  Gesammelte  Werke  II,  389—420. 

«)  Steiner«  Geaammelte  Werke  n,  446—468. 

i)  Acta  matheraatica  o,  331—408. 
^p,  i)  Vgl.  die  Anmerkung  am  äcblofs  der  Arbeit. 

m"  5)  Sitxungsber.  d.  k.  Akad   d.  Wiss.    \X\m:  C7  (Mära  1873),  68  (Nov.  und  Dez. 
^,  71  (Ufkn  1876). 
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Rüi>ot.F  ScHrssiEB : 


Diese     planimetrische     Behandlung     geht     von     folgenden    z"we]" 
Sätzen  aus: 

la)  Der  ÄhnUchJceitsl'reis  zweier  einen  Kegelschniti  doppelt  he- 
riilmmder  Kreise  trennt  die  BrennpunMe  harmonisch  (schneidet  den  Kmit 
über  tkn  Britinptinhiün  r^htwinJcUg)^  wenn  die  KreismiUelpankk  auf  dar 
Huuptadise  Uefftti,  oder 

b)  (fehl  durch  die  Bretmpunkie,  wenn  die  Kreisniitielpunkie  auf  dtr 
Nehenachse  liegeti. 

U.  Die  Cfmrdale  zweier  doppelt  heriihrender  Kreise^  deren  MiM- 
punkte  auf  derselben  Ketjclschjuttsaefise  liegen,  ist  parallel  eu  den  ß^ 
rührunffssehnen  mit  dem  Kegelschnitte  und  gleidiweit  von  ihnen  enifend}) 

Da  der  elementare  Beweis  dieser  Sätze  von  den  Brennpunkt* 
eigenschaften  ausgehen  soll,  mul's  er  für  Ellipse,  Hyperbel  und  Purai>el 
getrennt  gefiihrt  werden. 

A.   Ellipse. 

1.  MiUelpunlie  der  Berührunifdreise  auf  der  Nebmadi».  \^ 
man  durch  einen  Punkt  p  der  Kurve  und  die  Brennpunkte  //",  einen 
Kreis,  so  schneidet  er  die  Nebenachse  in  zwei  Punkten  t  und  ^i,  welche 
mit  ji  verbunden  die  Tangente  und  Normale  der  Ellipse  in  p  liefern. 
0  ißt  dann  der  Mittelpunkt  eines  Kreises,  welcher  die  Ellipse  in  />  um!  in 
dem  zur  Nebenachse  symmetrischen  Punkte  p'  berührt.  Fällt  man  von 
einem  Brennpunkte  f  auf  die  Tangente  die  Normale,  so  hat  der  Fiifs- 
pimkt  ö  derselben  vom  Mittelpunkte  m  der  Ellipse  die  Entfemnng  « 
(grofse  Halbachse),  imd  es  folgt  aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  po\ 
und  $mf  (Fig.  1) 

po  :of=  &m:mff     d.h.     r:of=aiej 

der  Radius  eines  doppelt  berührenden  Kreises  steht  zur  Entferuiing 
seines  Mittelpunktes  von  den  Brennpunkten  in  einem  konatantai  ^^i"' 
hältnisse  (a  :  e).  *) 


1)  Dies  ist  oin  besonderer  Fall  de»  allgemeinen ,  projektivisch  leicht  k"  ^ 
weisenden  Satzes:  Wenn  ein  veründerlicher  Kegelschnitt  zwei  feste  C,  do^ 
beriihrt,  gehen  die  Berüliningasehnen  durch  eine  Diagouulecke  x  des  Bwi»"*' 
eckea  der  beiden  C,  und  sind  harmoninch  konjugiert  zu  den  durch  x  ^h«^^^ 
gemeinsamen  Sekanten  der  beiden  (\,     (Steiner,  II,  47'2.) 

2)  Nebenbei  ist  dicä  ein  elementarer  Beweis  für  folgende  Konstruktion  e«** 
Berührungskreiseii  bei  gegelienem  Mittelpunkte  o  auf  der  Nebenachae:  .S^if  '*^ 
Ijtndnngftlinie  üf  schneidet  die  Tangenten  in  den  Scheiteln  der  HttuptÄch«^  •" 
Punkten  des  gesuchten  doppelt  beriihrenden  Kreisea.  (Pelz:  „BeitrÄge  «o' *^ 
Btimmung  der  Selbst-  und  Schlagschattengrenze  von  F,  bei  Central beleucbto»« 
27.  Jahreaber.  d.  L.  0.  Ruatscbnle  in  Graz,  S.  7.) 
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Für  zwei  doppelt  berührende  Kreiae  K^K^  stehen  die  Entfemimgen 
»8  Brennpunkteg  von  den  Kreismittelpunkten  im  gleichen  Verhältnis 
»  die  Kreisradien  ((',/':  0,/"=  r^  :  r^).  Da  nun  der  Ähnlichkeitskreis 
m.  K^K^  d.  i.  der  Kreis,  welcher  den  inneren  und  änfseren  Ähnlich- 
■fcspunkt  zu  Endpunkten  eines  Durchmessers  hat,  alle  Punkte  ent- 
;ti,  deren  Entfernungen  von  den  Kreismittelpunkten  o^o^  sich  wie  die 
dien  verhalten,  so  liegen  die  Brennpunkte  auf  den  Ahnlichkeits- 
»Ben  aller  Paare  von  dappeltberührenden  Kreisen,  die  ihre  Mittel- 
nkte  auf  der  Nehenachse  haben.  ^)  Oder  der  Winkel  der  von  o,  und 
Tiach  einem  Brennpunkte  gerichteten  Stralilen  hat  Halhienmgsstrahlen, 
alche  durch  die  Ahnüchkeitsp unkte  von  K^K^  gehen, 
L  Die  Berührungssehne  pp'  des  Kreises  K  mit  dem  Mittelpunkte  o 
td  der  Ellipse  schneidet  die  Nebenacbse  im  Punkte  ti  (Fig.  I).  Dann 
il    (>^  =  on  '  otj    op  =  oni    öt,    und     durch     Division     der    beiden 

HeichoiLKen  erhält  man   — -  =  -^  =  —.  oder  —  = s —  =  -.  *),  d.  h. 

iie  Abstände  der  Berühningssehne  und  des  zugehörigen  Kreismittel- 
[ranktes  vom  Ellipsenmittelpunkte  m  haben  ein  konstantes  Verhältnis. 
Dw»u8  folgt  weiter:  Schneiden  die  zu  drei  Mittelpunkten  o^o^o^  ge- 
borigen  Berührungssehnen  die  Nehenachse  in  den  Punkten  Tr^TC^n^y  so 
i*t  OjO, :  0,0,  =  STjATj :  ffjjTj;  insbesondere  mufa  die  zum  Halbierungs- 
punkte  CD  von  o,Og  gehörige  Berühnmgsselme  in  der  Mitte  zwischen 
den  zu  n^  und  Oj  gehörigen  Berührungs sehnen  liegen. 
P  För  zwei  Mittelpunkte  OiO^,  auf  der  Nehenachse  haben  die  doppelt 
berülirenden  Kreise  die  Radien  r,  =  -  Oj^f  =  -  )/ö~w«  -f  e*  und  Tg  =-  -  o^f 
~-Ko,m*-|-  e*.  Di©  Chordale  dieser  Kreise  schneide  die  Nebenachse 
«a  Ponkt©  h  (Fig.  2),  dann  ist  ho*  -  AoJ  =  rf  -  rj  =  ^,  (öTm"»  -  ^f*) 
wJbt  (ho^  H-  ho^)(ho^  —  ho^)  =  ^(^iW  +  o^m){o^m  —  o,w).  Ist  ci  der 
"*lbierangspunkt   von    o^o^,    so    folgt   2  -  hm    o^o^  =  ^  •  2  •  wai  ■  OiO^, 

•wr  ÄQj :  iw©  =  a* :  p*,  d.  h.  die  Chordaie  ist  die  zu  to  gehörige  Be- 
fÖhnmgssehne,  und  weil  m  der  Halbierungspunkt  von  o^o^  ist,  mufs  die 
^QOrdale  in  der  Mitte  der  zu  o^  und  o,  gehörigen  Berührungssehnen 
"egen,  oder  die  Berührungspunkte  zweier  doppelt  berühronder  Kreise 
^l  einer  Ellipse  haben  von  der  Chordale  der  beiden  Kreise  gleiche 
Entfernung. 


1)  Steiner:  Ges.  Werke  II,  S.  397  und  452. 

2ji  Vergl,    Pelz:    ,,Cou8tructinu    di»r  Aien    einf*r  Ellipse  auB  2  conjagierten 
netem'*  |8.  Programm  d.  Öt.  Kt'aluchole  in  Teachen  1876). 

1* 


Rudolf  Sobfürrlbk; 

Für  solche  Punkte  Pip[Pfpi,  zweier  Kreise,  welche  toh  deren 
ChüriMe  gleiche  Entferimg  besitzen,  gelten  bekanntlich  eine  ReDiP  von 
Beziehungen,  Nennt  niiin  wie  früher  die  VerbindungHÜnien  zweier 
Punkte  desselben  Kreises  Berühmngssehnen  und  die  verschiedener 
Kreise  (z.  B.  Pip^)  Wecb seisehnen ,  so  kann  man  diese  Beziehnngen 
folgend  aussprechen:  Auf  Wechselaehnen  worden  von  beiden  Rreisen 
gleiche  Stücke  abgeschnitten^);  die  Endpunkte  der  Wechsel&ehneu 
haben  vom  Halbierungspunkte  ca  der  beiden  Kreismittelpunkte  gleiche 
Entfernung.*)  Die  Tangenten  in  den  Endpunkten  der  Wechselsehn«] 
schneiden  sich  im  AlmlichkeitskreiB;  die  beiden  Sclmittpunkte  der 
Tangenten  in  den  Endpunkten  der  Berülirungssehnen  sind  harmonisch 
konjugiert  zum  Ähnlichkeitskreis.") 

Man  kann  auch  direkt  aus  den  Brennpunktseigenschaften  ableiten, 
daffi  diese  Beziehungen  für  die  Berührungspunkte  zweier  doppelt  hfr 
rührender  Kreise  gelten,  und  daraus  den  Schlafs  ziehen,  dafs  die  Chor- 
dale  in  der  Mitte  der  Berüluaingssehnen  liegt. 

tJm  z.  B.  zu  beweisen,  dals  die  Endpunkte  der  Wechselsehflen 
vom  Halbierungspunkt©  a  der  Strecke  o^o^  gleich  weit  abstehen,  zeitft 
man,  dafs  der  Halbierungspunkt  /*'  einer  Wechselsehno  mit  ai  ver 
banden  eine  Normale  zur  Wechselsehne  liefert.  Zu  diesem  Zwwke 
sucht  man  zuerst  einen  Ausdruck  iilr  die  Länge  der  Berührungssehne; 
Fällt  man  in  Fig.  1  die  Normale  oa  von  o  auf  den  Radiusvektor  f^p,  so  ist 

Aopa  f^  Aofmj 

1)  Aus  der  Cbortlaleneigeuachaft  h'pi  -  h'q^  =  h'p^  ■  h'q,  folgt  (Fig  3)  weg?» 
A'jti,  =  h'p^  auch  h'qy  =  h'q^  nud  die  Gleichheit  der  Strecken  p^q^  and  pj?.;*^ 
die  Mitten  d^,  J,  derselben  vou  h'  gleichweit  entfernt  «ind,  so  geht  die  Norm»l* 
auf  die  Wechselsehne  in  h'  durch  öj,  deu  Halbierungspunkt  von  o^o^  anJ  es  iit 
top,  =  mp, . 

2)  WUhlt  mau  inabefiondere  al^  einen  der  Bemhi'uiigakreiae  deu  der  Klli|'*' 
umgeBchriebenen  Kreis,  so  folgt  daraus:  SchBeid«?t  die  Normal«  eines  Punlct«/' 
die  Nehenaehsp  im  Punkte  o,  so  Hegt  der  Mittelpunkt  eiues  BLreise«  durch  pnnd 
die  Scheitel  der  grofsen  Achse  in  der  Mitte  zwischen  o  und  m  (siehe  Peh:  ..Z'"' 
wisaenscbaftl.  Behandig.  d.  Axonometrie"  81    Bd.  d.  Sitab.  d.  K.  Akad.  d.  Wi«) 

3)  In  Fig.  3  sind 

A |), x^  r^  A 0, jJj dl ,  daher  xp,  :  r,  =  x^:  p^d^^ 
ferner 

A  j),ar|  «^  Ao,j),  d,,  daher  arp,  :  r,  =  x^  :  p,d,  , 
und  wegen 

Pi^i  ^  Pif^i     ißt     nh  •■  ''i  =  ^Pt  ■  »"»    oder    xpi  :  xj),  =  r^  .  r^  ^  xo,  :  xOf 

d,  h.  T  liegt  im  Äiinlichkeitskreis.  Zeichnet  man  in  p^p'xP^p^  die  Iva^^ 
80  aeigt  Fig.  4;  Wenu  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  der  WechBebehaö»  *** 
auf  A',  Fchneiden,  mÜBsen  die  Schuittpunkte  uu'  der  zur  Centrallinie  gynBB*''^" 
scheu  Tangenten  zu  K»  harmonisch  konjugiert  sein. 


daher 


Über  KreiBe,  welche  Kegelschnitte  doppelt  berühren. 

pa  :!»/*=  öor :  om  ^  (op  :of)  =  aie; 
pa  =  a     und    oa  =  om-- 

6 

op*  =  pn*  -f  Off*  =  pa*  +  oa*  =  ^i*  +  wm*  -,  , 


pji^  =  rt»  -  ö?«»  ^^,  -  -  j  =  rt«  -  om^  ji-  • 


.Dann  ist  für  zwei  Kurvenpunkte  PiP^i 


'6V 


?al\i  man   (^Fig.  n)  vom   Ilalbienmgspiiiikte  h'  der  Wechaelselioe 

auf   die   Nebenachse  eine  Nomialf ,    so   ist  der  Fulspunkt  h  dor 

ilbierungspunkt  von  ä^sTj;  die  Nonnale   von  p^  auf  die  Berührungs- 

ü>?  n^jK,   schneide  diese   in  d,   dann   kann  man  obige   Gleichung   in 

Form  schreiben: 

Hkh' •  p^d  =  2cah  '  n^x^  =- 2mh  •  p^d     oder     —j-  =  ^^^ 

►  h.  die    Dreiecke   mA/;'   und  p»Spi   sind   ähnlich,   und   daher  ist  mh' 
al  zu  /Jj/>g,  woraus  unmittelbar  folgt ^  dals  £ü/>,  =  mp^  ist.*) 


1,1  Man  kann  dies  anch  anders  beweisen:  Wegen  Ott  ■  mt  =  —mo    mt  =  a» 

/)ir'  =  sro    ?t<  =  no{mt  —  w«)  =  o*  —  ojt    *»«;    daher   ist  /»sir,*  —  A^^i* 
'0,3r,     WJT,  —  o,jr,     OTÄ,  =  (0|  Wj  -|-  o,  jr,)(mjr,  —  Wä,),  denn  o,  jTj  •  wijr,  und 

.     ,       ,    .    ,  O,  W,         O.Ä,  fe' 

WJTj  Sind  gleich  wegen   ^ — '  =  -     *  a=  — . 

Wl  TT.  W  JTj  flt 

2)  Man  kann  dies  auch  direkt  Keigen.  denn  der  Ausdruck  eop,  ^  =■  p^7r^'  -\-  mn^* 
^*  fl* ^  Oj  M»'  -|-  09«,'     tafst     sich     durch     Hinzufügen     von     mh      jTj  tt,  = 

•^ir,  -f  0^»,)(w»^,  —  wff,)    und   Wegnahme    von   \  {iani -{- ^o«^)(aix^  ~  atny)  ~ 

IjTj «,  auf  die  Form  bring«>n 
e 


be  ungeandert  bleibt,  wenn  man  Pi  mit  /;,  vertAuscht. 
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Oder  mim   kauii  direkt  beweisen,   dais  sich  die  Taiigenten  r 
Kurvenpimkte  p^p^    im  Ähnlichkeitskreis    der  zu  p^   und  p^  gehörigen 
Berühr ungskreise  schneiden :   Der  Schnittpunkt  :r  der  Tangenten  in  p^ 
und  p^  (Fig.  6)   liegt  auf  dem  zu  p^p^  konjugierten  Durchmesser  xtn^ 
welcher  also  /jj>j  in  ^  halbiert.    Da  somit  p^  und  p^  von  diesem  Durch- 
messer gleiche  Entfernung  haben,  sind   die  Dreiecke   mzp^  und  mxp^ 
inhaltsgieich ,  imd  es  ist 


n 
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xpi  '  Äj  =  xp^  •  Äj     oder    xp^  :  xp^  =  h^ :  ä,  . 

Anderseits  ist  h^  =  mS  -  cob(jp  =  a  •  cos 9  und  o^pi  ^  a  :  cos  ip,  weil  der 
Radius  des  Beruh nmgskreises  auf  einen  Radiusvektor  projiziert  die 
grofse  Halbachse  giebt  (Jb'ig.  1);  also  Aj  •  o^p^  —  a*  -^  /jj  •  o,/)j  oder 

/<!  :  h^  -  o^p^  :  Oj/)j     und     .rjij  :  ^p,  =  o^p^  :  o,/),, 

d.  h.  X  liegt  im  Ähnlichkeitskreis  der  beiden  Berührungskreise.  (Es  ist 
auch  Winkel  p^xoi  =  PfXO^f  oder  die  Halbienrngsstrahlen  des  Winkels 
zweier  Tangenten  und  der  nach  den  Mittelpunkten  der  zugehörigen  B«- 
rühnmgsk reise  gerichteten  Strahlen  sind  identisch  imd  gehen  durcb  diö 
Schnittpunkte  des  zugehörigen  Ähnlichkeitskreises  mit  der  Nebenachse.) 

2.  Mitkl punkte  der  Berührnngakreise  auf  der  Hauptachse,  Stätet 
man  sich  auf  die  bereits  abgeleiteten  Resultate,  so  ist  (Fig.  7)  op\u^ 
=  mit' :  mn  =  h^  :e^  und  wegen  op  -  on  =  of  ■  of\  ist  op^  :  of^  of^  =h*:^. 

Diese  Relation  kann  man  auch  leicht  aus  der  bekannten  Kon- 
struktion einer  Kurvennormale  mit  Hilfe  der  konzentrischen  Kreise 
mit  den  Radien  ß,  fc,  0  +  t  herleiten:  (Fig.  8)  op  i  pn^  =  b  la^  np:p^ 
=^  a  :hf  also  op  :  np  =  W:a^  und  op  :  on  =  fe* :  (a^  —  6*)  =  fc*  :  c*,  wono» 

wie   firüher    -^—t  =   « »   d.  h.   das   Verhältnis   des   Radius   ein«  Be- 

rührungskreises  und  der  durch  dessen  Mittelpunkt  gehenden  kürzesten 
Sehne  des  Brennkreises  ist  konstant  ^  h  :  e.*) 

Hat  man  nun  zwei  Kreismittelpunkte  0,0,  auf  der  Hauptachw 
(welche    für    reelle    Kreise    innerhalb    der   Brennpunkte    angenoniiDCS 

werden  müssen),  so  ist  (Fig.  9)  r^:  r^  =  V^if  '  ^ift  -  V^tf'  Oj/i  =  ^i  '*v 
was  zu  einer  einfachen  Konstruktion  der  Ahnlichkeitspunkte  s^s^  ^ 
beiden  Berührungskreise  führt.  Dieselbe  zeigt  immittelhar,  dal«  s  oW 
Si  harmonisch  konjugiert  sind  bezüglich  des  Brennkreises  K^') 

i)  Steiners  Opk  Werke  n,  394  Man  kann  dies  auch  so  aussprechea;  Pl^ 
alle  doppelt.  berßhrL'ndtm  Kreis«  mit  den  Centren  auf  der  Hauptachse  biMe«^ 
Endpunkte»  d«r  xur  Hauptachse  normalen  Radien  eine  EUipue,  welche  die  B»* 
punkte  der  Nebenachse  und  die  Brennpunkte  der  gegebenen  Ellipse  als  Schf^ 
besitzt.     Der  Satz  gilt  noch  allgemeiner  (Steiner,  ü,  408  u.  ff.). 

2)  Steiners  Ges.  Werke  11,  399. 


über  Kreise,  welche  Kegelßchnitte  doppeU  ?>embrcn. 

Die  weiteren  Betraehtimgen  sind  analog  den  früheren,  wie  ja  schon 
«raus  hervorgeht,  dafs  die  Radien  der  zu  einem  Kurveupunkte  ge- 
f>rigen  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  in  der  Haupt-  oder  Nehenaehse 
einem  konstanten  Verhältnisse  {h^ :  a*)  stehen.')  Zieht  man  (Fig.  7) 
■  Berührungssebne,  so  ist  mo  :  w;r  =  mn  i  nx'  =  e* :  fl*  d.  h.  die  Ent- 
^Äimgen  des  Kurvenoentrums  vom  Mittelpunkte  eines  Kreises  und 
der  zugehörigen  Berührungsseline  stehen  in  einem  konstanten  Ver- 
lisse.  Daraus  folgt,  dafs,  wenn  dlta'  =  ra'Og,  ist,  die  zu  oj  a'o^  als 
tismittelpunkten  gehörigen  Beruh rungs sehnen  äquidistant  sind  (Fig.  5), 
auch  ma'  :  hh'  ^  e^ :  a*;  nun  wurde  früher  bewiesen,  dafs  cjni  :  mh 
' :  a*;  daher  liegt  m'  auf  der  Geraden  &j/i',  d.  b.  m'h'  ist  normal  zu 
^3  oder  flj'pj  =  oi'pit  woraus  folgt,  dafs  die  Chordale  der  Berühnmgs- 
in  der  Mitte  der  Berühningssehnen  liegt. 
Dies  läfst  sieh  auch  direkt  beweisen:  Schneidet  die  Chordale  zweier 
>pelt  berührender  Kreise  mit  den  Mittelpimkten  o^  und  o^  die  Haupt- 
186  in  h  (Fig,  10),  80  ist 

hol  -  hol  ^r]-rl=  ^'(<y;  -  0])  =  ^limol  -  wöf) 
(Jio^  -f  Aoj)  (Aoj  —  Aoj)  =  -5  (wöj  -h  mOi)  (moj  —  woj 

öiOi •  2 Affl  =  -j  •  Ol  Og  •  2 m cj,    d.  b.  htoimta^  ?>' :  t-*    oder   h  m :  m 0  =  0':  c*, 

•Wier  ist  die  Chordale   die  zu   m   gehörige  ßerühnmgssebne  und  liegt 
in  der  Mitte  der  zu  ö^  und  Oj  gehörigen  Berührungssehnen. 


B.    Hyperbel. 

Man   kann   alle  Beweise  analog,   wie  bei  der  Ellipse,   durchführen 

braucht    nur    denselben    Text    auf    die    entsprechend    geänderten 

(1  a,  7  a)    zu    beziehen.      Doch    können    bei    der   Hyperbel    die 

Sätze  I  und  II  auch  mit  Benutzung  der  Asymptoten  abgeleitet 

en. 

!•    MiUdpunldi-  auf  lUr  Neheudchse.     Soll   für   den   Mittelpunkt  0 

Nebenai^hse  der  Berübrungskreis   konstruiert   werden,  so  ITillt  man 

('ig.  in    von   0  auf  die   beiden  Asymptoten   die  Normalen;    die   Fufs- 

pQakte  dd    derselben  geben  die  Berührungssehne,  welche  die  Hyperbel  in 

MH  Berührungspunkten  />/)'  schneidet;  dabei  ist  dp  •  dp'  =  a*  =  <H  -dl', 

li  Daraaa  folgt  z.  B.,  dafs  für  ßenihmngakreiBe  mit  dem  Centrtun  auf  der 
ptachfte  die  Projektion  des  RadiuB  auf  einen  zugehörigen  Radiusvektor  gleich 
I  £rfijnmung»radiaB  des  Scheitels  der  grofsen  Achse  ist. 
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also  61  =  dl'  ^  a,  d.  h.  jeder  die  Hyperbel  doppelt  berühreöde  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  in  der  Nebenachse  liegt,  scbneidet  auf  den  Asymp- 
toten Sehnen  aus,  gleich  der  reellen  At^hse  der  Hyperbel  Nim  ist 
oä  :  om  =  cosg;  —  a  :  e;  also  oS  :  a  =  om  :  e,  daher  Aodl '  ~  A'^w/j 
lind  r  :(if=  a:e  d.  h,  der  Radius  eines  BertÜmmgskreißes  und  d« 
konzentrischen  Kreises  durch  die  Brennpunkte  stehen  im  konstanten 
Verhältnisse  a  :  e. 

Für  zwei  doppelt  berührende  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  n^n, 
ist  daher  r^  lo^f^^r^:  o^f  oder  r^:r^  =  oj:  o^f  d.  h.  die  Brennpunkt« 
liegen  im  Ähnlichkeitskreise  der  beiden  Berührungskreise. 

Schneidet  die  Berührungesebne  die  Nebenacbse  in  ä,  so  ist 


-  -  ^  cos*  flP  =  -^     und     —  =  -,, 

am  ^        c'  mf*       r 


Ott  oß  ,.        j   » 

,  ==  coscp  ^     -  M,     daher 
oS  ^        om 

d.  h.  das  Verhältnis  der  Entfernungen  des  Mittelpunktes  des  Be; 
kreisee    und   der   Berülirungsseluie  vom   Hyperbelniittelpunkte  ist  koD- 
stanty    insbesondere   gehören    zu  drei  äquidistanten   Mittelpimkten  di*i 
äquidistante  Berühningssehnen. 

Zeichnet  man  zwei  Berühningskreise  imd  lallt  vom  Ualbienmgs 
pimkte  Gl  ihrer  Mittelpunkte  die  Normale  tah'  auf  eine  Asymptote,  s<> 
liegt  (vergl.  Fig.  3)  h'  auf  der  Cbordal©  der  Kreise  (weil  auf  der 
Asymptote  gleiche  Seimen  ausgeschnitten  werden)  und  auf  der  zo  o 
gehörigen  Benlhrungsseline;  also  liegt  die  Cliordale  der  Kreise  in  «ler 
Mitte  ihrer  Berühningssehnen  mit  der  Hyperbel,  ^^| 

2,  Mi  fiel  pimkte  auf  der  Hauptachse.  Zur  Bestimmung  der  l>^i 
rühnmgspunkte  pp'  bei  gegebenem  Mittelpunkte  o  auf  der  Hauptachs'* 
fallt  man  (Fig.  12)  von  o  die  Normalen  auf  die  beiden  Asymptoten; 
die  Verbindungslinie  ihrer  Fulspunkte  iSd'  ist  die  Beräbrungssehfl*. 
welche  die  Hyperbel  in  den  gesuchten  BerühLnmg8pun]rt.en  pp'  schneide, 
so  did's  pS  •  pö'  =  dp  •  dp'  =  ^*  ist,  d.  h.  die  Tangente  von  d  an  den 
gesuchten  Berührungskreis  A'  ist  gleich  der  ideellen  Halbachse.  Jeder 
Berührungskreis  mit  dem  Mittelpunkt  o  in  der  Hauptachse  schneidet, 
einen  Kreis  mit  dem  Radius  h,  dessen  Mittelpunkt  der  Fufspunkt  d^i 
Nonnale  von  o  auf  eine  Asymptote  ist,  rechtwinklig.  ^| 

1)  Nel>enb«i  \&[s%  sich  hieraus  Tolgender  Satx  einfach  beweisen :  P&llt  jd»» 
(Füg.  1  %)  von  o  auf  einen  Radiusvektor  des  Berührungspunkte«  p  die  Nonualii'  oe, 

•o  ist  wie  bei  der  ElliiMe  pa  =  a  (wegen  Aoapr^Aomri,  und  oa=  -   (j«,d,i 

aber  nach  ohipvr  Ulrichuiip  anch  die  Entfernung  de«  Mittelpunkte«  o  von  i^^ 
Asymptoten,  d.  b  l«.'gt  man  an  den  die  Asymptoten  berülirenden  Kreis  mit  i<^ 
MitU^lpiinkt««  V  die  Tangenten  aus  den  Brennpunkten,  so  schneiden  sieb  di»^  >" 
den  Fulspunkten  der  von  o  an  dit*  Kurve  gesogv>nen  Normalen. 


über  Kreise,  welche  Kegelschnitte  doppelt  benlhren. 


d 


Legt  man  von  o  an  den  Brennkreia  eine  Tangente  or^  so  ist 
^oöt  '■^  Aomt  wegen  od  :  om  =  sin q>  =  h  :  e  =  dt :  mx ;  daher  ist  auch 
ot  z  €)r  =  b  :  e^  d.  h.  r  lY^f  ■  üf^  =  h'.e\  der  Radius  eines  Berührimgs- 
kreises  und  des  konzentrischen,  welcher  den  Brennkreis  normal  achneidet, 
iukl>«n  ein  konstantes  Verhültnis  r :  Ü  =  6  :  e . 

Für  zwei  doppelt  berührende  Kreise  K^  K^  mit  den  Mittelpunkten 
öl  wild  '>,  verhalten  sich  deren  Radien  wie  die  Tangenten  von  o,  und 
(ij  SD  den  Brennkreis.  Die  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  o,  und  Oj, 
we^lche  den  Brennkreis  normal  schneiden,  haben  daher  denselben 
Aiixdichkeitskreis  K,  wie  K^  und  K^;  dieser  Kreis  K^  wird  also  auch 
den    Brennkreis    normal    schneiden,    oder   die    Ahnlickkeitspunkte    der 

beiden   Berühriingskreise   sind    harmonisch    konjugiert   zu    den    Brenn- 

^»ixixkten.') 

Schneidet  die  Berülirungssehne  eines  Kreises  die  Hauptachse  in  ar, 

^■ö    ist    (Fig.  12)    od  :  om  =  sin  9    imd    ojt :  od  ^  siutp    daher   07t :  om 

=  sia'qp  =    j,   oder  »iä  :  mo  =  a* :  f*,  das  Verhältnis  der  Entfernungen 

lies  Kreismittelpuukte«  und  der  Berührungssehne  vom  Hyperbelceutrum 
i»t  konstant. 

Zeichnet  man  zwei  Berühningakreise  und  fallt  vom  HalbierungB- 
punkte  o  ihrer  Mittelpunkte  die  Kormale  üjh'  auf  eine  Asymptote,  so 
»iod  (Fig.  14)  die  Tangenten  von  h'  an  die  beiden  Kreise  K^  und  K^ 
gleich*),  also  h'h  die  Chordale,  welche  von  den  durch  (J^tf^  gehenden 
»rftkrungssehnen  der  Kreise  iTjifj  mit  der  Hyperbel  gleiche  Ent- 
fernung hat. 

C.  Parabel. 

Für  einen  Punkt  0  der  Achse  als  Mittelpunkt  bestimmt  sich  der 
ß^rthrungskreis  aus  den  bekannten  Eigenschaften,  dals  die  Subnormale 
gleich  dem   Parameter  tj  (Entfernung  des  Brennpunktes  von  der  Leit- 

I  "^)  ist  und  der  Berührungspunkt  p  dieselbe  Entfernung  d  vom  Breim- 
ponkte  hat  wie  0,     Daher  ist  auch  (Fig.  15)  o^p^  =-  »"i  =  V?  •  ^dj  und 

t*i*'i=*  d, :  d, ;    daher    ist    /'   fiir    irgend    zwei    Beröhnmgskreise    der 

1)  Aas  Fig.  13  ist  ersichtlich,  dars  für  zwei  Kreiae.  welche  einen  dritten  K 

;  »ornjAl  echueiden,  die  Ähnlichkeitspunkte  harmonisch  konjugiert  zu  K    «ind;  denn 

i  *  **  4*  nnd   1  2,  3  4   schneiden    sich   in  zwei  tu    K     harmonisch   konjugiertem 

*^ten  l*^    und  s,;  »,    ist  al>er  innerer  ÄhnlichkeiUpunkt  der  gegebenen  Kreiae, 

*^i'  0,1'   [)arallel  o,  2  ist  (a,  =«1   als  Basiswinkel  in  einem  gleichschenkligen 

^'"»leck«?,  a,  ^=  a:,  als  Peripheriewinkel);  ebenso  ist  «,  HufBerer  ÄhnlichkeitÄpiinkt. 

8)  Dreht  man  Ä!,  und  d^  um  tok',  bis  ^,  mit  ^,  zur  Deckung  kommt,  so  ist 

•««  Aayniptot«  A  Chordale  von  Ä",  und  {K^),   also  sind  die  Tangenten  von  h'  an 

**(  und  iÄ',i  und  daher  auch  an  K^  gleich. 
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Mittelpunkt  des  Äholichkeitskreises^),  d.  k  die  AJanlichkeitspunkte  aller 
mögliclieQ  Paare  von  Berühningskreisen  liegen  symmetrisch  zum  Brenn 
punkte  (Bind  harmonisch  konjugiert  bezüglich  des  endlichen  unfl  m- 
endüch  fern  liegenden  Brennpunktes). 

DoTb  die  Entfernung  der  Kreismittelpunkte  von  den  Berühnmgs- 
sehnen  konstant  (gleich  dem  Parameter  q)  ist,  wurde  fichon  erwähnt 
Entsprechen  (Fig.  15)  den  Kreismittelpunkten  o,  Og  die  Berührungspunkt« 
PjPj  der  Parabel  mit  den  Koordinaten  «//i/a»  ^^  ^^  */f  ~~|/i  =  ^^(d,  — ^) 

oder    ijfi  —  </j) :  (<Ji  —  d^\  ^  q:  ^'  ~l  ^* .     Ist   h'    der   Halbierungspunkt 

der  Wechselsehne  Pip2j  0  der  Halbierungspunkt  von  Ojö,,  dann  8^ 
die  Gleichung,  dals  tg«  =  tg^  oder  co/j'  normal  zu  p^p^  ist,  d.  h.  ;>, 
und  p^  haben  von  cj  gleiche  Entfeniung,  also  liegt  (Fig.  3)  dip 
Chordale  zweier  Berührungskreise  in  der  Mitte  der  zugehörigen  Be 
rühningssehnen. 

Aus  den  beiden  für  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  bewiesenea 
Sätzen  kann  man  einige  wichtige  Folgerungen  ziehen.  Der  erste  Satz 
sagt^  dafs  jeder  Ahniichkeitskreis  zweier  doppelt  berührender  Krei<* 
entweder  die  Brennpunkte  enthält  oder  den  Brennkreis  normal  sehnei<ieL 
Derselbe  ist  also  eindeutig  bestimmt,  wenn  man  o,  imd  0^  kennt;  denn 
liegen  OiOj  auf  der  Nebenachse,  so  sind  die  Halbieningsstrahlen  d« 
Winkels  o^fti^  nach  dem  inneren  imd  äufseren  Ahnlichkeitspunkt  % 
und  iJj  gerichtet;  liegen  o^o^  auf  der  Hauptachse,  so  sind  SjS,  gleich- 
zeitig zu  Oi^j  und  ff  harmonisch  konjugiert. 

Umgekehrt  kann  man  jeden  durch  die  Bri^nnpunkte  gehenden  oder 
den  Brennkreis  normal  sehneidenden  und  zur  Hauptachse  symmetrischen 
Kreis  als  Ähnlichkeitskreis  für  unendlich  viele  Paare  von  doppelt 
berührenden  Kreisen  ansehen;  die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  sind  die- 
jenigen Punktepaare  der  betreffenden  Achse,  welche  zum  Ahnlichkeita- 
kreis  harmonisch  konjugiert  liegen.  Die  Tangenten  in  den  Berühnmg»- 
punkten  des  Kegelschnittes  mit  einem  solchen  Kreispaare  scbneideD 
eich  auf  dem  Ahnlichkeitskreise  und  in  zwei  zum  AhnlichkeitskrBii 
harmonischen  Pimkten  der  Achse.    Bringt  man  demnach  eine  Tangeotf 


1)  Der  Ähnlichteitskreis  mit  dem  Mittelpunkte  j'  ist  der  Ort  aller  Punt^A 
welche  von  0,  und  0,  pjütfernungcu  im  VerbältnisHO  r,  :  r,  besitsen;  betraf &f^'< 
man  be«ondei*8  den  Punkt  e  fFig    16),  so  ist 

AjtOj  a  <^  AffO,  o,,     daher    xo,  :  xö  =  o,«  :  Oj  «x  =  r,  :  r. 

und  wegen     A.ro,<r  r^  Ao,  ffo,      auch     xo,  :  Xff  =  o,  u  :  o,<j  =  r,  :  r, ; 

daher  ist  xo,  :  xo,  =  rf  :  r| 


über  Kreise,  welche  Kegelschnitte  doppelt  berühren.  H 

Kegelschnittes  imd  die  zu  ihr  bezüglich  einer  Achse  symmetrische 
;ent€  mit  einem  beliebigen  Ahnlichkeitskreis'),  dessen  Mittelpunkt 
dieser  Achse  liegt»  zum  Schnitt,  so  werden  die  Verbindungslinien 
Kreisschnittpankte^    welche    nicht   normal    der    Achse    sind,    auch 

iten  desselben  Kegelschnittes  sein. 
Die  Halbieningsstrahleu  aller  Tangentenpaarcj,  die  sich  in  einem 
tmlichkeitskreise  K,  schneiden,  gehen  durch  zwei  feste  Punkte  (näm- 
h.  durch  die  Schnittpunkte  von  K^  mit  jener  Achse,  auf  welcher  der 
helpnnkt  von  K,  liegt).  Da  durch  einen  beliebigen  Punkt  p  nnr 
tt  Ähnlichkeitskreis  K,  (bezüglich  jeder  Achse)  hindurchgeht,  und 
escr  Kreis  JT,  durch  p  und  die  Brennpunkte  eindeutig  bestiniiut  ist, 
ttl»  K,  ein  Ahnlichkeitskreis  für  alle  mit  dem  gegebenen  konfok&len 
egelschnitte  sein.  Daraus  folgt  der  bekannte  Satz:  Die  Tangen ten- 
inre  aus  einem  beliebigen  Punkte  p  an  eine  Schar  konfokaler  Kegel- 
pütte  haben  dieselben  Halbierimgssti-ahlen;  zn  den  Tangentenpaaren 
{dioren  anch  die  von  p  nach  den  Brennpunkten  gerichteten  Strahlen; 
Ue  Halbienmgsstrahlen  sind  die  Tangenten  der  beiden  durch  /;  gehenden 
ELegelschnitt«  der  konfokalen  Schar. 

■  Legt  man  durch  aUe  Punkte  einer  Geraden  <j  die  Tangenten  an 
■Ben  Kegelschnitt,  so  halbiert  g  das  Tangentenpaar  nur  für  jenen 
Pj  welcher  auf  dem  Ahnlichkeitskreis  K,  durch  den  Schnitt  s  von 
it   einer  Achse   liegt.     Ist   insbesondere  g  eine  Tangente   des  be- 

den  Kegelschnittes,  so  ist  p  der  Berührungspunkt.  ^ 

Durch   je    zwei    Punkte,    welche    harmonisch    konjugiert   sind    zu 
Ahnlichkeitskreis  K,  von  K^K^^  gehen   an  ^le  K^K^  doppelt  be- 
fugenden Kegelschnitte  Tangenten,  welche  sich  in  K,  schneiden.    Hält 
^  ein  solches  Punktepaar  fest  und  legt  durch  dasselbe  an  alle  K^K^ 
pelt   berührenden    Kegelschnitte    die    Tangenten,    so    ist    der    Ort 
Schnittpunkte    der     Tangenten    an    denselben    Kegelschnitt    der 

I  jr.. 

Der  iweite  Satz  sagt:  Die  Chordale  C  zweier  Berühmngskreise 
to  der  Mitte  zwischen  den  Berühnmgssehnen,  oder  die  Berührungs- 
ikte  pi/)^  zweier  doppelt  berührender  Kreise  sind  vom  Halbierungs- 
o  der  Kreismittelpunkte  o^o,  gleich  entfernt;  C  ist  die  zu  m 
Brige  Berührungssehne. 
Sdmeidet  man  einen  Kegelschnitt  mit  einem  beliebigen  Kreise, 
Mittelpunkt  o  auf  einer  Achse  liegt,  so  liegen  die  Halbierungs- 
ikte  k'  der  zur  Achse  nicht  normalen  gemeinsamen  Sehnen  auf  der 

1)  Du  i«t  abo  ein  Kreis,  welcher  seinen  Mittelpunkt  auf  der  Nebenachse 
md  durch  die  Brennpankte  geht,  oder  seinen  Mittelpunkt  auf  der  Hauptachse 
dea  Breankreis  normal  schneidet 
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RrpOLT    ScHffSdLBB: 


ZU  o  gehörigen  Berühningsselme,  ^)  —  Alle  Seimen  eines  Kegelsclmiti 
welche  durch  eine  Gerade  C  (normal  zu  einer  Achse)  halbiert  werdan, 
haben  Synimetralen  durch  denselben  Punkt  cj^);  oder  von  allen  durch 
den  Punkt  h'  von  C  gehenden  Sehnen  wird  diejenige  in  h*  halbiert, 
welche  normal  zu  h'm  ist.  Wenn  der  Fiüsponkt  h'  der  Normale  tod 
einem  Punkte  w  einer  Achse  auf  eine  Kurveneehne  .«  in  der  zu  &  ge- 
hörigen Berti hrungeselme  C  liegt,  so  ist  h'  der  Halbiei-ungspunkt  der 
Sehne.  Daher  mufs  W  auf  dem  zur  Sehne  s  konjugierten  Durch* 
messer  liegen.  Lälst  mau  h'  längs  desselben  fortrücken  und  eknso 
die  zur  Achse  normale  Berübrungssehne  C,  so  werden  die  nach  den 
zugehörigen  Mittelpunkten  der  Berührungskreise  gerichteten  Geraden  //« 
wegen  des  konstauten  Verbältnisses  mm  :  mh  alle  parallel  und  zwar 
normal  zur  Seime  s  sein,  d.  h.:  Um  für  den  Berühnmgskreis  mit  dem 
Mittelpunkt  a  die  Berührungssehne  zu  bestimmen,  bringt  man  einen 
Durchmesser  mit  der  durch  m  normal  zum  konjugierten  Durchmefii« 
gezogenen  Geraden  zum  Schnitt;  der  Schnittpunkt  h'  liegt  auf  der  ge 
suchten  Berühmngssehne,  ob  die  durch  h'  gehende  Sehne  die  Kurve  in 
reellen  Punkten  sclmeidet  oder  nicht. ^) 

Betrachtet  man  insbesondere  die  gemeinsame  Tangente  T  zweier 
Berührungskreise  mit  den  Mittelpunkten  in  derselben  Achse  und  er- 
richtet in  ihrem  Schnittpunkte  /*'  mit  der  Cbordale  C  die  Nomul« 
auf  Tf  so  trifft  dieselbe  die  Achse  im  Halbierungspimkte  o  der  K^ei^ 
mittelpunkte  o^Oj,   so   dafs   C  die  zu  m  gehörige  Berülirungssehne  ist: 


1)  Daraus  lilfst  sich  auch  eine  Konstruktion  der  Schnittpunkte  eine«  Kegd- 
schnitteü  mit  einem  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  einer  Achse  liegt,  »Wfiitea- 
Ereia  und  Kegelschnitt  hestimmen  (Fig.  17)  auf  der  Achse  eine  IqtoIuUod.  dorci 
deren  Doppelpunkte  ef  die  Wechselsebnen  der  gesuchten  Schnittpankte  gebeji 
Die  WechBehehnen  sind  bestimmt,  da  sie  durch  die  Schnittpunkte  aa  reip.  {Jj* 
der  Kreise  üLer  ^a>  resjx  fei  mit  C  gehen  (O  wird  ala  die  zu  tu  gehörig«  Be- 
rührangssehue  in  bekannter  Weise  konstruiert).  Sind  die  Schnittpunkte  imagini'« 
so  kann  ein  Paar  Wechselsehneu  reell  bleiben;  sind  beide  Paare  imaginär,  so  aino 
die  beiden  zur  Achse  normalen  Sehnen  reell,  welche  von  C  gleich  entfernt  äsA 
und  durch  ein  Punktepaar  der  obigen  Involution  gehen.  (Vergl.  Niemtscbik: 
69,  Jahrg.  1869  d.  SitKungsber.  d.  Wien    Akad.  d    Wiss.) 

2)  D.  h.  für  alle  Paare  von  doppelt  berührenden  Kreisen  mit  derBelbfl" 
Chordale  C  umhüllen  alle  WechseUehiien  der  Berührungspunkte  (und  alle  gemein* 
BchafUichen  Kreistangenten,  wie  8ptlt«r  gezeigt  wird)  eine  Parabel,  für  welch«  ^ 
Scheiteltangente  und  der  gemeinsame  Halbiemngspxmkt  w  je  zweier  KreisoiittfJ- 
punkte  Brennpunkt  ist. 

3)  Diese   bt^kaunte  Konstruktion   ergiebt  »ich   prqjektivisch   sehr  einfjwk  *"* 
dem  Satze :  Wenn  sich  zwei  Kegelschnitte  doppelt  berühren,  so  schneiden  sieb  Ji*^ 
Polaren   eines  beliebigen   Punktes  auf  der  Berühi-ungssehne,  wenn  m&o  ftl*  ' 
beliebigen  Punkt  den  unendlich  femco  Punkt  eiucs  Diameters  wählt 


über  Kreise,  welche  Kegelschnitte  doppelt  berühren. 
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her  mofs  /«'  der  Halbierungspunkt  der  durch  T  ausgeschnittenen 
irvensehne  sein  ^),  d.  h.  die  Syninietrale  einer  Kurvensehne  T  schneidet 
1©  AcliBe  im  Halbierungspunkto  bj  der  Mittelpunkte  jener  Kreise 
Bhe  die  Kurve  doppelt  berühren  und  T  zur  Tangente  haben.  (Die 
nrülirungspuiikte  dieser  Kreise  A'^  /Q  mit  T  haben  von  k'  eine  Enfc- 
mung  gleich  der  Tangente  von  h'  an  den  Ähnliehkeitskreis  K,  von 
und    Ä",,    weil   dieser    durch    die    Schnittpunkte   von    Ä",    und    A', 

mufs.) 
Betrachtet  man  eine  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  Be- 
igskreis  und  Kegelschnitt,  z.  B.  (Fig.  19)  die  in  p^^  so  schneidet 
^die  Chordale  in  ö  und  die  Berührougssohne  des  zweiten  Kreises  in 
80  dafs  d/>^  =-  ÖTT^,  gleich  der  Tangente  von  ö  an  K^  ist,  d.  h.  der 
über  2^i^3  schneidet  A'^  rechtwinklig,  oder  j\  ist  zu  tt^  harmonisch 
jiert  bezüglich  if,;  da  JK^  ein  beliebiger  Berührungskreis  des 
legelschnittes  ist,  giebt  dies  den  Satz:  Der  Berühningspunkt  einer 
eÜebigen  Kurventangente  und  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Berührmigs- 
*^e  eines  Kreises  K  sind  bezüglich  K  harmonisch  konjugiert, 
ÜBT  jeder  der  beiden  Punkte  liegt  auf  der  Kreispolare  des  anderen. 

Die  Polare  von  >t,  geht  durch  den  Pol  Tj  von  Pg;  daher  kann 
mx  die  Taugente  eines  Punktes  p^  in  zweifacher  Weise  bestimmen: 
■Weder  bringt  man  die  Polare  von  p'^  bezüglich  eines  Berührungs- 
l^isee  Ä'j  mit  der  Berührungssehne  I\  in  jfg  zum  Schnitt,  oder  man 
liclt  zu  pjTj  den  Pol  :t^  bezüglich  A',;  a-j^j,'  ist  die  gesuchte  Tan- 
gente. 

Sind  Pjpj   die  Berührungspimkte   zweier  Kreise  K^K^  mit  einem 
phnitte,  also  von  der  Chordale  C  der  Kreise  gleich  weit  entfernt, 


1)  Projektivisch  liilst  t^s  sich  beweiflcn  auf  Grund  d^P»  Satzes,  daffi  ein  Büwliel 
«ch  doppelt  berührenden  Kegebcbnittcii  eine  Gerade  iii  Punktepaaren  einer 
ft^olution  treffen,  von  welcher  ein  Doppelpunkt  auf  der  gemeinsamen  Beruh  rungssehne 
'*gt,iiDj  der  andere  der  Berührungspunkt  eines  Kegelschnittea  des  Büschels  iat:  Eine 
f**tt>wiiwhaftliche  Tangente  zweier  Berühningskroise  (Fig.  18)  berühre  diese  in  (,  <,, 
*^Wiiif  die  Kurve  in  ctj  «,  und  die  Berührungssehnen  1\  P,  in  ß,  nnd  §^.  Die 
'Oordale  C  liegt  in  der  Mitte  zirischen  den  Berührungssehnen  P,  P, ,  bo  dafs  ihr 
''^«teittpnnkt  h'  mit  der  Tangente  gleich  entfernt  von  ß^ß,  ist;  a, «,  müssen  nun 
t»!»!  ß^t,  als  j8,  f|  harmonisch  trennen;  da  |J, /,  =  ß^t,  ist,  mufg  h'  auth 
lienrngspunkt.  von  a, «,  sein,  ob  diese  Punkte?  reell  oder  imaginär  sind. 
Bei  der  Hy herbei  läfst  sich  dies  direkt  mit  Hilfe  der  Asymptoten  beweisen: 
iFig.  11»,  12«)  «  und  «'  die  Schnittpunkte  von  T  mit  den  Asymptoten,  »o 
etdh'a  in  einem  Kreis,  und  es  i»t  utoh  =  K(JA*  =  g7;  ferner  hegen  to&'h'cc' 
t Einern  Kreis,  daher  ist  a' ah  =^  a'd'h  =  tp,  also  ist  oaua'  ein  gleichachenk- 
i  Dreieck  und  ah'  —  a'h\  d.  h.  die  Kreisberührangapunkte  mit  J"  liegen  zu 
Detriscb,  ebenso  die  Schnittpunkte  mit  den  Asymptoten  und  daher  auch 
E  Schnittpunkte  mit  der  Hyperbel. 
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ScHf^flSLKR: 


80  aclmeidet  p^p^  aus  den  Kreiaen  gleiche  Sehnen  aus,  so  dab  (Fig.  10) 
P^Pi  '  Ps9i  ==  PiPi  '  P\^h  "^^K  *i'  ^-  '^^  Tangenten  von  ^j  an  K^  und  toh 
|i,  an  K^  haben  gleiche  Länge,  (Der  Kreia  mit  dem  Zentnim  Oj  dureh 
|),  und  der  Kreis  mit  dem  Zenti'um  ö,  durch  p^  schneiden  sich  auf  C) 
Die  Länge  dieser  Tangenten  bestimmt  sich,  wenn  man  durch  i\  eine 
Parallele  zur  Achse  und  durch  o^  eine  Parallele  zur  Sehne  />,;/,  ziel 
wie  folgt: 


^* = PtPi  Pi9i=  PiPi '  KK  = 


C08  tp 


dcostp  =  7t  d 


(d.  i.  das  Produkt  aus  der  Entfernung  x  der  Bertthrungssehnen  in  die 
Entfernung  rf  der  Kreismittelpunkte). 

Für  den  Schnittpunkt  c  der  Chordale  C  mit  dem  Kegekchnitte 
ist  daher  die  Länge  der  Tangente  an  K^  oder  K^  gleich  der  Quadrat- 
Wurzel  aus  dem  Produkte  der  Entfernung  der  Berühningssehnei  C^i 
oder  CP^    in    die  Entfernung  der  zugehörigen   Kreismittalpunkte  m\ 

reap.   ojo^,    ^' ^-    [/ a  '  ä  >   ^^^  Hälfte   der  früher  gefundenen  Gröfse ', 

oder  die  Summe  der  Tangenten  von  *.'  an  K^  und  E^  ist  gleich  h,  man 
kann  leicht  zeigen,  dafs  dies  für  jeden  Kurvenpunkt  gilt:  Seien  tf' 
die  in  einer  beliebigen  zur  Achse  nonualen  Geraden  x  liegenden 
Kurveup unkte ') ;  da  die  Entfernungen  jedea  Kreismittelpimiktes  laof 
einer  Achse)  imd  der  zugehörigen  Berührungsseime  vom  Mittelpnnkt»' 
der  Kurve  ein  konatantea  Verhältnis  besitzen  (bei  der  Parabel  gleich  U 
so  muTs  der  zu  X  ale  Berti brungssebne  gehörige  Kreismittelpunkt ;  lü** 
Strecke  o,Oj  in  demselben  Verhältniaae  teilen,  wie  X  die  Entfernung 
der  Berührungssehnen  P^P^,  und  ist  daher  gegeben.  Es  ist  abo 
(Fig.  20): 

7ii  :  7C  =  d^  :  d  ^  e^  und  jr, :  sr  =  rfj :  rf  =  f, ,  wo  «^  -f  e,  = 
ist;  nach  früherem  ist  die  Tangente  von  x  an  Ki  gleich 


y^t^  •  rfi  =  fj)/ff '  rf  =  f|  •  /, 


1)  Der  Punkt  x  kaon  auf  verschiedene  Weise  beatinunt  werden  (Fig  ^^■ 

1.  X  und   p,    aind   vom    Hftlbienmgspuiikte   Wj    der   Strecke   So,    gleich  «"^ 
entfernt. 

2.  Der    BerührungskreiB    durch    x   mit   dem    Mittelpunkte  |    hat    mit  Ki 
Chordale  gemein,  welche  in  der  Mitte  zwischen  I\  und  X  liegt. 

3.  Der    Krei»    durch   p^    mit    dem    Mittelpunkte   ^    und    der   Krei«    durch 
gesuchten  Punkt  x  mit  dem  Mittelpunkte*  Oj   haben  eine  Chordale,  welche  in  ^ 
Mitte  zwischen  P,  und  X  hegt. 

4.  Auch  ergiebt  aich  die  Longe  der  Tangente  von  sc  an  A",  aus  dem  sjÄt«» 
bewiesenen  Satze ,  dafs  die  Länge  der  Tangente  (jr  von  jedem  Kurvenpunkt* ' 
an  einen  doppelt  berührenden  Kreia  zu  Beiner  Entfernung  von  der  BerühnmgvMbne 
ein  konatantea  VerhältniB  beeitzt^  also  tx  :  l  =  n,  :  n. 


C 


ber  Kreise ,  welche  Kegfclschnitte  doppelt  berühren.  IfJ 

enso  ist  die  Tangente  von  x  an  K^  gleich 

l3  die  Summe  der  Tangenten  ist  gleich  Yn  >  ti^  also  für  alle  Punkte 
•    Kurve  zwischen  Pi  und  P,  konstant. 

Für  die  Kurvenpunkte  auTserhalb  PiP^  ist  die  Differenz  der 
agenten  an  die  festen  Kreise  KiK^  konstant,  d.  h.  der  Ort  aller 
Kikte,  deren  Tangenten  an  zwei  feste  Kreise  K^K^  eine  konstante 
Äaime  oder  Differenz  l  hahen,  ist  ein  Kegelschnitt,  welcher  die  beiden 
«ise  doppelt  berührt.^)    Die  Berührungspunkte  haben  von  der  Kreis- 

ordale  eine  Entfernung  -  —  ^  und  können  leicht  bestimmt  werden, 
>il  sie  auf  zu  K^  und  J^^  konzentrischen  Kreisen  liegen  mit  den 
bdien  Y^T*  resp.  Vfj  -fl^ 

Die  Relation  l  =  "|/ir  -  d  läfst  sich  umfonnen  und  daraus  eine 
agelschnittseigenschaft  herleiten:  l :  x  =  ]/rf  :  jr;  nach  früherem  ist 
:  n  konstant  und  zwar  e^ :  fc',  wenn  die  Mittelpunkte  auf  der  Neben- 
jhse,  und  e*  :  a^,  wenn  sie  auf  der  Hauptachse  liegen;  daher  ist  das 
eibältnis  der  Entfernung  jedes  Kurvenpunktea  x  von  der  Benihrungs- 
shne  eines  doppelt  berührenden  Kreises  zu  der  Länge  der  Tangente 
on  X  an  den  Kreis  konstant  und  zwar  h :  e  oder  a :  e,  je  nachdem  der 
^ismittelpunkt  auf  der  Neben-  oder  Hauptachse  liegt. 

Andrerseits  ist  l :  d  ^  }/;r  :  d  (j^  b  :  e  oder  a  :  e);  für  eine  gegebene 
toiwtante  Summe  oder  Differenz  l  der  Tangenten  giebt  es  bei  einer 
jegebenen  Kurve  unendlich  viele  Paare  von  Berührnngkreisen  mit  kou- 
i*4fltem  Zentralabstand. 


1)  Diesen  Satz  legt  Steiner  ohne  BeweiB  seiner  Abhandlung:  „Über  einige 
lea*  Bestimmmigsarten  der  Kurven  zweiter  Ordnung*'  (Gen.  Werke  11,  445)  zu 
'fOfide.  Der  Beweis  ht  analytiach  leicht  zu  erbringen  und  ergiebt  sieh  auch 
«th  raumliche  Betrachtungen,  wenn  man  durch  den  Kegelachnitt  einen  Rotationg- 
'*8*1  (resp  ein  einschaliges  Rotationshyperboloid)  legt  und  durch  die  Kreise 
^^(?ln,  welche  diese  Fl&che  länga  Parallelkreisen  berühren;  die  konstante  Summe 
^'^  Differena  der  Kreiatangenten  ist  dann  gleich  dem  Stück  einer  Erzeugeadea 
p  Fläche  zwischen  den  beiden  Berührungspunkten,  also  konstant. 

Fiedler  hat  in  der  früher  zitierten  Abhandlung  (Acta  mathematica  5)  einen 
♦^br  interensanten  Beweis  in  cyklographischer  Methode  gegeben. 

Setzt  man  den  Satz  voraus,  so  ergiebt  sich  unmittelbar,  dafs  t'ine  gemeinsame 
*ngpnte  der  beiden  Kreise  die  Kurve  in  zwei  Punkten  schneidet,  welche  vom 
■Albierungspunkte  ihrer  Zentren  gleiche  Abstände  haben;  denn  (Fig.  18) 
i  *,  -f  a,  <f,  ^^  o,  (j  -f  of, ',  1  daher  a^  t  =^  «,  f, .  Der  Halbiemngapunkt  von  otj  a,  ist 
Hier  identiach  mit  dem  HalbierungHpunkte  von  #,  (,,  welcher  auf  der  Kreischordale 
!^  ttnd  ist  der  Fufspunkt  der  Normale  vom  Halb ierungsp unkte  der  Kreiamittel- 
iukte  auf  a^  «, .  — 


DOLF    SCHÜSSLKB: 

Liegen  die  Punkte  des  Kegelachmittea  iimerhalb  der  beiden  Be- 
rühruugakreise,  so  behalten  diese  Sätze  ibre  Giltigkeit,  nur  treten  an 
die  Stelle  der  Kreistangenten  die  durch  einen  Kurvenpunki  gehenden 
halben  kürzesten  Kreissehnen. 

Bei  der  Parabel  gelten  die  früheren  Schlüsse  nicht,  da  sie  keinen 
endlichen  Mittelpunkt  besitzt;  es  erfahren  die  abgeleiteten  Beziehungen 
eine  kleine  Verändemng:  Die  Gleichung  P  =  nd  geht  (w^en3r  =  (fl 
über  in  l  =  it  =  d^  woraus  unmittelbar  folgt,  dafs  die  Entfernung  ein« 
Kurvenpunktes  x  von  der  Beruh rungssohno  eines  doppelt  berührendw 
Kreises  gleich  ist  der  Länge  der  Tangente  von  r  an  diesen  Kreis,  uiwl 
also  auch  die  Summe  oder  Differenz  der  Tangenten  von  einem  Kun«h 
punkte  X  an  zwei  doppelt  berührende  Kreise  konstant,  nämlich  glnch 
der  Entfeniung  der  beiden  Berühi'ungssehnen  ist. 

Auf  Grund  dieser  elementar  abgeleiteten  Kegelschnittseigenschaften 
sollen  nun  einige  Aufgaben  gelöst  werden. 

n. 

Kreiae  ze  bestlmmeii,  welche  elEen  Kegelschnitt  doppelt  berühren.') 

1.  Der  Krelsmittelpunkt  o  ist  ffegebert. 

Der  Radius  ergiebt  sich  aus  r  :  of  =  «  :  e,  wenn  o  auf  der  Nebefr 
achae  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  liegt  —  aus  r :  ]/o/' -  of  =ht>'^ 
wenn  o  auf  der  Hauptachse  einer  Ellipse  oder  Hjrperbel  liegt  —  a^* 
r  =  Yq  •  2d,  wenn  o  auf  einer  Parabel  ach  so  liegt.  ( Ifbrigena  worden 
gelegentlich  eine  Reihe  von  Konstruktionen  solcher  Berilhrmigskrei*^ 
erwähnt,*)) 

Liegt  0  auf  der  Nebenachse,  so  sind  die  Berührungskreise  inuöö" 
reell;  bei  der  Hyperbel  ist  auch  immer  die  Berührung  reell,  bei  ^^^ 
Ellipse  nur  liir  die  Punkte  o  zwischen  den  Krümniungsmittelpunkt«^' 
der  Scheitel  der  Nebenachse. 


1)  Niemtsehik:   Sitzun^ber.    «J,    Wien.    Akad.    d.    Wia«.     ü.  Abt    l^<* 
1873,  68. 

2)  Vergl.  auch  Pelz:  „Beiträge  zur  Beatimmung  der  Selbst-  und  SehlftgsoliftW'*" 
grenze  von  Flät-hen  2.  Ordnung"  (27.  Jaluesber.  d.  L.  0.  R.     Gra»,  1878.  S,  " ' 

Pelz:    „Zur   wiss.  Behandlung   der   orthog.   Axonometrie"   (Sitramg»!*'^ 
Wien.  Akad.  der  Wias.  81 ,  ftO) 

Pelz:    ,,Zuin    Nonnalenprüblem   der    KegelBchnitte"    (SitKongnber.  d.  ^^ 
Akad.  d.  Wis«.  86). 

Pelz:   „Zum   Normalenproblem   der  Ellipse  (Sitzungsber.  d.  Wien.  Ak»^  • 
Wies.  März  1887.  »5). 

Pelz:  „Konstruktion  d.  Achsen  einer  Ellip«e"  {Jü.  Programm  d.  Rei^^ 
in  TeBchen  1876). 


tJber  Kreise,  welche  Kegelaclinitte  doppelt  beröhren. 
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Liegt  0  auf  der  Hauptachse,  so  erhält  man 

bei  der  Ellipse:  Für  Punkte  o  innerhalb  der  Krümmungamittelpunkte 
iin'  der  Scheitel  der  Hauptachse  reelle  Kreise  mit  reeller  Berührung  — 
für  Punkte  o  zwischen  fi  und  /"  reelle  Kreise  mit  imaginärer  Berührung 
—  für  Punkte  o  aofserhalb  der  Brennpunkte  imaginäre  Berührungskreise; 
bei  der   Hyperbel:  Für  Punkte  o  auiserhalh  der  Krümumuganiittel- 
puakte  fifi'  der  Scheitel   der  Hauptachse  reelle  Kreise  mit  reeller  Be- 
rfllirung  —   für   Punkte  o   zwischen    fi    und   /'  reelle  Kreise    mit   ima- 
ginärer Berührung  —   für  Punkte  o  innerhalb   der  Brennpunkte  ima- 
ginäre Berührungakreise; 

bei  der  Parabel:  lat  o  mit  dem  Scheitel  auf  derselben  Seite  des 
Brennpunktes,  so  erhält  man  imaginäre  Berührungskreise,  sonst  reeUe; 
Ton  diesen  sind  die  Berührungspunkte  imaginär,  wenn  o  zwischen  /' 
und  dem  Krümmungamittelpunkte  des  Scheitela  liegt. 

>2.  Der  Kreisradius  ist  gegeben. 
Zur  Bestimmung  des  Kreismittelpunktes  können  dieselben  Gleichungen 
wie  früher  benutzt  werden;  doch  giebt  es  noch  andere  Konstruktionen; 
2.  B.  ist   bei   der  Hyperbel  die  Entfernung  des  Kreiaraittelpunktea  von 
einer   Asymptote   gegeben   (j/r*  —  a'  oder  Yr^  +  6* ),   wodurch   dieser 
teicht  bestimmt  werden  kann. 
H        Soll    der    Kreismittelpunkt   auf  der   Nebenachae   liegen,    so   mufa 
B^>a  sein;  soll  er  auf  der  Hauptachse  liegen,  ao  mufs  bei  der  Ellipse 
^  <  6,  bei  der  Parabel  f  >  g  (d.  i.  Entfernung  des  Brennpunktes  von 
^  Leitlinie)   für  reelle  Kreise  sein.  —  Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel 
1     twteii  die  Lösungen  paarweise  symmetriaeh  zum  Mittelpunkte  auf. 

■       3.  Eitte  Tangente  2'  des  Kreises  ist  gegeljen, 

B  Der  Schnittpunkt  ä,  von  T  mit  einer  Achae  ist  ein  Ähnlichkeita- 
Bponkt  der  gesuchten  Kreise.  Der  Ähnlichkeitskreis  K»  mufs  durch  s^ 
■gehen  und  entweder  die  Brennpunkte  enthalten,  oder  den  Brennkreia 
normal  schneiden,  ist  daher  eindeutig  bestimmt.  —  Der  Halbierungs- 
punkt A'  der  auf  T  von  der  Kurve  ausgeschnittenen  Sehne  resp.  wenn 
diese  Sehne  imaginär  ist,  der  Schnittpunkt  /('  mit  dem  zu  7'  konjugier- 
ten Durchmesser  der  Kurve  liegt  auf  der  Chordale  der  gesuchten  Kreise 
•ind  des  Ahnlichkeitskreises  ü,;  daher  sind  die  Längen  der  Tangenten 
Ton  h'  an  die  gesuchten  Kreise  und  an  K»  gleich,  und  die  Berührungs- 
punkte von  T  mit  den  gesuchten  Kreisen  gefimden.  Oden  Die  Nor- 
^nide  in  h'  auf  T  schneidet  die  Achse  im  Halbierungspunkte  m  der  ge- 
wichten Kreiamittelpunkte  o,  Oj,  welche  zum  Ähnlichkeitskreis  harmonisch 
konjugiert  sind;  ihre  Entfernungen  von  ca  sind  daher  gleich  der  Tan- 
gente von  19  an  K^. 

Archiv  dm  M«themAtUi  and  Phyaik.    Ul  Reib«.    U.  m 
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Rudolf  SooütsLxs: 


Diese  Konstruktion  versagt,  wenn  T  parallel  einer  Achse  ist_ 
Sollen  in  iHesem  Falle  die  Mittelpunkte  der  gesuchten  Kreise  ai 
dieser  Achse  liegen,  so  ist  der  Kreisradius  gegeben,  welche  AufgHfc» 
schon  behandelt  wurde.  Sollen  die  Kreismittelpunkte  auf  der  zu 
normalen  Achse  liegen,  dann  ist  T  die  Chordale  der  gesuchten  Krei 
welche  sich  im  Schnittpunkte  s^^  von  T  mit  der  Achse  berühren.  Det 
Äbnlichkeitskreis  wird  wie  früher  bestimmt;  der  Halbierungspimkt.  C9 
der  gesuchten  Kreismittelpuukte  o^o^  (welche  zu  K,  harmonisch  koa^ 
jugiert  sind),  ist  der  zu  T  als  Berührungasehne  gehörige  Mittelpunkt 
und  wird  aus  mu> :  ms^  =  e* :  h^  (resp.  e- :  a')  gefunden  oder  durch 
eine  der  in  den  früheren  Betrachtungen  erwähnten  Konstruktionen. 

Da  die  auf  T  ausgeschnittene  Sehne  auch  gleich  /,  der  konstanten 
Summe  oder  Differenz  der  Längen  der  Tangenten  (oder  halben  kürzesten 
Sehnen)  an  die  zu  suchenden  Kreise,  ist,  kann  auch  die  Beziehoug 
X  :  1  =  e:h  zur  Bestimmung  der  Berührungssehnen  der  gesuchten  Krei» 
dienen.  ^) 

Auch  wenn  T  parallel  einer  Asymptote  ist,  kann  die  allgemeine 
Konstruktion  nicht  verwendet  werden,  weil  ca  unendlich  fern  liegt 
Es  giebt  nur  je  einen  Kreismittelpunkt  im  Endlichen  auf  jeder  Achse^ 
welcher  identisch  ist  mit  dem  Mittelpunkte  des  Ahnliclikeitskreises  Ül/), 


1)  Auch  folgende  räumliche  Betrachtuug  tulirt  bei  der  Hyperbel  für  Krei<* 
mit  Mittelpunkten  auf  der  Nebenachae  «um  Ziel :  Man  sucht  den  Mittelpunkt  eim«' 
Kugel,  welche  ein  einschaligeB  IkttationBhjperboloid  längs  eines  Parallelkreü^ai 
und  eine  Ebene  e  berührt;  das  ist  identisch  mit  der  Aufgabe,  in  der  BotatioiUiKh** 
den  Mittelpunkt  eia«r  Kugel  zu  suchen,  welche  eine  Erzeugende  des  Hyi)erboloid«# 
und  die  Ebene  e  berührt. 

2)  Die»vs  Resultat  lüTst  sich  auch  aus  einer  anderen  Überlegung  herldtoit' 
1   Der  Kreismittelpunkt  liege  aul  der  Nebenachse  (Fig.  21):  Der  zu  demge»achtÄ» 

konzentriache  Kreis  Kj^  mit  dem  ItatliuH  Ä,  welcher  durch  die  Brennptmkte  gebt, 
schneidet  die  Asymptoten  in  dem  Punktepaare  11',  dessen  Verbindnngslime  «Ü« 
Tangente  im  Berührungspunkte  p  von  K  mit  der  Hyperbel  ist.  Aus  r  :  B'^azt 
=  co8(p  folgt,  dafä  pol  =  cp  ist;  betrachtet  man  das  rechtwinklige  Dreieck  oi»^f 
so  folgt  aus  OK  =  r  imd  «os,  =  (p,  dafs  ü»j  =  E  ist,  d.  h.  o  liegt  aof  d^f 
Symmetralen  von  .v,  /j ,  ist  also  der  Mittelpunkt  des  durch  ^,  gehenden  Älinlichr 
keitakreiaes  A'^.. 

2,  Der  Kreismittelpunkt  liege  auf  der  Hauptachse  (Fig.  22):  Der  zu  dem  g^ 
fluchten  konzentrische  Kreta  K^  mit  dem  Ractiud  Ji  =yof  of^,  welcher  den  Bren*' 
kreis  uomial  schneidet,  tritFt  die  Asymptoten  in  dem  Punktepaar  ll',  de*»** 
Verbindungslinie  die  Taugente  im  Berührungapuxikte  p  von  Ä'  mit  der  flyperl^* 
ist  (wegen  wtl  <  wl'  =  w/'  oder  wl"  •  wl  *=  w^*)-  -^^^  r  :  12  =  6  :  «  =  co^f 
folgt,  dafa  /;of  ^=  q>  ist;  betrachtet  man  das  rechtwinklige  Dreieck  ons^^  so  fol^ 
aua  Qn  =  r  und  «o*.',  =  qp,  dafs  oa^  ^  II  ist,  d.  h.  s^  liegt  auf  if^,  und  "*' 
gesuchte  Mittelpunkt  o  ist  der  Mittelpunkt  des  durch  s^  gebenden  ÄiinÜchkci'** 
kreises  A'^,. 


tfbet  Kreise,  welche  Kegekclinitte  doppelt  berüluren. 
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ßh    den  AchsenschmttpuiLkt   von   T  geht   und   wie   frilher   be- 
ixnt  wird. 

'  Wird  eine  Ellipse  von  der  gegebenen  Geraden  T  in  reellen 
kten  geschnitten,  so  sind  die  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  auf  der 
Jjkachse  reell;  wird  sie  von  T  in  imaginären  Punkten  geschnitten, 
Kind  die  Kreise  mit  den  Mittelpimkteu  auf  der  Nebenachse  reell, 
kn  T  eine  Ellipsentangeute  ist,  so  fallen  die  Kreismittelpunkte 
rweise  auf  jeder  Achse  zusammen. 

Wenn   T  eine   Hyperbel    in    reellen  Punkten  schneidet,   sind    die 

}e  mit  den  Mittelpunkten   auf  der  Neben-  und   Hauptachse    reell, 

rt    imaginär.     Ist    T   eine   Hyjierbeltangcnte,    su    giebt    es  je  einen 

^pelt   zu   zählenden)   Kreis    mit    dem   Mittelpunkte    auf  der   Haupt- 

>.  Nebenachse.  —  Ist  T  parallel  einer  Asymptote,  so  giebt  es  immer 

je  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  im  Endlicheu  auf  der  Neben- 
K  Hauptachse  liegt. 

Bei  der  Parabel  erhält  man  nur  dann  zwei  reelle  Lösungen,  wenn 
Parabel  von   T  in  reellen  Punkten  geschnitten  wird.    Ist  T  Parabel- 

nte,  so  fallen  die  Lösimgen  zusammen;   ist  T  parallel  der  Haupt- 
ao  liegt  nur  eine  Lösung  im  Endlichen. 

4,  £in  Punli  q  des  Kreisen  kl  tjf<jt!hen. 

Die  Normale  durch  q  zu  einer  Achse  giebt  die  Chordale  C  der 
iten  Kreise,  welche  die  Achse  in  h  schneidet  Der  Halbierungs- 
cj  der  gesuchten  Kreismittelpunkte  v^o^  läfst  sich  nach  einer  der 
ler  erörterten  Methoden  bestimmen,  z.  B.  aus  f/tw  :  mh  =  e^  :  b^ 
ip.  e^ :  a*).  Der  Ähnlichkeitskreis  geht  durch  q  und  enthält  ©nt- 
er  die  Brennpunkte  oder  schneidet  den  Brennki*eis  normal.') 

Liegt  q  in  einer  Achse,  so  ist  die  zur  Achse  normale  Geraile 
eh  q  auch  Kreistangente,  welcher  Fall  schon  früher  besprochen  ist. 

Bei  der  Ellipse  und  Hyperbel  sind  für  Funkte  q  aufserhalb  der 
r?e  nur  die  Kreise  mit  den  Mittelpunkten  auf  der  Nebenachse 
D,  —  für  Punkte  innerhalb  derselben  die  Kreise  mit  den  Mittel- 
ikten  auf  der  Haujttachse,  —  Füi*  Kurvenpunkte  fallen  die  Lösungen 
Rweise  zusammen,  und  es  liegt  je  ein  Kreismittelpunkt  auf  der 
apt-  und  Nebenachse.  —  Bei  der  Parabel  giebt  es  nur  für  Punkte 
Brhalb  der  Parabel  reelle  Lösungen. 

6,  Es  sind  Kreise  zu  konstruieren,  welche  zwei  Kegelschnitte 
?,,  deren  eine  Achse  in  dieselbe  Gerade  G  fällt,  gleichzeitig  doppelt 
Öhren.     Der   Ahnlichkeitskreis   K,  zweier  solcher  Kreise  trennt  die 


\)  Die  Achseuflchnittpunkte  des  Kreiaes   A'i,  welcher  iT^  normal  schneidet 
1  durch  q  geht,  liegen  auf  den  HalbierungHatrahlen  des  Winkel*  fqf. 
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HüDOLF   SCHUBSLXS: 


Brejuipunkte  von  C^  und  C^  harmonisch,  wenn  O  die  Hauptachse 
beider  Kegelselinitte  ißt  — ,  geht  durch  die  BrennpuiLkte  von  L\  und 
Cg,  wenn  O  die  Nebenachae  von  C\  und  i\  ist  — ,  enthält  die  Brenn- 
punkte von  C,  und  schneidet  den  Brennkreis  von  Cj  normal^  wenn  6? 
die  Nebenachsc  von  (\  und  die  Hauptachse  von  C,  ist;  in  jedem  Falle 
ist  der  Ahnlichkeitskreia  AT,  eindeutig  bestimmt. 

Jede»  zu    A',   harnjouische  Punktepaar  o,  Oj  stellt  die  Mittelpunkt«^ 
zweier  Beröhrungskreise  K^K^  dar,  welche  sich  auf  dem  Ähnlichkeit - 
kreise   schneiden   und   deren  Chordale  C  die  zum  Halbierungspunkte  öe» 
von  o^öj   gehörige  Berübrungsselme  des  l)etreffenden  Kegelschnittes  C^ 
und    (\   bedeutet.     SoUen   zu  zwei   Mittelpunkten   o^o^   dieselben  B^^ 
rührungskreise   bezüglich   beider  Kurven  C\   und  (\   gehören,  so  muCs 
die  zum  Halhieningspunkte   cj  gehörige  Berühnmgssebne   C  hezüghel^ 
(\  und  (\  den  Ähniichkeitakreis  K»  in  denselben  Punkten  treffen,  ^mr- 
her  identisch  sein. 

Man  hat  also  jenen  Punkt  co  von  G  zu  suchen,  welchem  beziiglic 
6\  und  (\  dieselbe  Berührimgssehne  zugeordnet  ist:  Sucht  man  die  zw 
einer  beliebigen  Richtung  72  konjugierten  Durchmesser  D,   und  D,  in 
beiden  Kegelschnitten   und   schneidet  dieselben   mit  der  Normale  zn  H 
aus  (iif  m  erhält  man  Punkte  a^  und  .Tj  der  zu  w  bezüglich  C',  und  C\ 
gehörigen  Berübrung.ssehnen;  sollen  diese  identisch  sein,  so  müssen  s^ 
und  5,   zusammenfallen  und  zwar  in  den  Schnittpunkt  6  von  D,  and 
Z),.     Daher   geht  die  gesuchte   Gerade   C  durch  den   Schnitt  von  />, 
und  Djj   ist  also   eindeutig   bestimmt;    cj  liegt  in   der   Normale  zu    /? 
durch  Ö.    Die  gesuchten,  C,  und  C^  doppelt  berührenden  Kreise  gehen 
durch  die  Schnittpunkte  von  C  mit  K,,  und  ihre  Mittelpunkt«  sind  zu 
iC  harmonisch  konjugiert  und  haben  von  w  gleiche  Abstände. 


Hl. 

Kegelachnitte  zu  bestimmen,  welche  zwei  feste  Kreise  doppelt  berüliwn. 
und  zwar  symmetrisch  zu  derselben  Achse, 

Die  Breuni)mikte  liegen  entweder  auf  dem  Ahnliehkeitskreise  ^» 
der  beiden  gegebenen  Kreise  K^  Ä'g,  oder  auf  ihrer  Zentrallinie,  ui»ö 
sind  harmonisch  konjugiert  bezüglich  AT,.  Die  gemeinsamen  Berührung' 
sehnen  der  Kreise  und  des  Kegelschnittes  sind  normal  zur  Zentrallin** 
und  haben  von  der  Cbordale  gleiche  Entfernung.  Sind  i\2^\  die  ft^" 
rührungspunkte  des  Kreises  K^  und  des  Kegelschnittes,  so  schneid^'^ 
sich  die  gemeinsamen  Tangenten  von  p^  und  p\  im  Punkte  t^  der  ZentraJ-' 
linie,  imd  der  Kreis  K  durch  pxl\t^Oi  geht  entweder  durch  die  BrenU' 
punkte  oder  schneidet  den  Brennkreis  rechtwinklig.    Die  Chordale  voJ* 


über  Kreise,  welche  Kegelachnitte  doppelt  berütrea. 
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Ußd  K,  geht  durch  den  Kunremnittelpunkt.  Dies  giebt  den  Zu- 
anenhang  zwischen  Brennpunkten  tind  Berührungspunkten,  so  dafs 
»einen  sich  aus  den  anderen  bestimmen  lasseu.  Auch  wenn  man 
i  Kunrenmittelpunkt  m  wählt,  sind  die  Brennpunkte  und  Berühmngs- 
Ikte  von  jfiTjiT,  gegeben,  weil  sich  K  aus  K»  und  der  gemein smnen 
Krdale  durch  tn  bestimmen  läfst.  Auch  wenn  die  konstante  Summe 
t  Differenz  /  der  Längen  der  Kreistaiigenteu  aller  Kurveupunkte 
»ben  isty  lassen  sich  nach  den  früheren  Betrachtungen  die  Be- 
[ungspnnkte  und  daher  auch  die  Brennpimkte  finden. 
(Steiner  hat  die  Beziehungen  der  möglichen  doppelt  berührenden 
Slschnitte  zu  den  beiden  Kreisen  ausführlich  erörtert^);  sie  mögen 
lern  Falle,  dafs  die  beiden  Kreise  4  reelle  gemeinsame  Tangenten 
iben,  angeführt  werden.  Weil  die  Berührungssehnen  von  K^ 
.  ^j  symmetrisch  zu  ihrer  Chordale  liegen,  wird  es  genügen  nur 
Kreis  Kl  in  Betracht  zu  ziehen  (vergh  Fig.  23):  Unter  den  doppelt 
hrenden  Kegelschnitten  kommt  eine  Pambel  vor,  deren  Breimpimkt 
bt  Mittelpunkt  des  Ahnlichkeitskreises  iC  ist;  die  zugehörigen  Be- 
rangspunkte  p^p^  mit  K^  haben  vom  Brennpunkte  f  dieselbe  Ent- 
BDg  wie  der  Kreismittelpunkt  (\.  Von  dieser  Berübrungsselme  pp' 
Parabel  ausgehend,  entsprechen  allen  Berührungssehnen,  welche 
i  auf  der  Seite  der  Chordale  liegen,  Kllii)seyh  deren  Mittelpunkte  m 
Zentrallinie  vom  unendlich  fernen  Punkte  bis  zum  Halbiemnga- 
Bte  w  von  Ojfjj  ei*fiillen,  und  zwar  jenen  Teil  der  Zentrallinie, 
liier  nicht  die  Ahnlichkeitspunkte  enthält  (demnach  ist  auch  der 
filpunkt  des  gröfseren  der  gegebenen  Kreise  Mittelpunkt  einer  solchen 
l«e,  welche  zur  Nebenachse  den  Kreisdui'chmesser  besitzt). 
il)en  Berührungssehnen  zwischen  pp'  und  der  Chordale  entsprechen 
frbdn  und  zwar:  den  Berührungssehnen  zwischen  den  Berühmngs- 
tken  pp'  der  Parabel  und  den  Berührungspunkten  der  äulseren  ge- 
iamen  Kreistangenten  entsprechen  Hyperbeln,  deren  Mittelpunkte 
entrallinie  vom  imendlich  fernen  Punkte  bis  zum  äufseren  Ahnlich- 
lonkt  s'  erfüllen;  —  den  Berübruugasehncn  zwischen  den  Be- 
mgspuiikten  der  äufseren  und  inneren  gemeinsamen  Kreistangenten 
ireehen  Hyiierbeln,  deren  Hauptachse  normal  zur  Zentrallinie  ist 
dieselbe  zwischen  dem  äufseren  und  inneren  Ahnlichkeitspunkte 
Brennpunkte  sind  die  Schnittpunkte  der  Hauptachse  mit  dem  Ahn- 
ntskreis.    Für  den  äulseren  imd  inneren  Ahnlichkeitspunkt  s  und  a'' 


1)  Ge«.  Werke  11,  451,  467  u.  fl"      Steiner  leitet  sie  aus  den  verschiedenen 
der  konstanten  Summe  oder  Differenz  I  der  Kreistangenten  aller  Kurven- 
ie  »b;    sie  erf^eben   «ich    auch   leicht   aus    dem   crwäbnten  Zusammenhange 
Brennpmikten  und  BeriihrungBpunkten, 


ScaüiiiLKK : 


als  Kiirvenmittelpunkt  zerfällt  der  Kegulschuitt  in  das  Geradenpaai  -^fli 
Bufaeren  reap.  inueren  Kreistangenten.  —  Den  Berühningsselmen  zwi9cfc»€n 
den  Berüliruugapunkten  der  Irmereu  Tanf^enteii  und  der  Ctiordale  ^:r7^ 
Bpreehen  Hyperbeln,  deren  Mittelpunkte  die  Zentrallinie  (welche  Hau  j>^ 
achse  ist)  vom  inneren  Ähiilichkeitspuukte  bis  zur  Chordale  duicliknzFeii 
—  den  Berüliriingssebiien,  welche  mit  iT,  auf  der  entgegengesetetej 
Seite  der  Chordale  liegen,  entsprechen  imaginäre  doppelt  berührend« 
Kegelschnitte,  deren  Mittelpunkte  zwischen  der  Chordale  und  dem  HäI- 
bienmgspnnkt  w  von  o^o^  liegen. 

Bei  den  anderen  Lagen  der  gegebenen  Kreise,  in  denen  nur  zwtj 
oder  keine  reellen  gemeinsamen  Kreistaugenten  möglich  sind,  werden 
diese  Beziehimgen  kleine  Verändeningen  erleiden,  indem  gewisse  Gruppen 
von  Kegelschnitten  ausfallen.  Eine  neu  hinzukommende  Gruppe  ist  hff- 
vorzuhehen^  nämlich  jene  Ellipsen,  deren  Nebenachse  die  Zentralhnie  ist, 
und  deren  Brennpunkte  auf  jenem  Teile  des  Ahnlichkeitskreisee  liegea, 
welcher  innerhalb  der  beiden  Kreise  KiK„  sich  befindet.  Für  einen 
innerhalb  K^K^  liegenden  Ahnlichkeitspunkt  .s  als  Kurvenmittelpunki 
fallen  auch  die  Brennpunkte  in  den  Punkt  s;  die  EUipee  reduziert  »icb 
auf  diesen  Punkt  s  (oder  der  Kegelschnitt  degeneriert  in  ein  imagi- 
näres Geradenjiaar,  das  sich  in  s  schneidet). 

Wenn  einer  der  gegebenen  Kreise  Ä,  den  Radius  Nnll  hat,  so 
ist  sein  Mittelpimkt  öj  ein  Brennpunkt,  weil  dann  beide  Ahniichkeitl^ 
punkte  in  o^  zusammenfallen-  Da  vorausgesetzt  wurde,  dals  die  Kreis- 
mittelpunkte  aul"  derselben  Achse  liegen,  so  ist  die  Zentrale  Hauptaclisi' 
Die  Kurve  wird  wie  im  allgemeinen  Falle  aus  einem  Berührungspunkt« 
oder  dem  Knrvenmittelpunkte  oder  dem  zweiten  Brennpunkte  oder  def 
konstanten  Summe  oder  Differenz  der  Tangenten  (resp.  halben  ktnesten 
Sehnen)  bestimmt.  —  Statt  des  Berührungspunktes  von  K^  kann  auch 
die  zum  Kreise  K^  mit  dem  Radius  Null  gehörige  BerühnmgsMhi* 
gegeben  sein;  es  ist  die  Polare  des  Brennpunktes  Oj  der  Kurve  ('ii'' 
Leitlinie).  Die  Berührungssehne  für  Ä'^  ist  symmetrisch  bezüglich  J«*^ 
Chordale,  welche  (be  Tangenten  von  o,  an  K^  halbiert,  dadurch  ist  die 
Aufgabe  auf  eine  bekannte  zurückgeführt. 

Wenn  statt  eines  Kreises,  nur  der  Mittelpimkt  Oj  und  tlie  zugohön|J[P 
BeriibrungBsehne  P^  gegeben  sind,  so  llilst  sich  cbese  Aufgabe  auch  ««^ 
die  erörterten  zurückführen:  Ist  der  Berührungspunkt  p,  von  JTi  ^ 
geben,  so  bestimmt  sich  der  auf  P^  liegende  Berülmingspunkt  p^  »«» 
oj9,  =  aj/)j.  —  Ist  der  Kurvenmittelimnkt  m  gegeben,  so  giebt  iler 
Satz,  dafs  sich  ein  Kurven durchmesaer  und  die  zu  m  konjugiert«  N*''' 
male  durch  o^  auf  der  zugehörigen  Sehne  F^  schneiden,  behehig  viele 
Paare   konjugierter   Durchmesser,    welche  auf  Grund   desselben    Satzes 


KreiRC,  welche  Kegelschnitte  doppelt  lienihren. 


23 


wr  Bestimmung  der  Beriihrungssehne  von  K^  verwendet  werden  können. 
—  X  st  ein  Brennpunkt  /"  gegeben,  so  gehört  zum  Halbierungspunkte  n 
Foa  fo^  als  BerüliningsBeline  M  die  Chordale  von  /*  und  K^  d.  h. 
die  <}erade,  welche  die  Tangenten  von  /'  an  K^  halliiert.  Daraus  lafst 
jicfci.  Pj  bestimmen,  da  die  Entfernungen  von  F^M  und  der  gesuchten 
^1      'proportional  sind  den  Entfernungen  von  o^^  und  o^. 

Im  folgenden  seien  anlser   den  beiden   Kreisen  K^K^  andere  Be- 
8*i*ÄÄnivmg8stflcke  des  doppolt  berührenden  Kegelseh  ni tt-es  gegeben. 

!.  Ein  Kurvenpunht  q   ist  t/egchen.^)     Der  Punkt  q  raufs   entweder 

uux^&rhalb   oder  aufserhalb   beider   Kreise  liegen;   im   ersteren   Falle  ist 

di^      gesuchte  Kurve  eine  Ellipse,  deren  Nebenachse  mit  der  Zentrale  der 

Kr^^iae  zusammenfällt.  —  Die  Tangeuten  von  q  an  die  beiden  Kreise 

K^  -B^  (resp.  die  kürzesten  Seimen  durch  q)  haben  eine  Summe  l  und 

W'flF;erenz  X;  jeder  dieser  Grölsen  entspricht  je  ein  doppelt  berührender 

Kegelschnitt.    Die  Berührungspunkte  desselben  mit  Ä'j  oder  K^  ergeben 

Bicla.  ans  l  resp.  X;  so   liegen  z.  B.  die  Beriihnmgspunkte  von  K^   auf 

«iixem    KU  Ä",   konzentrischen    Kreise    mit   dem  Radius    "j/i^  4- 1*   (resp. 

V^J-}- A*),  wenn  q  aufserhalb  beider  Kreise  liegt,  und  mit  dem  Radius 

y  »"5  —  /*   (resp.  |/rj  —  A*),    wenn   q  innerhalb   derselben   liegt,  —  Ist  q 

kl€  der  Chordale   C  der  beiden   Kreise   gegeben,    so    vereinfacht    sich 

di^    Losung,  da  der  in  q  berührende  Kreis  den  Mittelpunkt  ra  hat  und 

daVier  gegeben  ist;  seine  Chordalen  mit  K^  und  K^  liegen  in  der  Mitte 

nwTjchen  den  gesuchten  Berührungsseimen  und  der  Geraden  C. 

Ist  q  auf  dem  Ahnlichkeitskreise  von  Ä^jA'»  gegeben,  so  enthalten 
die  Tangejiten  der  beiden  durch  q  gehenden  Kegelschnitte  den  inneren 
and  äufseren  Ahnlichkeitspunkt  von  Ä',  K.^.  —  Die  beiden  durch  q 
il«?beuden  Kegelschnitte  haben  aufser  q  noch  drei  Punkte  ^i?,^,  gemein, 
deiche  auf  dem  Kreise  durch  q  mit  dem  Mittelpunkte  o  liegen;  sie 
Ilaben  von  der  Chordale  C  dieselben  Abstände  wie  q.*)  (Zwei  dieser 
"'**Ütte  können  auch  imaginär  sein).     Dies  läfst  sich   auch  anders  aus- 

1)  Steiner  behandelt  den  aU^meinen  FaD,  dafB  ein  Kegrelsciinltt  jaucht  wird, 
^«icber  zwei  gej^ebene  Kepelschoittc  doppelt  beriihrt  und  durch  einen  ffegebenen 
'^»inkt  geht  (Ges.  Werke  11,  480);  vergl.  ancb  Niemtechik  (69,  und  71.  Bd  der 
^^^«Uögtber.  d.  Akatl.  d,  Wis«.). 

?)  Sind  die  Punkt«  q^q^q^  reell,  ho  ercnebt  Hieb  folg«*udp  projfktiviftciie  Be- 
^**iaimg  des  Kegel»chnittea:  Die  \Vech8elßeim*>  qq^  wird  von  Ky  und  dem  ge- 
^^'^ten  kegekcbnitt«  C\  in  I^inktepaaren  einer  Involution  geschnitten,  von  deren 
^*Ppelpun)tt4?n  einer  dnrch  dii-  Rerührunguuebne  von  A^,  und  (7,  aoageachnitfcen  wird. 
f^'^t  man  daher  das  Punktei>aar  xx\  welche«  zu  qq^^  und  d«m  Kreise  K^  gleichzeitig 
^•noomflch  konjugiert  iat,  «o  giebt  die  Nonnale  zur  Zentrale  durch  x  oder  x'  eine 
'^•Ochtc  Berübrungsfiehne  von  K^ ;  man  erhillt  also  zwei  Kegelschnitte.  (Natürlich 
^"^  K^  in  dentelben  Wei^e  benutzt  werden  und  Uefert  dieselben  Resultate.) 
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ßprechen :  Je  zwei  Kegelsclmitte,  welche  zwei  gegebene  Kreise  symmetrisch 
zur  gleichen  Achse  berühren,  schneiden  sich  in  4  Punkten,  welche  vom 
Hftlbieruiigspunkte  to  der  Kreismittelpunkte  gleiche  Entfernung  haben.') 
Da  man  zu  diesen  Kegelaclmitten  auch  ein  gemeinsames  (inneres  oder 
äufserea)  Tangentenpaar  zählen  raufs^  ist  darin  der  früher  abgeleitete 
Satz  enthalten:  „to  liegt  auf  der  Synimetrale  der  durch  eine  gemein- 
same  Kreistangente  auflgescluiittenen  Kurvensehne". 

Wenn  statt  eines  Kreises  K^  ein  Brennpunkt  /'  gegeben  ist,  tritt 
nur  an  Stelle  der  einen  Kreistangente  aus  q^  die  Entfernung  des  Punkt« 
q  von  f.  Auch  die  Bestimmung  der  noch  mitgegebenen  Punkte  9,g,'j(3 
bleibt  dieselbe,  weil  die  Gerade,  welche  die  Tangenten  von  f  an  dcai 
Kreis  K^  halbiert,  die  Stelle  der  Chordale  C  vertritt,  und  (o  die  Strecke 
öl/'  halbiert. 

Diese  3  weiteren  Kurvenpunkte  qiq^q^  lassen  sich  auch  bestimmen, 
wenn  statt  der  beiden  Kreise  nur  die  Mittelpunkte  o^o^  und  die  zu- 
gehörigen Berührungssehneu  P^  P^  gegeben  sind,  weil  die  Chordale  ^ 
mitten  zwischen  P^  und  P,^  liegt.  Zur  Bestimmung  des  Kegelschnitteä 
sucht  man  den  in  q  berührenden  Kreis;  sein  Mittelpunkt  :r  teilt  die 
Strecke  o^o^  im  gleichen  Verhältnisse  wie  q  die  Entfernung  der  Be- 
rührungs sehnen  x^sr-^})  Auch  der  Mittelpunkt  m  der  Kun^e  läist  sich 
direkt  bestimmen,  da  »wo^ :  wijrj  ^  wö^ :  mff,  ist;  m  mufs  daher  die 
Strecken  o^x^  und  o^x^  im  gleichen  Verhältnisse  teilen');  mp  ist  dann 

1)  Da  sich  für  zwei  Kegelschnitte  C\  (7„  deren  eine  Achse  in  dieselbe  Gert<!e 
G  fiÜlt,  immer  zwei  Kreige  bestimmen  lassen,  welche  gleichseitig  C,  und  C^ 
doppelt  berühren,  ist  die  Bestimmung  der  4  Schnittpunkte  zweier  solcher  KegA^ 
Bcbnitte  C,  und  C,  ermöglicht:  Wie  man  eo,  den  Mittelpunkt  des  Kreise«  K,  »af 
welchem  die  4  Schnittpunkte  liegen,  findet,  sowie  die  Gerade  C,  auf  welcher  die 
Halbierungspunkte  der  4  Wcchselsehnen  dieser  Schnittpunkte  liegen,  wurde  gw«g* 
(D.  Aufgabe  5).  Alle  Kegelachnitte  durch  die  gesuchten  4  Punkte  bestimmen  vai^ 
eine  Involution,  welche  durch  die  beiden  Schnittpunktepaare  von  C,  und  C,  gegel»^» 
ist:  Das  Punktepaar  dieser  Involution,  welches  »  zum  Halbieningspunkte  hat,  ü^^ 
auf  dem  Kreise  Ä  durch  die  4  gesuchten  Punkte,  —  Das  Punktepaar  der  Invo- 
lution, welches  durch  C  halbiert  wird,  liegt  auf  den  zu  G  normalen  Sehnen  S^  ^ 
der  gesuchten  Punkte  —  Die  Doppelpunkte  der  Involution  e,  und  f,  liegen  M*^ 
den  Wochselsehnen  der  geancbten  Punkte;  diese  Wechselsehnen  sind  besÖnunHa''« 
da  sie  durch  die  Schnittpunkte  von  C  mit  den  Kreisen  über  c,  m  und  e,«  geh«»- 
(Vergl,  Niemtschik,  59.  Bd.  d.  SitÄungsber.  d.  Akad.  d.  Wiss.  1869.) 

2)  Oder  mit  Benutzung  der  Punkte  q^  q^  q^ :  Auf  einer  Wechseleehne  q^  ■•* 
durch  qq^  und  den  Schnitt  mit  P,  als  Doppelpunkt  eine  Involution  bestinui»*^ 
welcher  auch  die  Schnittpunkte  von  K^  angehören ;  da  diese  vom  FuTsponkte  d*" 
Normale  aus  o,  auf  qq^  gleich  entfernt  sind,  können  sie  bestimmt  werden. 

3)  Man  zeichnet  über  o,  ir,  und  o,7r,  ähnliche  Dreiecke;  auf  der  Verbindung*' 
linie  der  dritten  Ecken  liegt  m.  Oder  zwei  Parallele  durch  o,  und  o^  «chnci*!*** 
I\  und  I\  in  Punkten  eines  Durchmessers. 


über  Kreise,  welche  Kegebclmitte  doppelt  berühren. 


Durchmesser   der  Kurve  und  schneidet   P^  und  P^  in   Punkten  a^ 

«,,  Bo  dals  Ojttj   und  o,«,   parallel    sind  und   normal  zur  Richtung 
kTangente  in  p.     (Diese  Aufgabe  ist  eindeutig). 

Ist  ein  Beröhrungskreis  K,  ein  Kurvenpunkt  q  und  der  Mittelpunkt 
der  Kurve  gegeben,  so  läfat  sich  dies  auf  den  betrachteten  Fall  zurück- 
hren,   weil   auch  der  xu  K  bezüglich  m  symmetrische  Kreis  ein  Be- 
hrongskreis  der  gesuchten  Kurve  sein  mufs. 
P  2.  Sitte  Kurvenfanffente  T  ist  gajvhrn. 

Man  sucht  den  Berührungspunkt  x\  er  hat  die  Eigenschaft,  daTs 
iTser  ihm  auf  T  kein  Punkt  existiert,  dessen  Tangenten  oder  kürzeste 
ahnen  an  die  beiden  Kreise  dieselbe  Summe  oder  Differenz  besitzen, 
achdem  die  Kreismittelpunkte  auf  derselben  Achse  liegen  sollen,  mufs 

rit  beiden  Kreisen  reelle  oder  imaginäre  Punkte  gemein  haben. 
a)  T  schneidet  keinen  der  beiden  Ki'eise  K^  K^,  Fällt  man  (Fig.  24) 
)n  Oj  auf  T  eine  Normale  nach  n^  und  trägt  von  Hj  auf  der  Nor- 
male die  Länge  der  Tangente  an  K^  nach  beiden  Seiten  auf:  n^d^ 
■  n,<i,  =  ^,  so  ist  die  Länge  jeder  Tangente  von  einem  Punkte  x  der 
eraden   T  an   K^   gleich   xd^    oder  xd^j    wegen    tl  =  xo\  —  ^  =  ^wj 

fco\  —  f\  =  xn\ '\-  t\  =  i'rfj.  Ebenso  bestimmt  man  für  K^  den 
:t  rf,.  Die  Summe  oder  die  Differenz  l  der  Tangenten  von  den 
linkten  x  der  Geraden  T  an  A'j  und  K^  ist  daher  gleich  xd^  ±  xd^'^ 
an  ist  X  80  auf  T  zu  bestimmen,  dafs  es  keinen  anderen  Pimkt  auf 
giebt,  dessen  Entfernungen  von  d^  und  d^  dieselbe  Summe  oder 
Differenz  besitzen;  d.  h.  es  ist  der  Berührungspunkt  desjenigen  Kegel- 
dmittes  mit  T  zu  finden,  welcher  d^  und  d^  oder  rf,  und  r/j  zu  Brenn- 
'Uikten  hat-  Der  gesuchte  Berührungspunkt  x  liegt  auf  d^d^  resp. 
i<i|.  Die  Zentrale  der  Kreise  ist  Hauptachse  der  Kurve.  Die  Schnitt- 
'^nkte  ajÄg  der  Berührungssehnen  mit  T  liegen  auf  den  Kreispolaren 
Oll  jc,  oder  können  aus  der  Beziehung  xd[€i^  =  90**  =  xd^a^  bestimmt 
'erden.») 

b)  T  schneidet  die  beiden  Kreise  K^K^.  Bestimmt  man  jene 
•«»den  Kreise  Xj»,,  welche  die  Schnittsehnen  von  T  mit  K^K^  zu 
■'Orchmessem  haben,  so  sind  die  Tangenten  oder  kürzesten  Sehnen  eines 
^^liebigen  Punktes  von  T  an  Ä',  imd  Xj ,  resp.  K.»  und  Xj  gleich.  Alle 
^Igelschnitte,  welche  x,  und  Xj  doppelt  berühren,  schneiden  T  in  zwei 
*^ten;   wir  suchen  jene,   für    welche  die  beiden  Schnittpunkte  zu- 

p. . . ... .. .  .„ ........ .,  ^  .„ 

V  *)  Sei  (Fig-  2^)  "  «1er  Pol  von  1\  alao  xo,  '  n^a,,  so  iat  Aa, tt,5r  oj  Ao,«,x 
'W  daher  », «,  m,x  =  n,  n  n^o^  =^  i\  =  n^d\^  daher  liegen  u^xd^  in  einem 
hbetse. 
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nur  eintreten,  wenn  auf  T  ein  Doppelpunkt  der  Kurve  liegt,  d.  li.  der 
Kegelschnitt  in  ein  Geradenpaiir  zeriallt,  dessen  Scbnittpunkt  auf  jT 
liegt.  Der  innere  und  äuleere  Äknliclikeitspunkt  von  x,  und  x,  sintl 
die  geauchten  Beriiliruiigspunkte  von  T, 

Dieselben  sind  immer  reell,  auch  wenn  das  Geradenpaar  imaginär 
ist.  —  Die  Zentrale  der  gegebenen  Kreise  ist  Nebenachse  der  gesuchten 
Kurve. 

Hat  einer  der  gegebenen  Kreise  den  Radius  Null,  ist  also  ein 
Bronnpunkt,  ao  ist  die  Lösung  analog.  Da  bier  die  Zentrale  eine» 
Brennpunkt  enthält,  also  Hauptachse  sein  mul's,  erhält  man  nur  Lösungtu, 
v?enn  T  den  gegebenen  Kreis  nicht  schneidet 

Für  einen  Kegelschnitt,   welcher   T  zur  Tangeute   bat  und  K^K.^ 
doppelt    berührt,    lassen    sich    noch   3   andere   Tangenten    T^T^T^  he- 
stimmen:  Bringt  man  T  und  die  zur  Zentrale  symmetrische  Tangeute 
7\   mit  dem  Ähulichkeitskreiae   von  KiK^  zum  Schnitt,   so  sind  die 
nicht    zur    Zentrale    normalen  Verbindungslinien    der   4   Schnittpunkte 
auch  Tangeuten   desselben  Kegelschnittes.')     Da  es  nun  bei  gegebener 
Kurventangente    zwei    K^K^    doppelt   berührende    Kegelschnitte   giebl, 
iälst  sich  dies  auch  so  aussprechen:  Je  zwei  Kegelschnitte,  welche  stwei 
Kreise  (symmetrisch  zur  Zentrale)  doppelt  berühren,   haben  4  gemein- 
same Tangenten,   deren   Schnittpunkte  auf  dem  Ahnlichkeitskrei»  fU^- 
K^K^  liegen.*) 

1)  Daraus  ergiebt  sich  eine  projektivüche  Lösung  der  Au%abe:  Alle  Kcigel- 
schnitte,  welche  2  Gerade  ff,  ö,  in  denaelhen  Punkt«!  berühren,  bilden  eine  Scksrr 
die  Tangeateß  an  dieselben  von  einem  behebigen  Punkte  x  bilden  eine  htTolntioflit 
von  welcher  ein  Doppelatrabl  nach  dem  Schnittpunkte  von  <5,  ff,  gerichtei  i**» 
Wählt  man  »Is  .c  den  Schnitt  zweier  Tangenten  auf  dem  Ähnlichkeit^kreise,  •<> 
ist  durch  diese  und  die  Tangenten  an  Jl,  die  Involution  bestimmt,  deren  DoppcJ- 
strahlen  die  Zentrale  in  2  Punkten  x^  x{  schneiden;  die  Polare  von  Xj  (oder  s^ 
bezüglich  K^  gicbt  die  gesuchte  Bernhrungsaehiie  dieae»  Kreises.  (In  j^mthef 
Weise  kann  auch  /T,  beniitzt  werden.) 

S)  Dies  giebt  ein  Mittel,  die  4  gemeinsamen  Tangenten  zweier  Ke 
Tj  (7,,  deien  eine  Achse  auf  derselben  Geraden  ff  liegt,  za  bestimmen:  Alle  Keg^- 
schnitte,  welche  4  Gerade  berühren,  bilden  eine  Schar;  die  zu  ff  normalen  Ti»- 
genten  schneiden  G  in  einer  Involution,  welche  durch  die  Schnitte  von  C,  aod  C, 
mit  G  bestimmt  ist;  durch  die  Doppelpunkte  «j«",  geben  die  zii  ff  normalea  ft»- 
gonalseiten  des  Tierseits  der  gesuchten  Tangenten;  diese  schneiden  den  ikaötk' 
keitskr.  18  K*  (der  beiden  C,  und  C,  doppelt  berührenden  Kreise),  deseeo  BesünvOf 
linlher  (LI,  Aufg.  b'\  gezeigt  wurde,  in  2  Paaren  von  Gegenecken  de«  YieneÜet  ^ 
4  Tangiinten;  das  dritte  Gegeneckenpaar  hegt  auf  ff  und  mufs  ein^veiU  nnf,<»i 
andi'erüeits  zum  Kreise  Ks  harmonisch  konjugiert  sein,  ist  daher  Imiliiiimhr  <*' 
kann   auch   zur   Konstruktion  der  Tangeuten   verwendet  werden,    weil  &  "" 
Mi tt-elp unkte   des  Kreises   K,  auf  die   geeacbten  Tangenten   geAUten  Saf*fc* 
diese  in  Punkten  tretTon,  welche  auf  der  Symmetrale  von  /•,  r,  liegen. 
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Sind  statt  der  beiden  BLreise  die  Mittelpunkte  o^o^  und  zugehörigen 
hrungssehnen  P,  Pj  gegeben,  so  ist  der  BeriÜirungspunkt  der 
jpnte  immittelbar  gegeben;  denn  die  Normale  von  ö,  auf  T  mul« 
ti  einem  Punkte  a^  des  zu  T  konjugiei-ten  DurchmesBers  treffen, 
ebenso  schneidet  die  Normale  von  o,  auf  T  die  Sehne  F^  in  einem 
tte  a,  desselben  Durchmessers;  «lO:,  schneidet  daher  Tim  gesuchten 
lirungsp unkte,  die  Zentrale  im  Mittelpunkte  des  gesuchten  Kegel- 
ittes.    (Diese  Aufgabe  ist  eindeutig.) 

Ißt  ein  Berührungakreis  K,  der  Kunremuittelpunkt  m  und  eine 
'entangeute  gegeben*),  so  läfst  sich  dies  auf  die  erörterte  Aufgjibe 
jkfuhren,  da  auch  der  zu  K  bezüglich  m  symmetrische  Ki-eis  die 
Shte  Kurve  doppelt  berühren  mufs. 

3.  Ein  dritier  dop}wlt  berährmder  Kreis  K^  int  gegeben. 

Sein  Mittelpunkt  mufs  auf  der  Zentrale  o^o^  liegen,  da  sonst  der 
tenmittelpunkt  gegeben  und  K^  nicht  mehr  willkürlich  wäre, 
leiden  sich  die  Ahnlichkeitskreise  von  K\K^K^  in  2  reellen  Punkten, 
Hd  dies  die  Brennpunkte  der  gesuchten  Kurve,  und  die  gemeinsame 
Ale  G  ist  Nebenachse.  Die  Schnittpunkte  von  fo^j  fo^y  fo^  mit 
^Kreisen  K^K^K^  liegen  auf  der  Scheiteltangente.  —  Im  andern 
<  ist  G  Hauptachse  imd  die  Brennpimkte  trennen  die  3  Ahnlich- 
kreise gleichzeitig  hannoniseh. 

Ist  statt  des  dritten  Kreises  der  Mittelpunkt  Oj,  und  die  zugehörige 
hrungssehne  Pg  gegeben,  ao  benutzt  man  C  imd  oj  zur  Bestimmung 
Körvenmittelpunktes;  zwei  parallele  Gerade  durch  Oj,  und  o 
fidan  Pj  und  C  in  Punkten  eines  Durchmessers  u.  s.  w. 
Bind  ein  Kreis  K^  und  2  Mitte Ipimkte  o^o^  mit  zugehörigen  Be- 
Imgssehnen  P,  Pj,  gegeben,  so  bestimmt  man  einerseits  wie  früher 
Kurvenmittelpunkt,  andrerseits  P, ,  welche  Gerade  Po  Pj  in  dem- 
m  Verhältnis  trennt,  wie  o^  die  Strecke  o^o^  u.  s.  w. 

4.  Das  VerhäUnis  der  Achsen  ist  gegeben.. 

Dann   ist  auch  n  :  c  resp.  b :  e  gegeben;  die  Brennpimkte  ergeben 

iauB  dem  Ähnliehkeitskreis  mit  Hilfe  der  Gleichungen  o^f  =  r^  •  - 
■Yc,r-  o,r  =  r,  i  ■ 

1  IV. 

I 

)ie  früheren  Aufgaben  lassen  sich   auch   lösen,   wenn   die  beiden 
Kreise    zusammenfallen,   d.  h.   ein  Kreis  K  und  seine    Be- 
gssehm  P  mit  der  su  sudiendeti  Kurve  gegeben  sind: 


\)  NiemtHchik    löst  diese  spezielle  Aufj^abe  durch  rSlumliche   Betrachtang 
l  Bd.  d.  Wien.  Sitzuogsber  d.  Akad.  d.  Wiäd,  IL  Abt.  Nov.  1873. 


S  Buooij>>  Schübblir: 

!■.  Ein  Kurvenpimki  q  ist  gegeben. 

Der  zu  q  gehörige  BerübningskreiB  K'  läfst  sich  eindeutig 
Btimmeii,  da  seine  Chordalo  mit  K  von  P  und  q  gleiche  EntfernuKZÄl 
hat.  Sind  die  Schnittpunkte  pp'  von  F  und  K  reell,  so  läfst  SL<iJ 
der  Kreismittelpimkt  o'  finden,  da  der  Halbierungspunkt  von  oo'  m,\^ 
der  Symmetrale  von  pq  liegt.  —  Auch  kann  man  direkt  die  TangeotJ 
T  des  Punktes  q  finden,  da  ihr  Schnittpunkt  mit  P  auf  der  Kreis« 
polare  von  q  liegt.  ^ 

Legt,   man   durch  q   eine   beliebige   Gerade   X,    so   liifst  sich  der 
zweite  Kurvenpunkt  x  auf  X  bestimmen,  weil  die  Entfernungen  al/ei- 
Kurvenpunkte  von  F  zu  ihren  Tangenten  oder  kürzesten  Sehnen  an  ET 
ein  konstantes  Verhältnis  besitzen: 

Ist  q  (Fig.  25)  innerhalb  K^  und  schneidet  X  die  Sehne  P  io  tc, 
den  Kreis  K  in  1  und  2^  so  mufs  Yql  ■  q2  :  qa  =  Yxl  -  x2'.xa  seto; 
zeichnet  man  über  12  als  Durchmesser  einen  Kreis,  so  müssen  die 
Endpunkte  der  zu  12  normalen  Sehnen  in  q  und  x  auf  einer  (xeraden 
durch  a  liegen.^)  Daraus  folgt,  dafs  zu  a  bezüglich  qx  und  bezäglicb 
12  derselbe  Punkt  ß  harmonisch  konjugiert  ist;  ß  liegt  auf  der  Kreis- 
polare von  a]  um  also  x  zu  finden,  bestimmt  man  zu  q  den  harmo- 
nisch konjugierten  Punkt  bezüglich  cc  und  der  Kreispolare  von  tc 

Wenn  q  aufserhalb  K  liegt  und  X  den  Kreis  K  schneidet,  kann 
man  q  und  X  als  Mittelpunkte  von  Kreisen  auffassen,  welche  K  nor- 
mal schneiden,  und  deren  Radien  (das  sind  die  Tangenten  von  q  im«! 
X  BJi  K)  sich  verhalten  wie  qatxa^  d.  h.  a  ist  ein  Ähnüchkeitspmikt 
dieser  Kreise;  der  zweite  Ahnlichkeitspunkt  ß  mufs  daher  (vergl.  Fig.  13) 
zu  a  bezüglich  K  harmonisch  konjugiert  sein,  d.  h.  ß  liegt  auf  der 
Kreispolare  von  a,  und  die  Kurvenpunkte  qx  werden  durch  a  und  f 
harmonisch  getrennt. 

Wenn  q  aufserhalb  K  liegt  und  X  den  Kreis  K  nicht  schneidet, 
kann  man  q  und  x  als  Mittelpimkte  von  Kreisen  auffassen,  welch* 
(Fig.  26)  durch  2  Punkte  d  und  tf  gehen,  und  deren  Radien  (das  sifid 
die  Tangenten  von  q  und  x  an  K)  sich  verhalten  wie  qcc :  xa,  d.  b.  « 
ist  ein  Ahnlichkeitspunkt  dieser  Kreise;  der  zweite  Almliehkeitspuiii^ 
ß  wird  aus  adß=90°  erhalten^  daher  liegt  ß  auf  der  KreispoU^ 
Ton  DJ.*) 

Man  erhält  in  allen  Fällen  das  gleiche  Resultat:  j:  ist  zu  5  ^' 
momach   bezüglich   des    auf  P  liegenden   Punktes   a   von  X  und  der 


1)  Niemtßchik  leitet  dieselbe  Konatruktioii  durch  raamliche  Betrachtung »*> 

2)  Vergl.  Fig.  24. 
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iHfon  a.^)  Hält  man  X  fest,  so  sind  die  Scknittpunkte  aller 
elsclmitte,  welche  K  in  denselben  Punkten  berühren,  harmonisch 
jugiert  zu  «  und  ß;  rückt  q  nach  jtJ,  so  fallt  auch  x  nach  ß,  woraus 
ler  folgt^  dala  der  Kegelschnitt  dieses  Biisehels,  welcher  X  berührt, 
pa  Berührungspunkt  in  der  Kreispolare  Ton  a  hat.*)  Diese  Be- 
btungen sind  ganz  unabhungig  davon^  ob  P  den  Kreis  K  in  reellen 
-  imaginären  Punkten  schneidet. 

Wählt  man  X  durch  den  Pol  x  von  P  (Fig.  27),  so  lallt  ß  mit 
iisammen;  dann  schneiden  sieh  die  Polaren  von  q  und  .r  auf  P  und 
r  im  Pole  y  von  g;r,  oder  die  Kegelsclinittatangenten  in  q  und  x 
leiden  sich  auf  P,  und  qxa:T  sind  harmonisch;  d.  h.  „für  jeden 
ikt  y  von  P  treffen  die  Tangenten  an  einen  ^Kegelschnitt  des 
tchels  die  Polare  von  y  in  Punkten,  welche  durch  n  und  P  har- 
lisch  getrennt  werden",  und  „für  jede  Gerade  durch  .t  ist  der  Pol 
dglich  aller  Kegelschnitte  des  Büschels  identisch  mit  dem  Pol  be- 
lieb des  Kreises  K". 

2*.  £ine  Kurventangente  T  ist  (jegeben. 

Sind  die  Tangenten  von  3r  an  JT  reell,  so  schneiden  sie  T  in 
ikten  eines  Ähnlichkeitskreises  if,;  der  gegebene  Kreisniittelpunkt  o 
I  der  zu   T  gehörige  sind  zu  K^  harmonisch  konjugiert  u.  s.  w. 

In  jedem  Falle  ist  es  aber  einfacher,  zuerst  den  Berührungspunkt  t 

T  als  harmonisch  konjugiert  zu  P  bezüglich  K  zu  bestimmen^), 
nus  sich  dann  die  Brennpunkte  konstruieren  lassen. 

1)  Liegt  q  insbeHondere  auf  der  Verbindungslinie  von  o  mit  dem  Pole  n  der 
iden  P,  ist  also  eio  Scheitel  der  jjeauchten  Kurve,  so  isfc  der  zweite  Scheitel 
■Dnisch  konjugiert  zu  q  b<'K»iglich  P  und  -n. 

%)  Dafs  der  Berührungspunkt  ß  auf  <Jer  Polare  von  et  liegt,  kann  man  auch 
ikt  ans  obigen  Betrachtungen  ableiten:  Nach  Fig.  26  erhillt  man  die  Schnitt- 
kte  eines  beliebigen  KegelschnitteH  des  Büschels  mit  X,  wenn  man  durch  oe 
t  Gerade  aieht,  aie  mit  dem  Kreiße  üUer  l'i  zum  Schnitt  bringt  und  durch 
le  Schnittpunkte  die  Normalen  auf  X  fällt.  Soll  X  Tangente  einer  Kurve 
den,  also  die  beiden  Scknittpunkte  von  X  mit  der  Kur\'e  zusammenfallen,  bo 
Hl  dieser  Berührungspunkt  auf  der  BerührungHsehne  der  Tangenten  auB  o  an 

Kreis  über  12  Hegen. 

Nach  Fig.  *2ti  liegen  die  Schnittpunkte  eines  beliebigen  Kegelschnittes  de« 
ichela  mit  X  auf  Kreisen,  welche  ihre  Mittelpunkte  auf  ad  haben  und  ad  har- 
liich  trennen;  soll  X  Tangente  einer  Kurve  sein,  so  mufs  der  erwähnte  Kreis 
berühren;  daher  liegt  der  Berührungspunkt  auf  der  Normale  durch  d  zn  ad. 

Nebenbei  ist  dies  der  bekannte  Satz:  Alle  Kegelschnitte,  welche  zwei  Gerade 
deatielbeo  Punkten   berühren,   schneiden  jede  Gerade  X  in  einer  Involution; 

Doppelpunkt  liegt  auf  der  gemeinaauien  Berühningssehne;  im  anderen  wird 
'OB  einem  Kegel tichnitte  des  Büschels  berührt. 

8)  Schneidet  Tdie  Tangenten  von  p  und  p'  in  den  Punkten  «  und  o',  so  liegt  t 
b  auf  der  Verbindungslinie  von  sr  mit  dem  Schnittpunkt  von  ap*  und  a'p. 
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BtTPOLy   ScHfBSI.K&: 


Auch  kann  man  weitere  Tangenten  der  Kurve  finden: 

Man  suclit  zuerst  (Fig.  28)  auf  einer  beliebigen  Geraden  X  durela 
den  zweiten  Kurvenpunkt  ^j  als  harmonisch  konjugiert  bezüglich  a  und 
seiner  Polare  A.     Sowie  die  Tangente  in  t  durch   den  Pol  y  von   ar/ 
geht,  enthält  die  Tangente   in  t^   den  Pol  y^   von  ä^,;  nun  sind  it/ 
und  jtti  und  daher')  auch  deren  Pole  y  und  y'  harmonisch  konjugiert 
zu   u  und  Ä.     Die  beiden   Kurventangenten  yf  und  y^t^   müsseü  sieb 
demnach    in    einem   Punkte    x   der   Geraden  A   schneiden,    welche  die 
zu  €C  bezüglich   der  Punktepaare  yy^   und  /^,   harmonisch  konjugiertän 
Punkte   enthält^   d.  h.    die   durch   einen    beliebigen  Punkt  x  gehenden 
Tangenten  eines  doppelt  berührenden  Kegelschnittes  C^  werden  durch 
die  Verbindungslinie  j-jc  und   den   Schnitt  a   der  Polare  X  von  i  be- 
züglich C^  mit  F  harmonisch  getrennt.    Da  nun  «  der  Kreispol  von  xj, 
also  unabhängig  von  tg  ist,  erhält  man  die  beiden  Sätze: 

Die  Polaren  eines  beliebigen  Punktes  x  (d.  i.  die  Berührungssehn«n 
der  Tangeilten  aus  c)  bezüglich  aller  den  Kreis  K  in  denselben 
2  Punkten  berührenden  Kegelschnitte  schneiden  sieh  in  einem  Punkte  et 
der  gemeinsamen  Berührungsaehne;  a  liegt  aach  auf  der  Kreispolare 
von  X.  —  Die  Tangenten  paare  aus  r  an  alle  den  Kreis  K  in  denselben 
2  Punkten  pp'  berührenden  Kegelschnitte  werden  durch  die  Geraden  jsr 
und  xa  harmonisch  getrennt;  dabei  ist  jt  der  Pol  von  ^tj/  und  tt  der 
Pol  von  X7C  bezüglich  K'^  xa  ist  daher  die  Tangente  des  durch  ^ 
gehenden  Kegelschnittes  der  Schar. 

Wenn  x  auiserhalb  K  liegt,  werden  auch  die  Tangenten  an  A' 
durch  XIX  und  xa  harmonisch  getrennt;  wenn  x  innerhalb  A'  liegtr 
schneidet  jedes  Tangentenpaai'  eines  Kegelschnittes  den  Kreis  K  in  de» 
Eckpunkten  eines  Viereckes,  dessen  Gegenseiten  sich  entweder  in  ^ 
oder  auf  xn  schneiden.  Diese  Betrachtungen  gelten  unabhängig  davon, 
oh  p  und  p'  reell  oder  imaginär  sind. 

Es  ist  demnach  möglich,  durch  jeden  Punkt  x  der  gegebenen 
Tangente  T  die  zweite  Kurve ntangente  T^  zu  konstruieren;  ist  j  in*- 
besondere  der  Schnittpunkt  von  T  mit  1\  so  mufs  1\  und  T  hanno- 
nisch  konjugiert  sein  zu  P  und  7t, 

3*.  Ein  doppelt  herühremler  Kreis  K'  ist  gegebeyi. 

Nachdem   dann  zwei  Kreise  K  und  IC  und  die  Beruh  rungssotne 
P  von  K  gegeben  sind,  ist  dies  ein  schon  behandelter  Fall 

4*.  Das  VcrhüUms  der  Achsert  ist  gegeben. 

Dann  kennt  man  auch  a  :  e  und  h  :  e.     Liegt  o  auf  der  NebenBck^ 

1)  Wenn  man  zu  jedem  der  4  harmonischen  Strahlen  stf,  7tt^^  nttyA  1)«*^' 
lieh  des  Kreises  A'  den  harmoüiseb  konju^erten  Strahl  konstruiert,  erhält  Vi^ 
wieder  eine  harmonische  Gruppe:  sry,  jty, ,  A^  na. 
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isuchtcn  Kurve ^  so  enthält  der  Kreis  über  oz  die  Breimpuiikte, 

lese  haben  von  o  die  Entfernung  of  =  r  ■    ;  daraus  können  sie 

bestimmt  werden.  —  Liegt  o  auf  der  Hauptachse  der  gesuchten 
i,  80  ist  die  Lange  der  Tangenten  oder  halben  kürzesten  Sehne 

an  den  Brennkreis  hestirarabar:  X  =  Yof-  of^  =  r  •     -  der  Brenn- 

sehneidet  daher  deu  zu  A"  kouÄentrischen  lu-eis  Kx  mit  dem 
BS  A  normal  oder  nach  einem  Durehmesser,  und  da  er  auch  den 
I  Ä  über  o:r  normal  schneidet,  ist  er  eindeutig  bestimmt.*) 
Auch  können  die  Schnittpunkte  der  gesuchten  Kurve  mit  einer 
»gen  Geraden  X  direkt  mit  Hilfe  des  Satzes  konstruiert  werden, 
lör  alle  Kurvcupunkte  das  VerhilUnts  von  l  (der  Länge  ihrer 
mten  oder  halben  kürzestcJi  Sehnen  an  A")  zu  ihrer  Entfernung 
ier  Berührimgssehne  F  konstant  ist,  und  zwar  e  :  a  oder  c :  b,  je 
der  Mittelpunkt  von  A'  auf  der  Haupt-  oder  Nebenachse  liegt. 
man  auf  einer  Geraden  X  die  Kurvenpunkte,  so  ist  das  Ver- 
von  l  zu  ihrer  Entfernung  von  cc,  dem  Schnittpunkte  der  Ge- 
il X  und  P,  gegeben;  es  sei  i. 

enn   die    gesuchten  Kurvenpunkte   innerhalb  K  liegen,  mufs  X 
is  K  schneiden;  dann  errichtt't  man  (Fig.  25)  über  den  Schnitt- 
ig 2  einen  Kreis  Ä  und  legt  durch  a  eine  Gerade  (?,  so  dai's 
i  ist.     G  schneidet  den  Kreis  i^l  in  zwei  Punkten ,   welche  auf 
jiziert  die  gesuchten  Kurvenpunkte  (x  und  q)  geben. 
enn  die  gesuchten  Kun'enpunkte  aufserhalb  K  liegen,   so  kami 
[sie    als    Mittelpunkte    von    Kreisen    auffassen,    welche   A'   normal 
liden  imd  a  sowie  den   auf  der  Polaro  von  a  gelegenen  Punkt  ß 
fmlichkeitspunkten  haben.     Alle  Kreise  mit  Mittelpunkten  auf  X, 

tK  normal  schneiden,  haben  (Fig.  26)  die  Normale  D  von  o  auf 
gemeinsamen   Chordale,    hIho    auch    die    gesuchten   Ki-eise    und 
i  ÄJmlichkeitskreis  K,  über  ajS.     Legt   man   durch  a  eine  Gerade 
p  dal'e  »in  <p  =  £  ist,    so  mufs  G  von  den  gesuchten  Kreisen  be- 
I  werden;  bringt  man  demnach  G  zum  Schnitt  mit  D  in  d,  so  sind 
ingen  der  Tangenten  von  Ö  an  die  gesuchten  Kreise  und  den  ge- 
in  Kt  gleich,    so    dals   man  die  Berührungspunkte  derselben  mit 
daraus   ihre  MitU'lpunkte    auf  X   linden  kann,    welche  die  ge- 
en  Kurvenpunkte  (q  und  x)  darstellen. 


I  Im  erateren  Falle  liegt  der  Mittelpunkt  des  Breankreises  aiif  dw  Chordale 
äden  Kreise  X^  und  St;  im  zweiten  Falle  verbindet  man  die  Endpuakte  des 
oormaleu  Durchmeaser»  vou  Ä'^  mit  o  und  7t  \  die  Halbienmgastrahlen  dieser 
Udongälimen  enthalten  die  Brennpunkte. 
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Diese  Konstruktion  ist  unabhängig  davon,  ob  X  den  Kreis  K  schneidet 
oder  nicht-,  sie  ist  aber  uumöglicli',  wenn  f  >  1  ist;  darum  sei  noch 
eine  Konstruktii>n  angegeben,  welche  in  jedem  Falle  durchführbar  ist: 
Wenn  X  den  Kreis  K  nicht  scbneidet  (Fig.  2&)j  liegen  die  gesuchten 
Kurvenpunkte  auf  dem  Kreise,  dessen  Punkte  von  d  und  «  Entfemuii- 
gen  besitzen,  die  in  dem  gegebenen  Verhältnisse  t  stehen.  ^  Wenn 
X  den  Kreis  A'  schneidet,  kann  mau  ebenso  den  Satz  benutzen,  dab 
der  Ort  alier  Punkte,  deren  Tangenten  an  einen  Kreis  K  za  ihrea 
Entfernungen  von  eijieni  Punkte  «  in  einem  constanten  VerbSltniBse  i 
stehen,  ein  Kreis  ist.  Will  man  davon  keinen  Gebrauch  machen,  *) 
konstruiert  man  über  den  Schnittpunkten  1^  von  X  mit  K  einen 
Kreis  K^^  und  errichtet  im  Schnittpunkte  «  von  X  mit  P  eine  Nor- 
male Ä  auf  X;  die  gesuchten  Kurvenpunkte  auf  X  sind  dann  die 
Scheitel  eines  Kegelschnittes  C^  welcher  den  Kreis  K^^  so  doppelt  be- 
rührt, dafö  A  die  gemeinsame  Berührungs sehne  ist;  aufserdem  ist  für 
diesen  Kegelschnitt  C  noch  das  Verhältnis  der  Achsen  gegeben,  da  t  (Iää 
Verhältnis  einer  Halbachse  zur  Exzentrizität  dieses  Kegelschnittes  Cist 
Daher  kann  man,  wie  oben,  den  Mittelpunkt  von  C  und  daraus  die 
Scheitel  finden. 

Geht  die  Gerade  X  durch  einen  Beriihrmigspunkt  p  der  gesuchten 
Kurve  mit  K,  so  läfst  sich  der  zweite  aul  X  liegende  Kurvenpunkt  J 
aus  dem   bekannten  Verhältnisse  Yxp  •  xq  :  xp  =  s   finden,    wo  q  di?r 
zweite    Schnittpunkt    von    X  mit  K   ist.      Denn   es    ist   rq :  xp  =  *^ 
dieser  Gleichung  entsprechen  zwei  Punkte  x^a\,  welche  pq  harmonisch 
trennen.     Der   innerhalb   pq    liegende    Punkt  ir,    wird   analog   wie  in 
Fig.  25  gefunden:  Eine  Gerade  G  durch  p,  welche  mit  X  den  Wink» 
(jp  (tg  9  ==  b)  einschlielst,  schneidet  den  Kreis  über  pq  in  einem  Ponkte^ 
welcher,  auf  X  projiziert,   den  gesuchten  Punkt  j\  liefert;   Xj  ergieW 
sich  auB  dem  harmonischen  Verhältnisse.     Da  alle  Kurvenpunkte  ea*' 
weder  innerlialb  oder  aufserhalb  von  K  liegen,  wird  jeder  Aufgabe  n«*^ 
einer  dieser  Punkte  j^j  oder  j-,  genügen. 


Auch  eine  Beihe  anderer  Kegelschnittskonstruktionen  lassen  a*-^ 
auf  Grund  der  entwickelten  Beziehungen  durchführen: 

1.   Gegeben  siml  ein  d&jipelt  beriihraider  Krei^  K  mit  Bcrührur> 
punki  jj,  srnrie  zwei  Kurcenpunkie  ^t^öj. 

Der  auf  der  Geraden  a^a^  liegende  Punkt  y  der  Beruh rungsset*' 
P  ist  (zweideutig)  bestimmbar,  weil  ti^if  und  ö^y  sich  wie  die  TangT*^* 
ten  oder  kürzesten  Sehnen  von  a.  und  a,  an  K  verhalten.    Die  I 


über  Kreise,  welche  Kegelschnitte  Joppelt  berühren. 
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Qsiingen  für  y  sind  zu  a^a^  and  K  harmoEiBch  konjugiert.  Die  Ver- 
ndongslinie  von  p  und  y  giebt  die  gesuchte  Berüliningssehne  P  u.  s.  w- 
ie  gegebenen  Punkte  müssen  entweder  beide  innerhalb  oder  beide 
liserhalb  von  K  liegen. 

»2m  Otgfhen  sind  ein  doppelt  henihretuler  Kreis  K  mit  Berühnatgspunki 
d  eine  ^MTventoMgente  T  mit  Berühr ufigspunkt  t. 
Auf  der  Geraden  pt  werden  durch  K  und  den  zu  t  gehörigen  Be- 
Ihrongskreis  K'  gleiche  Sehnen  ausgeschnitten;  dadurch  ist  ein  Punkt 
an  K'  (eindeutig)  bestimmt  und  K'  gegeben,  da  sein  Mittelpunkt 
af  der  Normale  in  ^  m  T  Eegt. 

Oder:  Die  Polare  von  t  bezüglich  K  schneidet  T  in  einem  Punkte 

■  gesuchten  Berührangssehne  P,  welche  auch  durch  F  geht. 
Oder:   Konstruiert   man   die  zu  T  bezüglich  K  harmonisch  konju- 

icrte  Oerade  durch  t^  so  schneidet  diese  die  Kreistangente  des  Punktes 
in  einem  Punkte  x  der  Kurvenachse,  welche  durch  o  geht 

■  3,  Gegeben  simi  ein  doppeU  beriihretulei'  Krei^  mit  eitlem  Berührungs- 
WKkte  p  und  snvei  Kurventangenten  T^  und  Tj. 

Konstruiert  man  durch  den  Schnittpunkt  r  von   TjTj  jene  beiden 
Geraden  XX' ^  welche  zu  T^T^  und  zu  K  harmonisch  konjugiert  sind, 

0  schneidet  die  eine  (X)  die  Kreispolare  von  %  in  einem  Punkte  von 
P,  die  andere  iX')  schneidet  die  Tangente  von  p  in  jt  (dem  Pole  von 
E^  Da  X  und  X'  ihre  Rollen  vertauschen  können,  ist  die  Aufgabe 
EWeideutig.     T^  und  T^  müssen  K  entweder  beide  in  reellen  oder  beide 

1  imaginären  Punkten  schneiden. 

4.   Gegeben  stnii  ein  doppelt  berührender  Kreis  K  mit  einem  Be- 
ahnungspunkte  p,  ein  Kurvenpunkt  a  und  eine  Kurventangente  T. 

■  Je  nach  der  Lage  von  a  und  T  gegenüber  K  muTs  man  mehrere 
Böe  unterscheiden. 

a)  Der  Kurvenpunkt  a  liegt  innerhalb  K\  dann  muls  der  Berflb- 
Wgspunkt  t  von  T  auch   innerhalb  K  liegen,   also   T  den   gegebenen 

K  in  1,2  schneiden.  —  Zur  Bestimmung  von  i  führt  die  Eigen- 
aUer  Kurvenpunkte,  dafs  die  durch  sie  gehenden  kürzesten  Seh- 
von  K  zu  ihren  Entfernungen  von  P  ein  konstantes  Verhältnis 
en;  also  muTs  (Fig.  29)  s^:a  —  s^'  t  =  s\^  sein,  und  daher  ist 
%p  =^  s  '.  xp  und  5j :  f y  =  s  :  xy^  die  erste  Gleichung  liefert  s.  Trägt 
**^  Ä  in  ic  (dem  Schnittpunkte  von  pä  mit  T)  normal  zu  T  auf  und 
^t  vom  Endpimkte  eine  Tangente  an  den  Kreis  über  1,2,  so  erhält  mau 
;>lge  der  zweiten  Gleichung  t  und  y  (zweideutig);  dadurch  ist  P  ho- 
lt.    Die  Aufgabe  ist  unmöglich,  wenn  T  zwischen  a  und  p  liegt. 

b)  Der  Kurvenpunkt  a  liegt  aufaerhalb  Ä",  und  T  schneidet  den 
18:  Jetzt  treten   an  die  Stelle  der  kürzesten  Kreissehnen  durch  die 

Uv  cUr  MfttlMinstik  und  Pli>tik.    OL  HaUi«.    U,  ä 
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Kurven  punkte  die  Kreistangent^u,  und  es  mufs  (Fig.  30)  i^:cr  =  /,:T 
=  ^  :  I  sein,  und  daher  ist  /^  :  a^  =  ^ :  xp  und  l^  :  ty  =  l :  xy.  Die  erste 
Gleichung  liefert  l\  um  nun  mit  Hilfe  der  zweiten  Gleichung  t  imd  y 
zu  finden,  errichtet  man  in  r  (dem  Schnittpunkte  von  pä  mit  T)  vd 
T  eine  Normale  und  sucht  in  dieser  einen  Punkt  .r, ,  so  dafs  dif 
Tangente  von  .t,  an  den  Kreis  üher  12  gleich  /  ist;  diese  Tangeuto 
schneidet  T  im  gesuchten  Berührungspunkte  ty  weil  dann  die  zweite 
Gleichung  erfüllt  ist.  Mau  erhält  entsprechend  den  heiden  Tangenten 
aus  .Tj  zwei  Lösungen  fiLi*  /;  gleichzeitig  ergieht  sich  y  und  daraus  P. 
Die  Aufgabe  ist  unmöglich,  wemi  q  (der  zweite  Schnittpunkt  von 
mit  K)  und  x  das  Puuktepaar  ap  trennen. 

c)  Der  Kurvenpuukt  a    liegt  auTserhalb   K^   und   T  schneidet 
Kreis  K  nicht: 

Wieder  geht  man  (Fig.  31)  von  der  Beziehung  /^  :  a  =  /,  :f  =  !:> 
ans  und  erhält  die  Gleichungen  i^iap  =^1:  xp  und  Igity  =  l:xy.  D» 
erste  Gleichung  liefert  l,  da  für  alle  Punkte  von  T  die  Laugen  der 
Tangenten  gleich  den  Entfernungen  von  einem  Punkte  d  (oder  d')  aina 

und,  wie  früher  gezeigt  wurde,  tdy  =  90"  sein  mufsj  kann  die  zweit* 
Gleichung  auch  in  der  Form  geschrieben  werden  fd  i  ty  ==  l:  xy,  i  !• 
der  durch  d  gehende  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  /  und  der  Kreiß  Kt 
mit  dem  Centrum  x  und  dem  Radius  l  müssen  y  zum  Ähnlichkeit»- 
punkte  haben.  Daher  liegt  y  auf  einer  Tangente  aus  d  an  Ä,  imtl  i*t 
dadurch  (zweideutig)  bestimmt j  P  ist  die  Verbindungalinie  von  j)undj( 
Die  Aufgabe  ist  niu*  möglich,  wenn  q  (der  zweite  Schnittpunkt  voDij" 
mit  K)  und  ;/■  das  Punktepaar  ap  trennen. 

5.    Gegeben    mid   ein   Berühtiingahtris   K   und   drei   Kurrmp^ 


iaP 


*u 


<hy 


Der  auf  der  Geraden  ff^a,  liegende  Pimkt  y  der  Berühi-ungssel 
P  ist  bestinuubar,  weil  tt^tj  und  a^y  sich  wie  die  Tangenten  oder  k^' 
zesten  Sehnen  von  a^  und  n^  an  K  verhalten.  In  derselben  Weise  be- 
stimmt man  den  aiii'  /jT"«^  oder  o^^  Liegenden  Punkt  s  der  Beruhnu»?*' 
sehne  P.  Nachdem  man  für  y  und  z  je  zwei  Lösungen  erhält,  ist  ^ 
vierdeutig  bestimmt.*)  Die  3  gegebenen  Punkte  müssen  entweder al'* 
innerhalb  oder  alle  aufserhalb  A"  liegen. 

6,  Gegeben  sind  ein  Beriihrufigskrds  Kj  etoei  Kurvenpttnkie  (1^0^^ 
eine  Kurvmtangenk  T, 

Zuerst  bestimmt  man  wie  früher  den  auf  «, «,  liegenden  Piuik^  * 
der  Berührungssehne  P;  bringt  man  daim  iTJT^  mit  T  in  x  zum  Schnii 

1,1  Diese    Lösung  hat.    Fiedler    in   der   trüber   zitierte«    Abhandlung  ^'^ 
rilumltche  Betrachtung  abgeleitet. 


J 


Cl)er  Kreiae,  welche  Kegelschnitte  doppelt  berAhren. 
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»o  wird  wie  in  4.  der  Berükningspuiikt  von  T,  sowie  der  Scknittpimkt 
f  der  Tangente  T  mit  der  Berührungsseime  P  bestimmt.  Da  man  für 
f  und  s  je  zwei  Lösungen  erhält,  ist  die  Aufgabe  vierdeutig  (vergl. 
Fig.  32  und  33). 

7.  Gegeben  sirui  ein  Berühntmph'eis  K,  eine  Kurventangente  T  mit 
Berührungspunlt  t  und  ein  Ktirvenptmkt  «j. 

Der  Schnittpunkt  tf  der  Tangeute  T  mit  der  Beriihrungsselme  P 
Liegt  auf  der  Ivreispolare  von  t  Auf  der  Geraden  «^^  wird  der 
Schnittpunkt  mit  P  wie  in  1.  bestimmt;  dadurch  ist  P  (zweideutig) 
gegeben. 

Man  kann  auch  auf  beliebigen  Geraden  X  durch  ti^  den  zweiten 
Schnittpunkt  a^  und  den  Schnittpunkt  r  mit  P  finden:  Liegt  a^  inner- 
kalb  K  (Fig.  32),  so  folgen  aus  s' :  r  =  Sj  :  «,  =  s  :  |  die  beiden  Glei- 
en  s'  :(y  =  s:  xg  und  s,  :  a^ss  ^  s  :  xz;  die  erste  Gleichung  liefert 
der  zweiten  Gleichung  bestimmt  man  den  Schnittpunkt  s  von 
X  mit  P  als  jenen  Punkt,  welcher  rt^o"  im  Verhältnisse  Si  :  s  teilt  (zwei- 
deutig), und  daraus  «j.  —  Liegt  «,  aufserhoJb  K  (Fig.  33),  so  folgen 
•OS  r  :  r  =  /i  :  ßj  =  i :  I  die  beiden  Gleichungen  V  :  tg  =^  l :  xg  und 
l^:a^^  =  li  xz.  Die  erste  Gleichung  liefert  l-^  nach  der  zweiten  be- 
stimmt man  den  Schnittpunkt  2  vim  X  mit  P  als  jenen  Punkt,  welcher 
«iX  im  Verhältnisse  l^  :  l  teilt  (zweideutig),  und  daraus  o^.  (Entweder 
Bucht  man  zuerst  den  auf  der  Kreispolare  von  z  gelegenen  Punkt  ß 
ind  bestimmt  ii^f  so  dafa  a^n^sß  ei^ue  harmonische  Gruppe  bilden^  oder 
niÄD  benutzt  die  Eigenschafty  dafa  a^  und  «g  Mittelpunkte  von  Kreisen 
rind,  welche  K  normal  schneiden  und  daher  D,  den  auf  X  normalen 
^J^ifidurchmesser  von  Ä',  zur  Chordale  besitzen,  uud  für  welche  ß  ein 
-bulichkeitspuukt  ist.  Bringt  man  daher  die  Tangente  %  aus  s  an 
**»  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  «,  zum  Schnitt  mit  D  und  errichtet 
^  Schnittpunkte  d  die  Normale  auf  %f  so  trifft  diese  die  Gerade  X 
*    Balbierungspunkte  gj  von  (i^a^.) 

Insbesondere    kann    X   parallel   zu    T   gewählt   werden   (Fig.  34). 

KU  ist  £r  gegeben  durch  die  Gleichung  s' :  ig  =  s^:  a^e=  tg  <p;  mit 
e  von  s  bestimmt  man  wie  früher  a^. 

Oder  X  kann  durch  deu  Punkt  y  gehen  (Fig.  35);  dann  bestimmt 
^^^  zuerst  den  auf  X  liegenden  Punkt  ß  der  Polare  P„  von  g\  a^ 
^^    der  zu  suchende  Pimkt  u^  sind  harmonisch  konjugiert  zu  yß. 

um  die  Tangente  in  a^  zu  bestimmen,  sucht  man  zuei*at  den 
*^*iiiittpiinkt  £  von  r/,  t  mit  P;  die  Tangenten  von  a,  und  i  seimeiden 
^»i  auf  der  Kreispolarc  P,  von  8  (Fig.  36). 

^^L  Gegeben  sind  ein  Berüknmgskreü  K,  eine  Kurvenfangente  T,  mii 
^^^Khtngspunkt  ty  und  eine  Kurveniangente  1\. 
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Der  Schnittpuiikt  y^  der  Tangente  T^  mit  P  liegt  auf  der 
polare   von    t^'^    der  Berülirungspiinkt  von   Tj  sowie   der  Selinittpuni 
y^  von  T^  mit  P  werden  wie  in  4,  bestimmt.  ^„J 

Oder  man  sucht  durch  den  Schnittpunkt  .t:  von  T^  T^  jene  Geradifl^H 
welche  zu  T^T,   und  K  harmonisch   konjugiert  aind^  und   bringt  eine 
derselben  mit  den  Kreispnlaren   von  x  zum  Schnitt;  der  Schnittpunkt 
gehört  der  Berührungssehne  P  au  (vergl.  Aufgabe  2a). 

9,  Gegeben  sind  ein  Berührungskreis  K,   ein  Kurvetipunkt  a  und 
zwei  Kurvefdmigetäefi  Tj,  Tg. 

Man  BucJit  jene  Geraden  durch  den  Schnittpunkt  x  der  Tangenten, 
welche  zu  dieeeu  und  K  harmoniBch  konjugiert  sind  (Anfgabe  2a)  und 
bringt  eine  derselben  mit  der  Kreispolare  von  x  zum  Schnitt;  der 
Schnittpunkt  y  liegt  auf  der  Berührungssehne  P.  Nun  sucht  man  auf 
yä  den  zweiten  Kurvenpunkt  und  wie  in  4-.  den  Berührungspunkt  einer 
der  gegebenen  Taugenten  imd  ihren  Schnittpunkt  z  mit  P.  Nachdem 
für  y  und  s  je  zwei  Lösungen  vorhanden  sind,  ist  die  Aufgabe  yiet- 
deutig. 

10,  Gegeben  sitiä  ein  Berühnmgskreis  K  und  drei  KurvenUtngaitm 

2".,  T„  r.. 

Man  Bucht  für  den  Schnittpunkt  x  von  T^Tj  diejenigen  Gemkü 
XX' f  welche  zu  TjTj  imd  K  harmonisch  konjugiert  sind,  ebenso  für 
den  Schnittpunkt  y  von  TiT^  die  entsprechenden  Geraden  YT;  der 
Schnitt  einer  Geraden  X  mit  einer  Geraden  Y  ist  der  Pol  ff  Ton  P 
und  also  vierdeutig  bestimmt;  oder:  Eine  Gerade  X  zum  Schnitt  ge- 
bracht mit  der  Kreispolare  von  x  giebt  einen  Punkt  der  Berilhrang»- 
sehne  P,  und  ebenso  ein©  Gerade  Y  zum  Schnitt  gebracht  mit  der 
Kreispolare  von  y. 

Auf  diese  Aufgabe  läfst  sich  auch  die  folgende  zurückfÖhreo:  ö**' 
geben  sind  ein  Berührungskreis  K^  die  Kurvenachse  und  2  Tangenten, 
weü  dann  auch  die  zur  Achse  symmetrischen  Tangenten  gegeben  «i»**' 
Durch  den  Schnittpunkt  x  von  T^T^  geht  ein  Ähnlichkeitskreis  -Ä-it 
welcher  auch  die  Schnittpunkte  der  Halbierimgsstrahlen  von  T^T^  ö^'J 
der  Achse  enthält;  dann  kann  man  einen  zweiten  Bemhnmgskreis  ^ 
bestimmen,  dessen  Mittelpunkt  o  harmonisch  zu  o  bezüglich  K,  i^^' 
und  welcher  sich  mit  K  auf  K^  schneidet  u.  s.  w. 

Oder  bestimmt  man,  wie  früher,  den  auf  der  Polare  von  x  lieg®^* 
den  Punkt  cc  der  Berührungssehne  P,  so  ist  diese  gegeben,  da  sie  ^ 
der  Aie  normal  steht. 

Die  schon  früher  erwähnte  Aufgabe,  bei  welcher  IT,  der  Kurf^J* 
Mittelpunkt  m  und  eine  Tangeute  T^  gegeben  sind,  läfst  sich  auch  »*"' 
diesen   FaU    zurückführen:    mo    ist   die  Kurvenachse,   und    die  zu   h 
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Korrentangent«  T^  läfst  sicii  mittelst  m  beeümmen.  Dh  7| 
pamllel  sind,  also  x  tmendlich  fem  ist,  liegt  a  auf  dem  xn  7*| 
klen  Kreisdurehmesser  D,  und  zwar  ist  «  einer  jener  Punkte, 
p  K  and  Jj  T,  gleichzeitig  harmonisch  trennen.  Die  Berftlmmgs- 
)P  gdit  durch  a  und  ist  su  mo  normal;  die  Berührungspunkte 
|\T,  liegen  auf  ma.^) 

I  Anhang. 

Ilniser  den  im  Torhergehendeu  besprochenan  Kegelschnitten,  weldie 
teste  Kreise  symmetrisch  zu  derselben  Achse  berühren,  giebt  es  nuch 
I andere  Gruppen  von  Kegelschnitten,  welche  die  Kreise  synime- 
(  zu  Terschiedenen  Achsen  berühren.*) 

pie  Beziehungen,  welche  zwischen  einem  Kegelschnitte  und  zwei 
ilt  berührenden  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  in  versrbiedoiieu  Achsen 
^  bestehen^  lassen  sich  aus  den  Torstehenden  Bt-trarlitutiufeii  leicht 
in. 

feinen  gegebenen  Kegelschnitt  mit  dem  Mittelpunkte  m  und  den 
a,  h  mögen  zwei  Kreise  K^K^  doppelt  berühren,  und  zwar  Hege 
fittelpunkt  o^  von  Ky  auf  der  NebeuHchse,  o^  auf  der  Hauptachse. 
137.)  Die  Berühnmgssehnen  F^P^  schneiden  die  Achsen  in  den 
|en  »j  imd  7C^\  dann  ist  ?m.t,  :  a^, ft,  —  Ir  :  «•  urul  o^^Tj  :  n^m  -^  h* :  «", 
P,  und  P,  schneiden  sich  in  einem  Punkte  y  der  Zeutnde  «,«, , 
ils  öji/ :  fyjV  =  ö* ;  ?>'  ist. 

Bezeichnet  man  die  Teile  o^y  und  o^y,  in   welche   y  den  Zentral- 
Hd    d  =  OiOj    teilt,    mit    j^j    und    y/j ,    so    folgt  jy,  ;  r^  =  «* :  ^*   und 
f=  5* :  ^.     (Dabei  kann  </  auch  aufserhalb  o^o^  liegen.) 
Zwischen  den  Brennpimkten  und  Berührungskreisen  bestehen,  wie 
>8en  wurde,  iii^  Beziehungen: 

r\  :  Oip  --  a^ :  c*  und  r| :  o^f-  o^f  -^  6* :  tf*. 

J! 

Üit  Oj/^  =  o,m'  4-  e^  und  o,/*-  o^/"  =  ±  (ö,  w*  —  (•'),  also 

iOj/^  ±  0,/*  •  o^f  =^  Oj  m'  -f-  o,m*  =  d^  oder 
!i^i4^^rf,oder'S^±^J^  =  rf*oderl±^'-rf; 

y  ist  kein  willkürlicher  Punkt  der  Zentrale  rtj«,,  gondern  gehört 
Punktepaare  yz  an,  welches  die  gegebenen  KreiHe  gieich»<.iitig  har- 

Die^e  Lösung  hat  NiemtHchik  durch  räuiiiiicbe  Betrachtung  aUgelaiidt 
Die«  erörtert  Steiner  ausführlich  in  §  $  •eintt  AbhcUg.  „Neae  fiettim* 
der  Kurven  2.  Ordnung  etc."*  (Gei.  Werke  II,  4ft8  u.  C). 
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monisch  trennt.*)  Es  giebt  also  auf  der  Zentrale  der  beiden  Kreis« 
K^K^  nur  zwei  Punkte  y  und  Sj  von  denen  jeder  die  Eigenschaft  hat, 
dafe  zwei  dur^h  ikn  gehende^  zu  einander  nonnale  Geraden  Berühnrngs- 
selmen  eines  iQ/C  doppelt  berührenden  Kegelschnittes  sind.  Diwn 
Punkten  entsprechend  untersclieidet  man  zwei  Gruppen  doppelt  be- 
rührender Kegelschnitte  (T^if  und  <"^r;  alle  Kegelachnitte  der  (impfi* 
C^y  haben  mit  K^  imd  K^  Berührungssehnen,  die  sich  im  Punkte  y 
schneiden,  jene  der  Gruppe  C^s  Berührungssehnen,  die  sich  in  z  rifhnei- 
den.*)  Pollen  Kegelschnitte  dieser  Gruppen  existieren,  dürfen  sich  K^ 
und  Äj  nicht  schneiden,  weil  sonst  die  Punkte  ij  und  z  nicht  mll 
sind.  Die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  beider  Gruppen  sind  analug, 
weshalb  es  genügt,  jene  der  Gruppe  Cy  za  besprechen,  wobei  y  jene 
Punkt  des  zu  K^K^  gleichzeitig  harmonischen  Pimktepaares  sein  soll, 
welcher  innerhalb  des  Kj-eises  Ki  gelegen  ist. 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  alier  Ki  und  K^  symmetrisch  zu  ver- 
schiedenen Achsen  berührenden  Kegelschnitte  ist  der  Kreis  über  (»,<V 

Die  Berührungssehnen  aller  Kegelschnitte  der  Gruppe  Hy  mitl, 
und  Ä'j  schneiden  sich  in  einem  festen  Punkte  y  der  Zentrale  OjO,. 

Für  alle  Kegelschnitte  der  Gruppe  C*y  ist  das  Verhältnis  iler 
Quadrate  der  Achsen  konstant,  imd  zwar  verhält  sich  das  Quadrat  dei 
Hauptachse  zum  Quadrat  der  Nebenachse  wie  o^y  :o^y^  wo  o,  deraul'tlw 
Nebenachse  liegende  Kreismittelpunkt  ist.  Für  die  Kegelschnitte,  deren 
Nebenachse  durch  o^  geht,  ist  r^  lo^f^aic  konstant,  oder  o^l  ist  für 
alle  Kegelschnitte  der  Gruppe  C*>/,  welche  K^  symmetrisch  der  Neli^n- 
achse  doppelt  berühren,  gleich,  d.  h.  die  Brennpimkte  dieser  Kegelschnitte 
liegen  auf  einem  Kreise  Äj,  welcher  konzentrisch  ist  mit  jenem  d«' 
gegehenen  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Nebenachse  liegt.  —  Ebenso 


1)  Denn  konstniiert  man  (Fijf.  38)  zu  den  Kreisen  Ä\  K^ ,  die  ach  w^ 
schliefßen  soUen,  das  beide  harmoniBch  trennemie  Pimktepaai-  (der  Kreia  über  W 
mufs  Ky  und  A",  rechtwinklig  schneiden,  sein  Mittelpunkt  liegt  in  der  Cbord'l' 
von  KyK^),  80  geht  dm-ch  y  die  Berührungssohne  der  Tangenten  aas  i  an  ^i 
un<l    durch    2   die    Bemhmngssehne    der   Tangeuten    aus    y   an    Ä,;    daher  ö' 

' 0,-5  oder  -^ — I-  -^  ~  o,f  +  o.-r  =  d.    Konstruiert  «*" 

au   zwei   sich   einachlief^enden    Kreisen    (Fig.    39)    die    harmonisch    konjugiei^ 
Punkte  y  und  r,   so  beatimmou  die  Tangenten   von  z  an  beide  Kreise  diwdb* 


— i-  =  0,  r  und 


r\ 


o,y 


Berflhnmgssehne  durch  y:   daher  ist   — *- 

Oiy 

=  Oj»  —  0,5=  rf. 

2)  Dazu  kommen  als  dritte  Gruppe  C*x  die  früher  besprochenen  Keg«'- 
Bchnitte,  deren  Berühmngsaehnen  sich  im  unendlich  fernen  Punkte  x  der  N«- 
male  sor  Zentrale  schneiden,  und  e«  ist  xys  das  beiden  Kreisen  gemeiiuiiD* 
Polardreieck  (Steiner,  Ges.  Werkte  II,  46»). 


Scfcae  ilvreh  0^  an  alle  Bnpxinkreise  «lieber  Kegebdmttte  koQ- 
irt,  d.  k  alle  Bramkro»  dieser  Keigebdmikto  MluMidctt  ^mn 
Ibvis  ftj  reditwmklig  oder  naeli  einem  Dnrckmeaaer.  St^  ist  kos- 
asit  jeaem  der  gegebeoen  Kreise^  dcmca  Mittelpiuikt  auf  dca> 
Hegt,  imd  wird  auch  wen  St^  rechtwinklig  odcor  nach  einem 
g&Khmtbtai.  Liegt  o^  aof  der  Nebenachse,  so  erkali  das 
der  Aehsm  den  renproken  Wert,  und  es  ?er>machen  die 
fif  nnd  St^  ihre  Rollen:  S^  ist  der  Ort  der  Brenupuiikte  tlio$er 
,  und  Äj  wird  Ton  den  Brermkreiseu  nvhtwinklii;  oder 
Vttcfc  cineai  Darehmesser  geechnitten.  Aus  den  Figurt^n  oS  und  o\^ 
lififiA  »A  tarne  einfache  Koustruktiou  dieser  Kreise  ^,  uud  St^  aideiteu. 

IH«   Radien   der   Kreise   sind   nach   früherem  1/-^-^  —  j^'f?  - 1)^^    und 

y  — —  ^  yd'iffM,  d.  1l:  wenn  m  innerhalb  0,0^  liegt,  gehen  die  Kreise 

^1^  durch  den  Schnitt  der  Normale  in  3  auf  o^o^  mit  dem  Kreise 
ober  OjO,;  —  wenn  s  auTserhalb  a^o^  liegt  imd  Ewar  auf  der  Seite  von 
«i,  »0  schneiden  sich  die  Kreise  Ä,  ^^  ""^  *'^™  Kreise  über  o^M  in  der 
Kormale  durch  Oj  zur  Zcntralliiiie. 

Anf  Grund  dieser  Beziehungen  sollen  Kegelschnitte  konstruiert 
*^^rden,  welche  zwei  gegebene  Kreise  symmetrisch  zu  viTschieiUincn 
Achsen  doppelt  berühren,  wenn  noch  andere  Bestimnmngsstücke  gegelieu 
•ind. 

1.  Gegeben  ist  der  Mittelpunkt  des  KegclscJiniHe^.  Derselbe  mufa 
*^  dem  Kreise  über  o^o^  liegen;  daim  sind  die  Lagen  der  Achsen  ge- 
8'^^en;  die  dazu  nomialon  Berührungsseimen  gehen  dureli  j/;  uns  diesen 
^'**<*P  mit  Hilfe  der  Kreise  Üfj  und  Äj  lassen  sich  die  Brennpunkte  be- 
■^^lUnen. 

Wenn  sieh  die  beiden  Kreise  aasschliefsen,  giebt  es  nur  Hyperbeln 

'•*^Wohl  in  der  Gruppe  C^g  als  f^<e),  weil  i/  zwischen   o^o^   liegt   (also 

*®     Berührungssehne   zwischen    0   und    m).      Wählt    man    m    »uf    der 

<^lare    Y  des  Punktes  1/    bezüglich   beider   Kreise,    d.  i.   der   Normale 

^^*tih  3  zu  OjOj  (Fig.  40),  so  degeneriert  die  Hyperbel  in  ein  Geniden- 

f,  weil  sich  in  den  Schnittpunkten  «jC,  des  Kreises  über  o^o,^  mit 

je  eine  innere  und    äutsere  gemeinsame  Kreistangente  treffen,   tlere« 

r^^Uhrungspunkte  mit  ATj  oder  K^  auf  einer  Geraden  dureli  g  liegen. 'j 

^"'^  in  diesem  Falle  auch  die  Brennpunkte  mit  m  identisch  sind,  folgt 


'Fi. 


J*Ol; 


1)  Der  Schnittpunkt  zweier   solcher   Tangenten    Hegt   anf    y,    weil    Y  dio 


oinfp  yQJ^  y  ^g^^  Qjj j[  g^yf  ^^^  Kreüo  über  o,  o, ,  weil  rhe  Halbieruugssirahlea  der 
^aagenten  durch  0,  und  o,  ^ehen  müssen. 


m 
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darauB  wieder,  dafs  die  zu  K^  und  JT,  konzenlrischen  Kreise  ÄjÄ,, 
welche  die  Brennpunkte  der  Kegelschiiitte  Cy  enthalten,  durch  die 
Schnittpunkte  a^ci^  vo»  Y  mit  dem  Kreise  über  o^Oj  gehen.  Darch 
ai«2  ^^^  ^^^  geomefcri8c"be  Ort  der  Kurvenmittel  punkte  in  zwei  Teile 
geteilt:  Liegt  m  auf  dem  Teile,  welcher  ö,  enthält,  so  liefert  nur  Ä, 
Brennpunkte^  also  geht  die  Nebenaehse  durch  o, .  —  Liegt  m  auf  dem 
Teile,  welcher  o^  enthält,  so  geht  die  Neltenachse  durch  o,. 

Nachdem  für  alle  Hyperbeln  das  Verhältnis  der  Achsen  gleich 
f/ö,  */ :  0^ tjf,  also  konstant  ist,  sind  die  Winkel  tp^  imd  ^a,  welche  die 
Asymptoten  mit  den  Achsen  einschliefsen,  für  alle  Hyperbeln  gleich:  da 
nun  die  Achsen  durch  zwei  feste  Punkte  OjOj  gehen  und  sich  auf  einem 
Punkte  m  des  Kreises  über  ©lOj  sclmeiden,  müssen  alle  AsjTnptoten 
durch  zwei  feste  Punkte  ß^ß^  dieses  Kreises  gehen;  dieselben  liegen 
auf  der  Normale  zu  o^o^  durch  ?/»  weil  sich  in  dieser  die  Geradeü- 
paare    der    degenerierten     Kegelsclmitte    treffen     (oder     auch    wegen 

tg<3Pi  :  tg<P3  =  I ;  -  =  ^-,  =  ^^.     Dies   gilt  für  beide  Hyperbelgnippen 
von  C*y. 

Wenn  sich  die  Kreise  einschliefsen,  liegt  y  aufserhalb  o,  Oj.  daher 
giebt  es  nur  Ellipsen.  Die  Hauptachse  gebt  immer  durch  den 
Mittelpunkt  des  eingeschlossenen  Kreises,  weO  für  den  Mittelpunkt 
welcher  auf  €ler  Nebenaehse  liegt,  of<C  t  sein  mufs,  oder  weil  (wegPD 
a'>h)  y  dem  Mittelpunkte  näher  liegen  mufs,  durch  den  die  Haupt- 
achse geht. 

2.  Gpyeben  ist  ein  BrennpniM  fle.s  Key el Schnittes,  Derselbe  niQ& 
auf  einem  der  oben  erwähnten  Kreise  ß, Ä,  liegen;  die  Verbindung^ 
linie  mit  dem  Mittelpunkte  des  anderen  tbeser  Kreise  liefert  die  Haupk* 
achae.  —  Schliefsen  sich  tlie  Kreise  ein,  so  kann  der  Brennpunkt  auf 
auf  jenem  Kreise  Ä,  oder  ^^  liegen,  welcher  zum  einschliefsendfltt 
Kreise  Jf"i  oder  K^  konzentrisch  ist. 

3.  Gegeben  ist  der  Berühnmgspitnki  p  eines  Kreises  K^  mit  ^ 
SU  sticheiideil  Kegchchnitie:  Die  Verbindungslinie  mit  y  und  die  da»' 
Normale  durch  y  liefern  die  beiden  Berühnmgssehnen,  zu  welchen  «ü'-' 
Achsen  parallel  sind. 

4.  Gegeben  ist  eine  Ästfmptotcnriehtung.  Da  die  Asymptoten  duicn 
zwei  feste  Punkte  ß^ß^  gehen,  ist  eine  Asymptote  und  daher  der 
Mittelpunkt  auf  dem  Kreise  über  ö^o^  gegeben. 

5.  Gegd>en  ist  ein  Kurven^mttkt  p.  Das  Verhältnis  der  Entfernaa^ 
;r  des  Punktes  p  von  der  Berührungesehne  Pj  mit  Jf,  zur  Tangen** 
oder  halben  kürzesten  Sehne  durch  p  an  if^  ist  konstant  und  t^^ 
gleich  Yo^ij  :  OiO,  =  o^ß^:  o^o^,  wenn  Oj  auf  der  Nebenachse  li^.  1^ 
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die  Berührungssehne  P  durch  1/  g^ht,  ist  sie  bestimiut  als  Tangeute 
an  den  Kreis,  dessen  Mitt^lpoukt  p  ist,  und  dessen  Radius  .t  aus  dem 
angegebenen  Verhältnisse  bestimmt  werden  kann. 

Schiiefsen  sich  die  gegebenen  Kreise  aus,  so  moTs  p  aufserhalb 
der  Widen  Kreise  liegen;  schliefsen  sie  sich  ein,  mufs  p  innerhalb  des 
einen  und  aufserhalb  des  anderen  liegen. 

6.  G«^€Z><ii  ist  eine  Kurvetitangenie  T.  Dieselbe  mufs  einen  Kreis 
iT,  in  reellen,  den  anderen  Äj  in  imaginären  Punkten  schueiden;  dann 
ist  der  Mittelpunkt  0,  Ton  K^  auf  der  Hiiuptaehse  und  daher  das  Ver- 
hältnis der  Entfernung  :(  aller  Kurvenpunkte  von  Pj  zu  den  Längen 
ihrer  Tangenten  an  K^  gleich  }/f>,  y  :  0,  Oj  =-  0,  /?,  :  0, 0^  =  f\  für  den  Be- 
Tührungspunkt  /  von  T  muls  der  Schnittpunkt  y^  von  T  mit  der 
Polare  des  Punktes  t  bezüglich  K^  auf  Pj  liegen.  Da  mm  für  alle 
Punkte  von  T  die  Längen  der  Tangenten  au  K^  gleich  ibren  Ent- 
lenrangen  von  einem  festen  Punkte  d  sind,  so  ist  (Fig.  41)  nitd  =  € 
^^  sin  9  :  sin  ^•.      Nun    ist    sin  (p  =  »^ :  j/y,    und   sin  ^'  =  tf  :  dy^ ,    daher 

#  ^  ^  •  —  ,  d.  h.  das  Verhältnis    - '  =  £     -  ist  gegeben:  w»  liegt  daher 

aul  einem  Kreise,  dessen  Mittelpimkt  auf  rff/  liegt,  imd  welcher  rfy 
harmonisch  trennt.  Man  erhält  für  y^  zwei  Lösungen;  daraus  ergeben 
^ich  Pj,  P,  und  dazu  normal  die  Achsen. 

Diese  Konstruktion  ist  unabhängig  davon,  ob  sich  die  Kreise  ein- 
o<ier  ausschliefsen. 


Wenn  ein  Kreis  den  Radius  Null  hat,  also  ein  Brennpunkt  gegeben 
*^  muls  die  Nebenachse  durch  den  Mittelpunkt  des  anderen  Kreises  K^ 
geBen;  dann  ist  y  der  zu  /'  harmonisch  konjugierte  Punkt  bezüglich 
^\--~  Liegt  /*  innerhalb  von  Ä'j,  so  erhält  man  Ellipsen,  sonst  Hyperbeln. 
^*  lassen  sich  auch  hier  dieselben  i^Iethodon  zur  Bestimmung  der 
'^Igelschnitte,  wie  im  allgemeinen  Falle  anwenden,  doch  führt  auch 
^Ui  anderer  Weg  zum  Ziel,  z.  B.: 

Ein  Kurvcnptüili  p  ist  gegeben.  Man  sucht  den  Mittelpunkt;  x  des 
***  p  symmetrisch  zur  Nebenachse  herührenden  Kreises.  Die  Beziehung 
P-^  :xf  =^  a  :  c  =^  r,  :  o^f  liefert  als  geometrischen  Ort  für  x  einen  Kreis, 
Welcher  pf  innen  und  aul'seu  im  Verhältnis  t\  :  oj'  teilt.  Das  Ver- 
^^^Itnis  der  Tangente  l  von  p  an  Ä",  zur  Entfernung  der  Krtnsmittel- 
tikte  ist  konstaut  und  zwar  h  :  e  (gleich  Tangente  von  /*  an  Ä',  zu 
^**i);  das  giebt  als  geometrischen  Ort  fiir  x  einen  Kreis  mit  dem 
^Mittelpunkte  Oj.  —  xoi  ist  die  Nebenaclise.  Wenn  /  innerhalb  A',  liegt, 
'*^tt  an  die  Stelle  der  Tangente  von  p  an  K^  die  halbe  kürzeste  Sehne 
^Uiuh  p. 
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Eine  Kurventangenie  T  ist  gegd)en.  Fällt  man  von  f  auf  l 
Normale,  so  liegt  der  Fulspunkt  n  im  Scheitelkreis  der  Hanptachi 
den  Eurrenmittelpunkt  m  erhalt  man  als  geometrischen  Ort  { 
nm  :fin  =  a:e  =  ri:  0{f)  einen  Kreis;  aufserdem  liegt  m  ad 
Kreise  über  of.  Diese  Konstruktion  gilt,  ob  f  innerhalb  oder 
halb  Zi  liegt.  

Anmerkung  icährend  der  Korrektur:  Während  des  Druckes  wurde 
die  Arbeit  von  Sporer:  „Über  Kreise,  welche  einen  Kegelschnitt  dopi 
rOhren"  (Zeitschrift  f.  Math.  u.  Physik  41,  210—220)  anfinerksam  genuu 
ich  leider  übersehen  hatte.  Ich  bedaure,  in  meiner  systematischen  Zi 
stellang  nnd  elementaren  Ableitong  jener  Kegelschnittseigenschaften, 
LOsxmg  der  Aufgaben  in  n — Y  dienen,  den  Hinweis  auf  einzelne  Anali 
Beweisen  von  Sporer  (z.  B.  bei  der  Hyperbel)  nicht  mehr  im  einzelaa 
holen  zu  können. 


t^ 


i-  ! 


Nene  Ableitung  der  Engelfonktionen. 

Von  M.  Hambubger  in  Berlin. 
Die  Gleichung 

wird  befriedigt  durch 

(2)  U=f{ax-hßy  +  ye\ 

wo  f  eine  willkürliche  Funktion  bedeutet  und  die  Konstanten  a,  ß,  y 
der  Bedingung 

(3)  a«4-^«  +  y*  =  0 

genügen.    Soll  die  Funktion  f  homogen  vom  n^°  Grade  in  x^  y,  e  sein, 
so  mufs 

sein,  also,  indem  man 

ax  +  ßy  +  yz  =  t 
setzt, 

welche  Gleichung  integriert 

giebt    Also  stellt 

V=C{ax-\-ßy^-yzy 

öiit  der  Bedingung  (3)  eine  homogene  Funktion  vom  n**°  Grade  in 
•^  yj  z  dar,  die  der  Gleichung  (1)  genügt,  und  die  man  nach  Thomson 
harmonische  Funktion  n**°  Grades  nennt. 

Bezieht  man  y  in  die  Konstante  hinein,  so  kann  man  Y  auch  auf 
**^e  Form  bringen 

y=C'{ax^-ßy^-z)\ 

^^  ti  und  ß  die  Bedingung 

^^  erfüllen  haben.     Hierzu  setzen  wir  a=»cosA,  /3=isinA  (t=y— 1) 
^d  erhalten  mit  Weglassung  der  Konstante  C 

V  =-  (ix  cos  X  -I-  ty  sin  X  -I-  ir)*. 


44  ^-  Haubüsobb: 

Denkt  man  sich  diesen  Ausdruck  nach  den  Cosinus  und  Sinus  der 
Vielfachen  Ton  X  entwickelt^  so  erhält  man,  wenn  n  eine  positive  ganze 
Zahl  ist: 

.  (V=Äq  +  ÄiC08X  +  A^cob21-^ f-  -4^ cos nJl 

^^  l  +5isinA  +  -B8sin2Z  + \-B„smnJi, 

also  einen  Ausdruck  von  2n  +  1- Gliedern.  In  diesem  ist  jeder  der 
Koeffizienten  A,  B  eine  ganze  homogene  Funktion  w*'"  Grades  von  ar,  y,  g 
und  genügt  für  sich  der  Gleichung  (1),  ist  also  eine  harmonische 
Funktion  n*«"  Grades. 

Denn,  da  ^  F  =  0,  so  folgt 

0  =  JÄq  +  ^A^  cos  X  +  JA^  cos2;i  H f-  JA„  cosnX 

+  ^Bi  sin  A  +  ^B^  sin  2A  + f-  JB„  sin  nX. 

Multipliziert  man  nun  mit  cos  rX  und  integriert  nach  X  zwischen  den 
Grenzen  0  und  2»,  so  erhält  man  wegen 

j  cos  rX  •  cos  sX  =  Oy    wenn  r  =|=  s, 
und 

in 

j  coarX  •  sinsA  =  0 

0 

für  jedes  r  und  s: 

in 

0  =  ^Ay  j  cos^rA  =  TC^A^y 

folglich  ^A^  =  0. 

In  derselben  Weise  ergiebt  die  Multiplikation  mit  sinrA  und  ^- 
tegration  zwischen  0  und  23r,  dafs  JB^  =  0. 

Es  handelt  sich  darum,  die  Funktionen  A  und  B  auf  die  einfacJi»^ 
Weise  darzustellen. 

Es  ist 

ix  cos  X-\-  iysiiLX-\-  e  =  \{ix  -j-  y)e^'  +  \{ix  —  y)er  ^'  +  s. 

Führen  wir  mm  ein: 

{ix  4-  y) e^'  =  u,    (ix  —  y)e-  ^'  =  v, 
so  ist 

UV  =  —  X*  —  y^  =  z^  —  r*, 

wenn  x^  -\-  y^  -\-  s^  =  r*  gesetzt  wird,  und  man  erhält 

ix coa  X -\-  iy  sm  X -\-  z  -^  \u -\-  \v  +  e. 


Nene  Ableitong  der  Eugelfunktionen.  45 

Je  nachdem  wir  nun  v  durch  u  oder  u  durch  v  ausdrücken,   er- 
halten wir 

»a:co8  X  +  ty  sin  X  +  ;?  =  -((t*  +  £r)>  —  r*)  =  — ((v  -\-  zf  —  r*), 
folglich 

F=  {ix cos  A  +  iy  sin  A  +  ;?)"  =  ^w"  »((tt  +  ^)'  -  r«)« 

Die  £ntwickelung  nach  Potenzen  Yon  u  oder  v  gieht  die  Darstellung 
in  den  Formen 

F=  a-nu-*  +  o_(,_i)W-("-i)  H h  a_itt-i  4-  »o  +  «it*  +  a,ti»  H 

-}-  a,_itt"-*  +  «„«*" 
=  a_,tr-"  4-  a_(,_i) v-("-»)  + h  a_itr-i  -\- a^ -\- a^v -\- a^v^ -\- • -- 

+  a«_,t>»-i +  «„«". 

aj'  -4-  v' 
Die  Ersetzung  von  v  durch  seinen  Wert  in  w  ;  v  = -^-^  und 

die   Vergleichung   der   Koeffizienten   gleich  hoher  Potenzen   von  u  in 
vorstehender  Identität  gieht  zwischen  den  a  die  Beziehung 

«-.  -  (-  ^)'aX^  +  y*)'  =  a,(»a:  +  y)'(»a;  -  y): 
Hieraus  folgt 

a.i*'  +  a_.tr-  =  a,{(»a:  +  y)V*'  +  (»a;  -  y)'e— ^'), 
also 

F  =  «0  +^a.  { {ix  4-  y)V^*  +  (f a;  -  yje-'^'  ] 

=  *^o  +^«*{(»^  +  y)'  +  (»^  —  y)'}eo8sx 

+  *^'».  t  (*^  +  y)'  —  (*^  —  y)' )  sin  s  A. 
1=1 

Die  Vergleichung  mit  (4)  gieht 

^^  i  JE?.  =  ta.((«a:4-y)'-(ia:-y)'). 

a,  ist  der  Koeffizient  von  u*  in 

i;U-"((«  +  «)'-rO" 

oder  von  u*+*  in  dem  Ausdruck 

•  ,.((«  +  «)■-»•')", 
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also 

(6) 


M.  Haxbdbobh: 


1     1      <r+' , ,    ^„ 


wo  bei  der  Differentiation  r  als  konstant  anzusehen  ist.  Darch  (5) 
und  (6)  sind  die  harmonischen  Funktionen  n^^  Grades  Ä^  und  B^ 
dargestellt. 

Aus  diesen  erhalt  man  die  Kugelfiinktionen  gleichen  Grades,  in- 
dem man  x^  y,  z  durch  die  Polarkoordinaten  ausdrückt  und  r  =  1 
setzt.    Führen  wir  also  ein 

a;  =  sin  ■&•  cos  qp,    y  =  sin  -ö"  sin  9,    je?  =  cos  d-, 
dann  wird 

(ix  +  y)*  =  i'Bm'd'(coBsq)  —  »sinsy), 

(ix  —  y)*  =  i'  sin*  d-  (cos  S(p  -{-  i  sin  sq)), 

mithin  für  r  =  1 

Ä,  =  2t'a,8in''9'CosS9), 

B,  =  2i'a,  sin'  &  sin  s<p. 
Die  einzige  dieser  Eugelfunktionen,  die  von  9  frei  ist,  ist 
(7)  ^==,„  =  l.lA?l:=:i)". 


^  "        2"     n!         d^" 


die  wir  also  hier  gleich  in  der  Jaco bischen  Form  erhalten.   Wir  be- 
zeichnen sie  üblicher  Weise  mit  P^{z)  =  P„(co8d). 
Aus  (6)  folgt  dann,  indem  wir  r  =  1  setzen: 


(n  +  *)     dz* 


und  demnach 


(8) 


n! 


dfP^(z) 

A,  =  2  t' sm*  d- cos  sw , 

(«  +  «)!  de'  ^' 

^.      n!         .         d'PJz) 

B.  =  2i' sm'^ — ^  sin  sq>. 


(1  ==<«•*) 


(,^co,9) 


(«  +  «)! 


dz!' 


Die  explizite  Entwickelung  von  (7)  giebt 

P  /,>.^ l-3-6-2n-l/           n(n-l)           ,  ■  n(n-l)(n-2)(n-3)  ,^   \ 

^nK'^)          1.2.8-n      \         2(2n  — 1)*        ^  2.4.(2n— l)(2n  — 3)  ' 

den   bekannten  Ausdruck   für   den  Koeffizienten   von   a"   in  der  £nt' 


Neue  Ableituiig  der  Kugelfunktioneii, 
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Wickelung    von   {i  ~  2ae  -\-  a-)~*    nach   steigenden    Potenzen    von    «, 
und  daraus 


1. 3.6-.. 21.-1/        ,  _  {n~s){n^s-l)         _^ 
1  •  2  •  3  •  • .  («—  8)V  a  •  (2«  —  1)       * 


+  - 


(w  —  8){n  —  8  —  l)(n 


2)(«  -  8  - 


2.4.(2n=  l)(2w  —  3) 

(«   ==   CO!  ;^) 


-V 


—•—4 


Setzen  wir 


Bin'Ö^ 


^^.(cosa), 


I 


so  erhält  man  vermöge  (7)  und  (8),  wenn  wir  von  dem  konstanten 
Faktor  2i'-  -■  -^ ,  absehen,  in  den  Ausdrücken 

P.  (cos  d-),    P«.i  (cos  #)  cos  (pf    P^,B  (cos  ^)  cos  2qp,  •  •  •,  P„.^  (cos  ■&)  cos  w^, 
Pn,i  (cos  ^)  sin  9,    P„,j  (cos  d)  sin  2  9?,  •  •  -,  P»,»  (cos  d)  sin  »9 

2n  H-  1  Kugelfunktionen  «**"  Orades. 

Diese  Ausdrücke  sind  von  einander  linear  unabhängig,  denn  eine 
Gleichung 

'«o^«  -f^ß.P«..  C0HS9)  +^/^,P..,,am^y  =  0 

konnte  nicht  bestehen,  ohne  dafs  «(,  =  Oj  =  *•  =  *(„==  ft  =  /Sg  '  ■  ■  =  ßn  =^  ^ 

wäre,  wie  eine  Multipükation  mit  cosr^  oder  sinrqp  und  Integration 
nach  <p  zwischen  0  tm^d  2x  ergeben  würde,  mit  Rücksicht  darauf",  dafs 
die  Pn,,  nicht  identisch  verschwinden. 

Dafs  nicht  mehr  von  einander  unabhängige  Kugelfunktionen 
existieren,  erkemit  man  daraus,  dafs  nicht  mehr  als  2w  +  1  harmo- 
nische Funktionen  n**°  Grades  von  x^  y,  s  vorhanden  sein  können; 
denn     eine    beliebige    homogene    Funktion     V    «^^^     Grades     enthält 

^       ^"  Konstanten.     Die  Bedingung  ^V  =^  0  ergiebt,    da  ^  V 

Tom  (« —  2)'*°  Grade  ist,  ^  „—  Gleichungen  zwischen  den  Konstanten, 
80    dafe    bloii    («+!)(»  -H  s)  ^  *^^^  =  2w  +  1    unabhängige    Kon- 

stauten  flbrig  bleiben.  Die  allgemeinste  Kugelfunktion  «'""  Grades  ist 
also 


48  ^-  Hakbubokb:  Nene  Ableitung  der  Kngelftmktionen. 

WO  «0,  «1,  •  •  •,  a„,  ßif  "  -y  ß„  willkürliche  Konstanten  bedeuten.    Aus 
der  oben  erhaltenen  Beziehung 

folgt  mit  Hülfe  von  (6),  wenn  man  r  =  1  setzt, 

(n-«)Id;8»— '^  ^         (n  +  «)l         d^— •        ' 

welches  der  Jaco bische  Satz  ist. 
Berlin,  den  22.  Februar  1900. 


über  den  KonvergenzLereich  der  Benoulli sehen  Reihe, 

^  Von  G.  Mittag-Lefflkr  in  Stockholm. 

P  Schon  im  Jahre  1694^)^  also  mehr  ala  zwaiLzig  Jahre,  ehe  Brook 
Taylor*)  die  nach  ihm  beiiaimte  Reihe  veröffentlichte,  hat  Joh.  Ber- 
noulli  die  folgende  Formel  angegeben: 

Iau)  -  m = /•'(«)  ■ « -  /■"{")  ,"2 + /•'"(«)  rTTä — 
Ein  berühmter  Satz  von  Cauchy*)  erlaubt  uns^  den  Konvergenz- 
ich der  Taylor  scheu  Reihe  festzustellen.  Es  liegt  daher  nahe,  sich 
'e  folgeöde  Frage  vorzulegen.  Giebt  es  einen  Konvergenzbereich  der 
ej"nou  11  i sehen  Reihe,  d.  h.  einen  Bereich  E  von  der  Art,  dass  die 
**iie  fiir  jeden  im  Innern  von  E  gelegenen  Bereich  gleichmäi'sig  knti- 
Rgpert,  dagegen  für  jeden  aulserhalb  E  liegenden  l'uukt  divergiert? 
!■   ist  in  diesem  Fall  der  Bereich  E? 

IJie  Aufgabe  ist  ganz  elementar  und  läfst  sich  ohne  Schwierigkeit 

^^.      Dennoch  hat  sie  ein  gewisses  Interesse   wegen  ihrer  Beziehung 

•i^u   Lehrsätzen,  die  ich  kürzlich  l^ewiesen  habe  in  meinen  Arbeiten: 

^^     la   represeutatitm   analytique   d'une   brauche  uniforme  d'une  fonc- 

^    xiionogene*'.*) 

Ich  will  zunächst  die  Bernoullische  Reihe  in  einer  etwas  anderen 
^^*>l  schreiben,  die  ihre  Beziehung  zur  Taylorschen  Reihe  in  das 
^te  Licht  setzt. 

Schreibt  man 

f. /X«)  =  F(^  +  «), 

X)  Acta  Enid.  1694  p.  438  (=  Opera  T.  I  p.  126). 
S)  MetliodnH  incrementonun  directa  et  inversa  (Londini   1715).     Wegen  der 
^-    ^ung    zwischen    den    Reihen    von    Taylor   und    Bernoulli    vergleiche    die 
^**t   von  Alfred   Pringsheim:  Zur  Geschichte  des  Taylorschen  ij^ehrsatzea. 
inath.    Dritte  Folge  !,  p.  iH3  etc. 

3)  Cauchjr:  Cours  d'analyse  de  l'ecole  royale  polytechnique.    Prem.  partie. 
Algebr.  Pari«  1821  Chap.  9  §  2  ThtJor.  1.  p.  286. 

4)  Acta  math.  28,  43—62;  24,  183-204,  206—244. 
liv  Aat  Malbemalik  u»cl  Pbytilt.    III.  ßcihe.    IL  4 


50  ^^^^^V  G-  Mittaii-Lkppt.rk: 

90  hat  man 

F{;i  -f  u)  -  F{z)  =  F'iz  +  u)u  -  7^-'(^-f  «>^^  +  r"(* +  11)^3-- 

oder,  i  11  d Pill  man  z  -\-  u  ^  x  setzt: 

F{x)  -  F{z)  =  F\x) (.r  -  ,)  -  F"(x) '-^'  +  r"{x) *-£^'  - 
Mithin 

F{z)  -  F(x)  =  rixXz  -  x)  +  F"(x}^±^  +  J""(^) '-i^'  +  -, 

was  nichts  Anderes  ist  als  die  Taylorsche  Reihe. 

Man  kann  sajj^en,  dafs  diese  Reihe  die  Taylorsche  Reihe  ist,  wean 
sc  als  konstaut  und  r  als  verämlerlich  betrachtet  wird,  dafs  sie  dagegen 
die  BernouUisehe  Reihe  darstellt»  wenn  z  als  konstant  iind  x  als 
veränderlich  betrachtet  wird. 

Wenn  man  x  als  konstant  ansieht  und  z  als  veränderlich,  so  ver- 
langt die  Konvergenz  der  Reihe,  dafs  die  Konstanten  F{x}f  F{x)f 
F'^x)^  .  . .  der  Bedingung  von  Cauchy  unterworfen  sind,  nämlich  Mä 

die  obere  Grenze  der  Grenzwerte  von    \^ —F^*^(x')     endlich  sei.*)   Be- 


zeichnet man  diese  obere  Grenze  mit  — ,   so  ist   bekanntlich   der  Kon- 

*"' 
vergenzhereich    der  Reihe   der  Kreis  mit  dem   Mittelpunkt  ^  =  jr  iin<l 

dem  Radius  r^ 

Meine   Aufgabe   ist  es  nun,  die  Konvergenz    der  Reihe  zu  miter- 
suchen unter  der  Voraussetzung,    dufs  z  konstant  ist,   während  x  siclm. 
verändert.     Ich  nehme  an,  dafs  die  Konstanten  F(e)f  jF'(jf),  -F"('),  - 
der  Bedingung    von   Cauchy    unterworfen    sind,    und  konstruiere  de 
Ilauptstei-n  A  mit  dem  Mittelpunkt  £,  der  zu  diesen  Konstanten -f  g*?  j 
hört.     Femer  schreibe  ich  die  Bern ou  11  i sehe  Reihe  in  der  folgem 

Form: 

F(z-\-x-B-{x-g))^F{g-i-x-g)-{- 

r(z^x-g):^-^r\M+x-g)^-:^<^ 

Indem  man  sich  auf  dieselben  Erwägungen  stützt,  die  ich  Acta  UrnA- , 
24  p.  191 — 192  gemacht  habe,  sieht  mau  leicht,  dafs  diese  Reihe  den- 
selben  Konvergenzstem  besitzt  wie  die  Reihe: 

F{e  +  2(x  -  ß))  =  F(ür  -f  X  -  z)  -f 


über  den  Eonvergenzbereicb  der  BemouUischen  Reihe. 
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Diesen  Stern  erliält  man  auf  die  falgemie  Weist«.  Man  denke  sich 
einen  Vektor  l  der  von  dem  Punkt  e  ausgeht.  Beschränkt  man  nun 
den  Vektor  auf  eine  Länge  r  und  versteht  unter  r  eine  hinreichend 
kleine  positive  Zahl,  so  kann  man  en'eichen,  dass  ein  Kreis  vom 
Radius  r,  der  von  dem  Endpunkt  des  so  beschränkten  Vektors  als 
Mittelpunkt  beschrieben  wird,  zu  dem  Gebiet  Ä  gehört.  Es  sei  q  die 
obere  Grenze  von  r.  Lälst  man  nun  den  Vektor  l  eine  ganze  Um- 
drehung um  den  Punkt  z  machen  und  giebt  ihm  in  jeder  Stellung  die 
Länge  p,  die  dieser  Stellung  entspricht,  so  erhält  man  einen  Stern  E, 
welcher  der  Kouvergenzstem  der  Beruo uliischen  Reihe  ist. 

Man  setze  zum  Beispiel 

F(^)  =  log(l-f  a:)?  z  =  0. 
Die  Taylor  sehe  Ent  Wickelung  giebt 

Iog(l  +  z)=^^(-l)-^±{. 

Convergenzkreis   hat  den  Mittelpunkt  x  =  0  und  geht  durch  den 

Punkt  ^-  =  -  1. 
Die  Bern ou  11  i sehe  Entwickelung  giebt 

Iog(l  +3-)  = 


'^  n  +  lil+x) 

»1  =  0 


Konvergenzstern  £,  der  ebenfalls  den  Punkt  x  =  0  zum  Zentrum 
'^^^  besteht  aus  dem  Teil  der  Ebene  ;r  zur  Rechten  der  geraden  Linie, 
*"^      auf  der  reelleu  Achse  senkrecht  steht  und  durch  den  Punkt  s:  =  —  ~ 


Dl, 


Man  setze  zweitens 

Taylor  sehe  Entwickelung  giebt 


a 


''^'^'^  demselben  Konvergenzkreis  wie  im  vorhergehenden  Fall. 
Die  Bernoullische  Entwickelung  giebt: 


(1 + •')- 


,^^.(.-0-.(.-(,-0)(^J> 
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G.   MiTTAO-L8FFI.KK: 


oder,  indem  man  das  Vorzeichen  von  a  in  das  entgegengesetzte  ver 
wandelt, 

r  =  1  — 

Der  KonTergenzatem  ist  derselbe  wie  in  dem  Falle  von 

F(^)  =  iog(i  +  4 

Wir  haben  gesehen,  daPs  die  Reihe: 

F{z  -h  2(a:  -  z))  =  F{z -^  x  -  z)  ^  F'{z  ^x-z){x-e)^ 
F"{^  +  ^  -^)^^'  +  F-{z  +  x^  z)^^  -f  -  -  - 

denselben   Konvergenzstern  E  besitzt   wie  die   Bernoullische    Reihe. 
Setzt  man  ^{x  —  z)  an  Stelle  von  x  —  Zj  so  erhält  man 

+r-:-3^"'mr-^^y+- 

Indem  man  wieder  z  als  konstant  imd  x  als  veränderlich  annimmt, 
erhält  man  offenbar  den  Konvergenzstem  6  dieser  neuen  Reibe  aus 
dem  Konvergenzßteru  £  der  Beruou II i scheu  Reihe,  wenn  man  dem 
Vektor  /  in  jeder  Lage  die  Länge  2  p  statt  q  giebt. 

Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dafs  dieser  Stern  6,  wie 
Herr  Phragmen*)  vor  kurzem  gezeigt  hat,  zugleich  der  KonvergeM- 
stern  des  Ausdrucks  von  Laplaee^)  ist: 

der  in  den  letzten  Jahi*en  der  Oegeustand  so  mannigfaltiger  Unter- 
Buchungen  zuerst  von  Herrn  Poincare*)  und  dann  von  Herrn  BorelM 
gewesen  ist. 


1)  Coroptes  Bendus.     Paris.    Tome  182  p.  1396—1399. 

2)  Oeuvre».    T.  YU  p.  121  etc. 

8)  „Sur  le«  ^quations  lin<5aireR  aus  ditft^rentiellcs  ordinaires  et  »oi  <Ji"*' 
rencea  finiea."    Amer.  Journal  of  Math.     7. 

„Sur  les  integrales  irregiiliöres  des  ^cjuations  linöaires."     Acta  Math.  8. 

4)  „Fondementa  de  la  throne  des  aeries  divergentes  sommables.'*  Jotirn« 
de  Math.  (G)  2.  —  „Sur  les  wrics  de  Taylor  admettant  leiu*  cerole  de  ooo- 
vergence  comme  coapure."  .lournal  de  Math,  (ö)  2.  —  „Memoire  sur  les  J^** 
diviTgeiitea."  Annaleö  de  Tficole  Normale  (3)  IG.  —  „Lo9on8  sur  \e»  8^** 
divergentes."     Paris  1901. 


u   kann  die  Bernoulli-Taylorsclie   Reihe   in   der  Form   eines 
isdrucks  schreiben: 


Ben 


F{g)-F{x)=  lim   5;'FW(:r)(-i=i>'. 


.  -  .  ^  ■ 


en  gesehen,  dafs,  wenn  man  eine  der  beiden  GrÖfsen  XjZ  als 
t,  die  andere  als  veränderlich  betrachtet,  eich  immer  ein  Kon- 
Jtern  ergiebt,  dafs  aber  dieser  Stern  in  den  beiden  Fällen  sehr 
den  ist. 

Bselbe  gilt  von  andern  die  Bern oulli -Taylor sehe  Reihe  als 
in  Fall  umfassenden  Grenzausdrücken,  die  ich  in  trüberen  Är- 
fegeben  habe.     Aber  ich  habe  noch  andere  Örenzansdrücke 

von  noch  allgemeinerer  Art  und  gültig  in  einem  Stern,  den 
dem  Buchstaben  A^)  bezeichnet  habe.  Wenn  man  in  diesen 
Icen  die  Grölse  x  als  konstant  ansieht,  so  gilt  der  Ausdruck  in 
rn  A  mit  dem  Zentrum  ,/;.  Wenn  man  dagegen  z  als  konstant 
80  gilt  der  Ausdmck  in  dem  Stern  A  mit  dem  Zentrum  z. 
'  Beweis,  den  Bernoulli  für  seine  £ntwickelung  giebt  und  der 
r  die  Taylorsche  Entwicklung  gilt,   ist   höchst   einfach   und 

[L 

schreibt  die  Identität  hin: 

FXx)  =  r(x)  +  rXx){x  -  ^)  -  F"{x){x  -  z)  -f 

jert,  indem  er  nach  x  integi'iert: 
F{x)  -  F(,)  - 

i)^  _  F-(x)^^^-^  F"X.)^^^-  F'Xxf^'  +:. 

k*r  Beweisfühnmg  die  nötige  Strenge  zu  geben,  genügt  es,  ein 
1  einzuführen,  indem  man  setzt: 

F(x,^)=^F{,)~f{x)- 
r)-^  -  ^  W-J2 ^  W-^^ ^  W-]^  • 


ch    hatte  in  jeder  meiner  drei  ersten  Noten  in  den  Acta  Math,  einen 
renzausdrock  gegeben. 


54    ^-  Mittag-Lbfflbr:  Über  den  Eonvergenzbereich  der  Bemoullischen  Reihe. 
Man  erhält  alsdann  durch  Differentiation  nach  x 

und,  da  F(sijB)  =  0  ist, 


Stockholm,  den  22.  März  1901. 


1)  Vergl.  z.  B.  Todhunter:  A  Treatise  on  the  differential  calculus.   Cambridge 
and  London  1864.     §  109. 


Sur  les  terines  compl^mentaires  de  la  s^rie  de  Taylor 
I  dns  k  Cauchy  et  k  Lagrange; 

^^H  Par  M.  E.  PiiKAfiMKN  ä  Stot-kholm. 

W  Dans  une  nnte  int<*ressaiite  pul)liee  Jaus  ce  merae  Recneil, 
r  Mittag-Leffler,  en  parlant  de  la  serie  dite  de  Bernoulli,  fait 
iserver  qne  c'est  raiialyse  meine  de  Bernoulli  qui  se  retrouTe  dana 
Wemonstration  moderne  la  plus  simple  de  la  formnle  de  Taylor. 

Le  terme   complementaire  qu'on  obtient  le  plus  aisement  de  cette 
uiiere  est  celui  qiiou  doit  a  Cauchy. 

I    A  ce  aujet,  il  y  a  lieu  de  faire  la  remarque  bien  simple  qui  suit, 
qui  met  en  pleine  lumiere  la  superiorite  que  possede  cette  expreesion 

^ Cauchy  sur  celle  de  Lagrange.^) 
Lt    lermc    compicmcntaire   de   Cauchtf   deiermine   t4>ttjour$  le   vmi 
fiyon    de    cotivirgetwe    de    la    serie   de    Tatflor,    tandis    que    celui    de 
.agrange,   comme    il    est   bien  connu^   tlonne    souvent  un  rayon   de 
onvergence  ti*op  petit. 
I    En  effet,  supposons  que  la  serie  de  Taylor 

inrerge  pour 

I  \ß-x\<Q 

VchoisisBons   arbitrairenaent  une  quantite  r  positive  et  inferieure  ä  g. 
dis  que   le   terme  complementaire  de   Cauchy   t«üd   uniforraement 
I*    zero  pour 

^    «ffet,   nous    pouvous  ecrire  le  terme  complementaire   de   Cauchy 


1)  Man  vergleiche  hierzu  auch  die  Abhandlung  von  A,  Pringtheim:  „Über 
**  Notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  des  Taylor  sehen  Lehrsatzes  für 
Aktionen  einer  reellen  Variablen*^  in  Math.  Ann.  45,  lö3,  1893.  Red. 
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Puisque  la  serie  de  Taylor  converge  pour  \  z  —  x\  <^q,  on  aura 
sürement,  en  choisissant  (>^  de  maniere  que  r  <iQi  <iQ' 

Ql<M  (r  =  0,l,  8,...), 


vi 
M  etant  une  certaine  quantite  finie.     On  en  conclnt  aussitöt 

'     ^  ^  "  ^p,  —  |i?  — «1 
et  de  meme 


n\ 


< 


(c'est  le  raisonnement  bien  connu  de  la  theorie  des  fondions  majoratUes). 
On  a,  par  consequenty 

M  I      1—6      \n-i  /  z  —  x\Y 

Or  cela  est,  pour  \z  —  x\'^rj  inferieur  ä 

M  /r\n 

expression  dont  la  limite,  pour  n  infini,  est  zero. 

C'est  un  raisonnement  qu'on  est  accoutume  ä  employer  dans  plusieurs 
cas  particuliers;  toutefois  il  semble  qu'on  n'ait  pas  reniarque  jusqu'ici 
que  le  meme  raisonnement  s'applique  au  cas  general. 

On  peut  etudier  de  la  meme  maniere  l'expression  du  tenne 
complementaire  due  ä  Lagrange.  On  arrive  ainsi  au  resultat  suivant 
qui  merite  d'etre  enonce: 

Si  la  Serie  de  Taylor 

F{,)  =  F{x)  +  r{x)  {z-x)  +  ?^f  (^  -  ^).  +  . . . 
converge  pour  |^r  — :rl  <(>,  h  terwe  complemetitairc  de  Lagrange 

?:!:!^  9(^_iif)) .  (,  _  ^v  „<.<.. 

tend  vers  zero  du  moins  pour 

\z-x\<\q. 

Stockholm,  22  mars  1901. 
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ledentung  des  D*Ale]iil}ertsclien  Prinzipes  für  starre 
Systeme  niid  GrelenkmechaEismen. 


Von  Karl  Reun  in  Berlin. 


Die  nachfolgenden  Betrachtungen  über  das  D'Alembertsche  Prinzip 
schränken  sich  auf  Systerae,  denen  eine  endliche  Anzahl  von  Freiheits- 
»deo  zukommt  Deshalb  konnten  auch  die  „B^dingungsgleichungen", 
siehe  die  kinetischen  Differentialgleichungen  ergänzen,  prinzipiell 
iBgeschlosseu  werden.  Der  Auffassung  Cliffords  („Elements  of 
ynamic")  entsprechend,  sind  nämlich  die  voUsMndifien  GeschivimUfj- 
itßsystenw  an  die  Spitze  der  Eutwickehingen  gestellt,  wodurch 
Q^eich  die  Bedeutung  des  Lagrangeschen  Systems  der  Kinetik  he- 
inders  klar  hervortritt. 

Freilich  hat  der  Verfasser  der  „Mecanique  analytique"  gerade 
Uwe  Bedingungsgleiehuugen  in  den  allgemeinen  Entwickehmgen 
lysiematisch  eingeführt,  aber  aus  den  Zusätzen  zur  zweiten  Ausgabe 
eines  Werkes  geht  deutlich  hervor,  dafs  er  in  seiner  Ideenentwickelung 
ber  diese  formale  Darstellungaweise  hinausgegangen  ist  und  in  der 
Bftljtischen  Fornmlierung  der  Gi\^chivh}ffif]ikeitssijstenfe  die  wesentliche 
ttfgabe  der  Mechanik  gebundener  Systeme  erkannt  hat. 

Erst  durch  die  thatsäcbliche  Ausführung  dieses  kinematischen 
"ondgedankeus  erhielt  das  D'Alembcrtsche  Prinzip  in  Verbindimg 
^  dem  Prinzip  der  virtuellen  Arbeiten  eine  weitreichende  Leistungs- 
wgkeit,  während  es  ohne  denselben  ein  Schematismus  geblieben  %väre, 
^  «vis  solcher  nur  in  denjenigen  Fällen  ausgereicht  hätte,  wo  die 
■^ni Verbindung  unmittelbar  klar  vor  Augen  lag,  also  das  Ge- 
^^üidigkeitssystera  von  vornherein  bekannt  war. 

Pur  die  gebundenen  Systeme  ist  übrigens  die  Aufgabe  der  Mechanik 
*"  der  Aufstellung  der  expliziten  Bewegungsgleichungen  keineswegs 
«digt  —  es  bleiben  noch  die  Bestimmungen  der  Reaktionen  in  be- 
**'^en  Querschnitten  der  Teilsysteme,  in  den  Oelenkeu  und  den 
^^^enden  Lagern  als  eine  nicht  minder  wichtige  Problemgruppe 
^etostatik)  zu  behandeln. 


ElAbl  Reun: 


Diese  zweite  Seite  des  D'Älembertschen  Prinzips  war  in  der  vor- 
liegenden Arbeit  um  ao  mehr  hervorzuheben,  als  die  Darstellungen  der 
allgemeinen  Meehamk  dieselbe  meist  nur  oberflächlich  streifen.  Und 
doch  ist  der  Techniker  oft  in  der  Lage,  auf  die  Spannungsgleichungeii 
gröfseren  Wert  legen  zu  müssen  als  auf  die  genaue  Erforschung  der 
Bewegung  des  Systems. 

Zu  allen  Zeiten  haben  die  Anwendunffsgehktf  auf  die  rationelle 
Mechanik  einen  deutlich  erkennbaren  Einflufs  ausgeübt.  Zuerst  war 
es  die  Astronomie,  welche  besonders  die  Kinetik  des  freien  Punktsystem« 
in  der  erfolgreichsten  Weise  gefördert  hat^  dann  die  Physik,  die  schon 
soweit  und  in  so  eigenartigem  Sinne  auf  die  Kinetik  der  veränderlichen 
Systeme  eingewirkt  hat,  dafs  man  recht  wohl  von  einer  ,.phy8ikali8chen 
Mechanik"  reden  kann  —  und  in  der  neuesten  Zeit  sind  es  mannig- 
fache interessante  Probleme  der  theoretischen  Maschinenlehre,  die  nn- 
verkennbar  zu  einer  tiefer  gehenden  Bearbeitung  des  D'Alembertschen 
Prinzips  als  der  natürlichen  Grundlage  der  Kinetostatik  aufTordem. 

In  der  nachfolgenden  Darstellung  des  D'Alembertschen  Prinzipes 
und  seiner  Folgerungen  haben  wir  ohne  Ausnahme  die  gerichteteu 
kinematischen  und  dvnamischen  Grölsen  als  Vektoren  aufgefafst  und  dem- 
entsprechend auch  für  die  Rechnung  die  Algorithmen  des  ,.iuneren"  und 
des  „äulseren"  Produktes  zweier  Vektoren  benutzt.  Diese  Operationen 
haben  sich  schon  so  weit  eingebürgert,  dafs  wir  hier  nur  die  Bezeich- 
nungsweise  anzudeuten  haben  und  im  übrigen  auf  die  zahlreicbeii 
Schriften  (u.  a.  A.  Föppls  „Einführung  in  die  Maxwellsche  TheortV 
der  Elektrizität")  über  Vektoranalysis  verweisen  können. 

Wir  bezeichnen  jeden  Vektor  durch  einen  über  den  betreffentleii 
Buchstaben  gesetzten  Querstrich.  Danach  ist  das  „innere"  p*rodui't  de- 
finiert durch  die  Gleichung 

ah  =  ahcos(b\a). 

Das    „äufsere"    Produkt   ist   durch    einen    fortlaufenden    Querstrich  V- 
zeichnet,  da  es  einen  neuen  Vektor  darstellt.     Setzen  wir 

ah  =  c, 


so  ist  c  senkrecht  auf  a  und  ft,  und  seine  Gröfse   ist   bestiaunt  duna 


c  =  abB'm{h\a). 


HknniB  Iblgi  auch,  dafs 


ha '^  —  ah 
sein  mufe,  da  sin  ( fe  |  a)  =  —  siu  {ti  \  b)  ist. 


N 


N 
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Für  ternäre  Produkte  gelten  die  Relationen 

äFc  -=  cäb  =  bcä.  (vgl.  Föppl.  Einfuhr.  S.25) 


a{hc)  =  (äc) .  b  -  (ah)  •  c  (ib.  S.  27). 

liemäre  Produkte  treten  hier  nur  in  der  folgenden  Verbindimg  auf: 

äbcd  =  (ac){hd)  —  {hc')(äd). 

Das  Rechnen  mit  diesen  einfachen  Hilfsmitteln  hat  vor  den  ge- 
mlichen  aualvtischen  Koordinatemnethoden  den  nicht  hoch  genug  zu 
ktzendon  Vorteil  eines  ummterhrochen  anschaulichen  Einblicks  in 
,  naturgemülsen  Prozefs  der  Problemlösung,  indem  an  Stelle  des 
Stnatischeii  Rechnens  mit  arithmetischen  GrÖfsen  ein  vorwiegend 
Btruktives  Denken  tritt.,  welches  den  «nzersplitterten  geometrischen 
mechanischen  Gi-undhegriffen  Schritt  für  Sehiitt  im  Räume 
i 

A.  FommlieruEgen  des  Prinzipes. 

1,  Die  Vorgeschichte  des  Primi [ws.  —  Christian  Huygena  hat  in 
lem  ^Horologium  oscillatorium"  (U>73)  zum  erstenmal  mit  Erfolg 
1  schwieriges  Problem  der  Mechanik  gehimdener  Systeme  behandelt, 
Mn  er  das  Oscillationszentrum  für  das  zusammengesetzte  Pendel  in 
unartiger  Weise  durch  Anwenduüg  des  Prinzipes  der  Erhaltung  der 
Irgie  bestimmte.  Seine  indirekte  Lösungsmethode  dieses  wohl  zuerst 
El  Pater  Mersenne  gest^'llteu  Problems  sagte  dem  Geschmack  der 
itgenossen  nicht  zu  imd  veranlafste  einen  wissenschaftlichen  Streit, 
sich  bis  ins  IH.  Jahrhundert  hineinzog.  In  diesen  Zeitraum 
1 — 1703)  fällt  die  Vorgeschichte  des  D'Alembertschen  Prinzipes, 
oh  Bernoulli  schlug  zuerst  eine  direkte  Losung  vor,  nachdem  er 
den  glücklichen  Gedanken  gekommen  war,  den  Vektor  der  ein- 
gten  Kraft  (Schwere)  für  jeden  materiellen  Punkt  des  Pendels  in 
Komponenten  zu  zerlegen,  von  denen  die  er.ste  die  effektive 
lenbeschleunigung  hervorruft,  während  die  andere  die  Reaktion  in- 

rder  Systemverbindimg  darstellt.  Diese  letzteren  Vektoren  halten 
in  ihrer  Gesamtheit  das  Gleichgewicht,  da  sie  den  thatsiichlichen 
regungszu stand  des  Pendels  nicht  beeinHussen  kömien.  Aber  man 
tarnte  in  dieser  Periode  noch  nicht  die  grofse  Tragweite  dieser 
flamentalen  Ctberlegung,  glaubte  vielmehr  in  jedem  besonderen 
Le  eines  Systemproblems  eigenartige  Kunstgriffe  anwenden  zu 
in,  um  zu  den  Bewegungsgleichungen  zu  gelangen. 
Vielleicht  ist  es  als  ein  glücklicher  Umstand  für  die  Entwickelimg 
Kinetik    anzusehen,    dal's    die   Systeraatisierung  derselben  nicht  so 
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frilh  eintrat.  Jedenfalls  entging  man  den  Nachteilen,  welcte  eine  vor- 
zeitige Auswahl  und  Festlegung  einer  allgemeinen  Methode  auf  die 
freie  Entfaltung  des  originellen  Denkens  und  auf  die  Bildang  einer 
lebendigen  Anschaumig  der  Bewegungsvorgänge  im  konkreten  Falle 
nur  zu  oft  ausgeübt  hat. 

Newton  würdigt  in  seinen  „Prinzipien*'  (1687)  die  Kinetik  ge- 
bundener Systeme,  deren  erste  Entwickeluugsphaae  ihm  doch  aus  dem 
Hu y gensseben  Werke  bekannt  war,  kaum  der  Beachtung.  Indem  er 
sieh  auf  freie  Punktsysteme  beschrankt,  gebt  er  dem  dynamischen  Be- 
griff der  Systemreaktion  prinzipiell  aus  dem  Wege,  Dagegen  bat  er 
die  Bedeutung  seiner  „lex  tertia"  für  die  Mechanik  der  Maschinen 
(cf.  Pnncipia,  Legea  motus,  Scbolium)  im  allgemeinen  richtig  erkannt 
Da  er  jedoch  das  BernouUiscbe  Prinzip  der  Vektorzerlegting  für  ge- 
bimdene  Systeme  keineswegs  antizipiert  hat,  so  müssen  die  Versuche 
der  Engländer  (Thomson  n.  Tait,  Perry),  ihrem  grofsen  Landsroaone 
die  Entdeckung  des  D'Alembert sehen  Prinzipes  zu  imputieren,  als 
gänzlich  vorfehlt  erachtet  werden.  Man  sollte  überhaupt  bei  der  Be- 
urteilung der  Leistimgen  Newtons  in  der  Mechanik  stets  im  Auge  be- 
balten, dafs  er  mit  der  formalen  Begründung  und  speziellen  Erforschung 
der  Bewegungsgesetze  freier  Punktsysteme  (Planeteuproblem)  gerade 
genug  zu  thun  hatte,  und  dafs  diejenigen  Aufgaben  der  phrsischen 
Astronomie,  welche  sich  auf  gebundene  Systeme  (Präzeasion  des 
Äquinoktienl  beziehen,  zu  ihrer  Bewältigrmg  Hilfsmittel  verlangten,  di? 
ihm  durchaus  nicht  zu  Tlebote  standen. 

2,  Die  aUgemeine-  Auffassim(f  des  Primipes  dnrdi  B* Alemhert.  — 
Das  IH.  Jahrhundert  bildet  einen  ganz  eigenartigen  Abschnitt  in  der 
Geschichte  des  intellektuellen  Fortschreitens  der  Kulturvölker.  Die 
naiven  grundlegenden  Ideen  lagen  hinter  ihm  —  soweit  gefordert  and 
verbreitet,  dafs  die  führenden  Greister  nun  die  Verpflichtung  auf  sich 
nahmen,  diese  Ideen  von  dem  beschränkten  Boden  ihrer  Entstehon? 
loszureifseUj  ihre  Tragweite  nach  allen  Ricbtimgen  zu  erforschen,  sie 
zu  systematisieren  und  so  auf  den  vorhandenen  Fundamenten  6fli 
uns  —  den  aus  femer  Zeit  Zurückblickenden  ~~  in  seinen  Anfangen 
bescheiden  erscheinendes  Gebäude  der  exakten  Wissenschaften  aufzufBhiett* 
Aber  grofsartig  ist  diese  geistige  Architektur  des  18.  Jahrhunderts  dennoch J 

Die  Baumeister  sind  ihrer  hoben  Aufgabe  trefflich  gewachsen  " 
gründlich  ausgerüstet  dm-ch  die  rasch  aufstrebende  Mathematik,  nro- 
sichtig  und  weitblickend  dank  der  zahlreichen  wichtigen  Eutdecktingeo 
in  Astronomie  und  Physik  und  von  einer  Begeisterung  und  Liebe  fllr 
ihre  Sache  durcbdnmgen,  die  ihren  Leistungen  für  alle  Zeiten  das  Gfr 
präge  einer  lebensvollen  Klassizität  aufgedrückt  bat. 
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Mitten  in  diesem  Jahrhundert  mutigen  Schaffens  steht  D'Alem- 
bert.  Als  Philosoph,  Mathematiker  und  Physiker  hat  er  mit  erstaun- 
licher Energie  die  Wissen  schall  durch  zalilreiche  Abhandlungen 
bereichert  —  aber  seine  berleuteudsten  Leistungen  liegen  auf  dem 
spexiellen  Gebiete  der  Mechanik.  In  dem  „Tratte  de  Dytiamiqtie^* 
(1743)  hat  er  die  Gnmdlagen  der  Kinetik  geljundener  Systeme  gelegt 
wnd  damit  die  Ideenentwickelung,  die  vun  Galilei  so  erfolgreich  ein- 
geleitet war,  zu  einem  bestimmten  systematischen  Ahschlufs  gebracht. 
Die  unbeschränkte  Giltigkeit  des  Bernoullischen  Gedankens  der  dy- 
namischen Vektorzerlegung  für  unfreie  Systeme  war  nun  erkannt  imd 
wurde  in  der  Form  eine»  spezifisch  kinetischen  Prinzipes  der  all- 
gemeinen Bewegungslehre  als  unfehlbare»  Werkzeug  zu  Grunde  gelegt. 
Dieses  prinxipielle  Rezept  lautet  in  D'Alem berts')  Fassung  (Dyna- 
mik S.  58): 

^fMan  zerlege  die  jedem  Körper  (Masacnpunkfe)  eingeprägten  Jie- 
icegungen  (Impuhc)  a,  b^  c  elc.  in  je  zwei  andere  «,  a;  h^  ß;  c,  y  ek. 
derart^  da/'s  die  Körper,  icenn  man  denselben  nur  die  Beu'iyungen 
o,  6,  c  eic,  eimjcpragt  hätte,  diese  Beivcgmigen ^  ohne  sieh  gegenseitig  zu 
hindern,  Iditien  hewaiireii  können;   mui  dafs,  wenn  man  denselben  nur 

^ie  Betvegungen  a,  /J,  y  ete.   eitufeprägt  hätte,  da^  Bystetn   in  Buhe  ge- 

Ukiten  wäre." 

Wirkt  also  auf  den  Massenpunkt  m  des  Systems  ein  äufserer  Im- 

jmls  h,    welcher   van   iler   Kühe   aus  die  Bewegiingsgröfse  niv   hervor- 

bnngt,  so   entsteht    infolge    der  Systemverbindimgen    die    Reaktion    r. 

£b  ist  defnmach 

(^)  Ä  =  w  V  -f  r    • 

*"rjeden  Massenpunkt  des  Systems,  imd  die  Reaktiouaimpulse  r,  r",  r"  etc. 
'islten  sich  in  ihrer  Gesamtheit  das  Gleichgewicht.  Besitzt  das  System 
^W  dem  Auftreten  der  Impulse  h  bereits  Geschwindigkeiten,  die  durch 
'^  Symbol   Tq  bezeichnet  sind,  dann  ist 

^  jeden  einzelnen  materiellen  Punkt,  und  die  Resultante  aller  Reaktionen 
•[^iat  nach  wie  vor  gleich  Null.  Die  letzte  Gleichung  vermittelt  den 
Übergang  von  der  Kinetik  der  Impulse  zur  Kinetik  der  stetig  wirken- 
den Kräfte.  Für  da«  Zeitelement  dt  mufs  der  Impuls  k  von  derselben 
"•^ftenordnung  unendlich  klein  sein,  also  gleich  dh.     Dementsprechend 


1)  Wegi^n    der   bequemen  ZugtUiglit-hkeit    zitieren  wir  nach   <ler  deutscken 
Iß  Arthur  Korn  in  Ostwalds  Klanaikeraanunlung.     Leipzig  18i»9. 
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ist  auch  r  durck  dr  zu  ersetzen.  Der  zugehörige  Geschwindigkeits- 
zuwachs V  —  Vq  wird  gleich  dVf  und  wir  erhaltou  die  Relation 

(//*  =  mdv  +  f/r . 
Wir  setzen  femer 

dh  =  kdt,     df  =  sdi, 

beziehen  also  die  stetig  wirkenden  Kräfte  k  und  s  auf  die  Zeiteinheit 
und  gewimien  so  die  ürundgleichung  für  tlie  dynamische  Dauerwirkung 
in  der  Form 
(3)  l 

In  Bezug  auf  das  vollständige  System  halten  sich  die  Reaktionen  wieder 
das  Gleichgewicht.  D'Älenibert  hat  diesen  Übergang  för  ganz  selbst- 
veratändiieh  gehalten  und  hebt  ihn  deshalb  gar  nicbfc  besonders  herror. 
Mau  darf  ihm  daraus  auch  keinen  Vorwurf  machen ;  denn  die  prinzipielle 
Vorausstellung  der  Impuls auffassung  ist  jetzt  wieder  ganz  modern  gie- 
worden  und  hat  auch  den  allgemein  auerkauuten  Vorzug  gröfserer 
Anachau liebkeit  als  die  unmittelbare  Betracbtung  der  stetigen  Bewegung. 

Unserer  Schreibweise  der  Gleichungen   (l)   und  (3)   liegt  cifeubtir 
der    Satz    vom    Parallelogramm    der   Impulse    untl    Kmfte    zu    Grunde. 
D'Alembert   benutzt  als   statische  Prinzipien  aufserdem  den  Satz  des 
Hebels    und    andeutungsweise  das   Prinzip  der  virtuellen   Ge^chwindig* 
keiten  in   einer  Fassung,    welche  deutlich  erkennen   läJst,    dafs  er  die 
Tragweite  der  letzteren  nicht  einmal  in  dem  Umfange  erfafst  hat^  wie 
Jacob    Bernoulli    (1717).      Seine    zahlreichen    Beispiele    haben    %m 
diesem    Grunde   einen  etwas    einförmig    elementaren   Charakter,    wenn 
auch    ihre   Bedeutung    für    die  damaligen  Zeitverhältnisse   nicht  unter- 
schätzt werden   dari'.     Der   interessanteste  Teil  des  Traite,  nämlicb  die 
mathematische  ßebandlung  der  Stofsgeaetze,  muls  von  der  gegenwäxtigen 
Betrachtung  ausgeschlosseu  werden,   da  die  vollständige  Durchführung 
derselben  physikalische  Hypothesen  verlangt. 

3.    Die    allgemeine^    fornmle    Elimination    der    Rcaktiottcn    dutA 
Lagrange.  —  D'AIembert  sagt  in  seinem  Traite  (S.  57): 

„Ich   werde  mich   hier  begnügen ^    die  Bewegung  dir  Körper  at  ho^ 
handeln,    welehe   auf  einamler  in  beliebiger    Weise  shfsen,    oder  sotehtr, 
wdcke  auf  einander  durch  Fäden  oder  imhiegsame  Stäbe  Züge  ausixen. 
Ich  werde  mich  um  so  lieber  an  diesen  Gegenstand  halten,  als  uns  k^er 
die  (fröfsten   Geometcr  nur  eine  sehr  llcinc  Zahl  von   Problemen  tii*>^ 
Art  gegdten  haben  und  ichf  wie  ich  hoffe,  durcf^  die  allgemeine  J/riAWc, 
welche  idi  darlegm  werde,   alle,   die  mit  der  HecJienkunsi  und  mit  '/<« 
Prineipien  der  Mechanik  vertraut  sind,  in  den  Stmid  setge^  die  schtcvf^ 
stiin  Probleme  dieser  Art  zu  lösen.'^ 
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Dieser  kübne  Ausspruch  kann  gar  leicht  Anlafs  zu  Mifsverstäud- 
nissen  in  Betreff  der  Leistungsfähigkeit  der  D ' AI embert  sehen  Me- 
thode geben.  Bei  allen  einfacheren^  d.  h.  leicht  übersehbaren  Sjsteni- 
verbiuduugeu  koimte  er  selbstvei-stiindlieh  die  Reaktionen  r  oder  .s  cli- 
luinieren  —  du  in  diesen  Fällen  die  elementarsten  statischen  Prinzipien 
ausreichten  —  und  gelangte  auf  diesem  Wege  zu  den  kinetischen 
Differentialgleichungen.  Hätte  er  aber  nur  statt  der  diskreten  Massen- 
puukte  (cof'ps)  bei  seinen  Faden-  und  Stabverbindungen  starre  Systeme 
von  endlichen  Dimensionen  betrachtet,  so  wären  ihm  die  Grenzen  der 
Leistungsfähigkeit  der  ihm  zu  Gebote  stehenden  statischen  Hilfsmittel 
nnr  zu  bald  zur  Erkenntnis  gekommen.  Aber  den  wichtigsten  prinzi- 
piellen Schritt  zur  Begründung  der  Kinetik  gebundener  Systeme  hat 
er  doch  gethan.  Gerade  weil  er  die  Aufstellung  der  Bewegungs- 
gleichungen solcher  Systeme  auf  ein  rein  statiaeh^s  Problem  allgemein 
zurückgeführt  hatte,  so  setzte  er  damit  der  Mechanik  seiner  Zeit 
ein  ganz  bestimmtes  Ziel,  dessen  Tragweite  er  selbst  nicht  gekamit 
hat,  nämlich  die  .sifsf/nmÜfiche  Ätisb'ädimg  der  Stnitk  gebundent-r 
Systeme,  die  von  seinem  jüngeren  Zeitgenossen  Lagrange  mit  wahr- 
haft erstaunlichem  Erfolge  betrieben  vrarde. 

Auf  der  Idee  Jobann  Bernoullis  weiterbauend,  hat  Lagrange 
das  „Prinzip  der  virtueUen  Geschwindigkeiten'*  als  die  allgemeinste  formale 
Grundlage  der  Statik  aller  materiellen  Systeme  geschaffen.  Die  Aus- 
arbeitung dieses  fundamentalen  Prinzips  in  Rücksicht  auf  starre 
Systeme,  Gelenksysteme  aus  starren  Gliedern,  Fadensysteme,  feste, 
elastische  und  flüssige  Kontinua  hat  diesen  genialsten  Förderer  der 
Mechanik  von  seinem  24.  Lebensjahre  bis  zu  seinem  Ende  (1813)  be- 
cliäftigt.  In  seinen  gesamten  Werken  nehmen  diese  Leistungen  freilich 
verhältuismälsig  kleinen  Kaum  ein,  aber  sie  leuchten  wie  ein  be- 
ider» kostbarer  Edelstein  aus  dem  reichen  Schatze  seiner  Schöpfungen 

or.     Die  „Mecantque  analiftique"  (1 788)  wurde  das  ,,sd€fifift€  poem'^ 

Hamilton  und  wird  es  bleiben,  so  lange  man  die  Mechanik 
oach  Leonardo  da  Vinci  als  das  „l'aradies  der  Mathematik"  be- 
^^Ächtet 

Der  Kernpunkt  in  dem  Lagrangeschen  System  der  Mechanik  ist 
"^^  scharfe  und  zielbewufste  Auffassung  des  Begriffs  der  imtgikhen 
^^fSfdtmndigkeit  (oder  des  hiermit  gleichbedeutenden  virtuellen  Be- 
^^gungselementes)  eines  beliebigen  Massenelementes  eines  wohldefinierten 
'^^atfrieilen  Systems.  Soweit  es  gelungen  ist,  solche  möglichen  Ue- 
***hwindigkeitfisy8teme  zur  maÜienuühehen  Fonnulierumj  zu  bringen, 
*^*^eit  hat  die  Mechanik  positive  Resultate  erzielt  —  darüber  hinaus 
^^  alles    im    Dunkeln.     Kennt    man   den    eindeutigen,   vollständigen 
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Ausdruck  für  das  virtuelle  Bewegimgselement  di  eines  Systempunktes 
mit  der  Masse  nif  dessen  Ort  im  Raujue  durch  den  Vektor  j:  bcsimmt  ist, 
80  bestellt  für  das  Gleiidigewieht  eines  Impuls-  «»der  Kräftesvstems  h, 
resji.  k  nach  dem  Prinzip  der  virtuellen  Vei-schiebungen  die  Gleichung*) 

ZKöIy  =  0     oder     Zkröx^  =  0, 

wobei  sich  die  Summationen  über  das  ganze  System  erstrecken.  Nach 
Ausführung  der  „inneren^'  Vektorprodukte  zerfallt  jede  dieser  Gleichungso 
in  ein  System  vuu  ebenso  vielen  unabhängigen  statischen  Relationen,  als 
in  don  d:c  von  einander  unabhängige  Parameter  resp.  Systemkoordinateji 
vorkommen;  denn  v^ir  haben  im  Hinne  Lagranges  vorausgesetzt^  dafe 
d.^-  eindeutig  mathematisch  formuliert  ist. 

Ist  die  Anzahl  dieser  Parameter,  für  das  ganze  System  genommen, 
eine  unendlkhe,  so  wird  die  virtuelle  Arbeit  nur  für  ein  wohl- 
deflniertes  liiiHmdmwni  des  Systems  explizit  ausgeführt,  und  miA 
erhält  im  allgemeinen  partielle  Differentialgleichungen  als  BedingiingS' 
gleichungeu  des  Gleichgewichts  für  ein  Kräftesystem,  welches  zu  jedem 
Kaumelement  festgel^  sein  muss.  Die  inneren  Spannungen  fallen  aus 
den  kinetischen  Gleichungen  jetzt  nicht  mehr  heraus, 

Lagrauge    hat    allerdings    in    seinen    statischen    Entwicklungeu 
nicht    immer    den    volkiämUgmi    Ausdruck    für    Öx   im    Auge   gehabt, 
sondern   gerade   in   seinen  allgemeineren  Ansätzen  mit  besonderer  Vo^ 
liebe    vielfach    Btvlhigimffsylekhufif/ett     benutzt.      Hier    soll    aber,    wie 
schon  bemerkt,  von  allen  holonomen  ßeilingimgen  ausdrücklich  abgesehen 
werden,  während  nicht  bolonome  Einschränkungen  der  Bewegungen  - 
ungeachtet  ihrer  grofsen  Bedeutung  für  die  Kinetik  realer  Bewegung»- 
Vorgänge  —  von  der  gegenwärtigen  Beti'achtung  des  D'Alembertscli« 
Prinzipes  ausgeschlossen  werden. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  engere  Auffassung  nehmen  die  kinetiscbtai 
Gleichungen  die  Form  an: 

Zi'dx  =  Ü     oder    Z^Öx  «=  0, 
wofür  man  wegen  der  Gleichungen  (1)   und   (3)   auch  schreiben  kann: 

(4) 
(5) 


£{h  -  mv)dx  -  0, 
:)Äi=0. 


^(^- 


m 


dt) 


Diese  Gleichungen  bilden  in  dem  Lagrangeschen  System  dieGrunii 
lagen  der  Kinetik  der  Impulswirkungen  und  der  stetigen  Kraftwirk^'K 
Die  spezifische  Leistung  Lagranges,  nändich  die  Durcharbeitung  «1'^*'^ 


i 


1)  Der  Fall  der  Ungleichung  wird  liier  und  im  folgenden  audgesdiloa*^ 
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Fundamentalgleicliuugeu  für  diejenigen  Problemgruppen,  welcbe  hier 
zunächst  berücksichtigt  werden  sollen,  findet  in  Abschnitt  C  eingelieiidere 
Erörterung. 

4.  Da^<  D'Alemhcrtsciw  Prinzip  hei  Poisson.  —  D'Alembert  so- 
wohl als  auch  Lagrange  hatten  als  nächstes  und  wichtigstes  Ziel  die 
Gewinnung  der  Dißh'cntiahjUirlmngt'n  der  Beivvgung  im  Auge,  während 
ihnen  die  Bestimmung  der  Jlmliimwn  ein  Problem  von  unter- 
geordneter Bedeutimg  war,  das  sie  zwar  nicht  in  allen  Fällen  ver- 
nachlässigten, aber  docli  unter  aEgemeinen  Gesichtspunkten  nicht 
weiter  verlblgteu.  Die  immer  mannigfacher  werdenden  Anwendungen 
der  rationellen  Sjstemmechanik  mufate  jedoch  die  Mathematiker  im 
Laufe  der  Zeit  darauf  aufmerksam  machen,  dafs  auch  diese  anfangs 
Temachlässigte  Seite  des  D'AIembertschen  Prinzips  —  die  Kine- 
tostatik  —  für  die  Praxis  ebenso  wichtig  sei,  wie  die  Bewegungs- 
erscheinungen als  solche.  Nun  hatte  Lagrange  die  Anwendungen  der 
Mechanik  auf  astronomische  Probleme  ganz  besonders  bevorzugt, 
während  iimu  tue  technischen  Anwendungen  fern  lagen,  wie  ja  auch 
seine  prinzipielle  Ignorierung  der  Flächenreibung  in  der  j,Mccanique 
analytiqui^*  zur  Genüge  zeigt. 

Poisson  hatte  gleichfalls  ein   grofses  Literesse  für  astronomische 
Probleme  (Stürungstheorie,  Präzession  imd  Nutatiou),  aber  er  betrachtete 
doch    die   Ausbildung   der   merhanischen   Physik   als   die   Haupt-aufgabe 
seines  Lebens  und  war  dadurch  von  der  systematischen   Weiterbildung 
der  allgemeinen  rationellen  Mechanik  schon  frühzeitig  abgelenkt.     Da- 
neben hat  er  sich  mit  grofsem  Erfolge  auf  spezifisch  praktische  Probleme 
geworfen  und  in  dieser  Kiebtung  den  Grund  gelegt  für  die  „Memmqm' 
(ipjtliquf'c'^   die   bald   in   Poncelet   ilireu   eifrigsten   und    geschicktiisten 
Vertreter  tand.     Auch  Poissons  schöner  Arbeit  über  die  Wirkung  des 
Schusses    einer    Kanone     auf    die    verscbiedeuen    Teile    ihrer    Lafette 
(J-  Polyt.  cah.  21)    wollen    wir   hier   gedenken,    um    anzudeuten,    wie 
*eine  Tendenzen  —  im   Vergleich    mit  den   Lag  ran  gesehen  —  schon 
^Jne  merklich  andere  Richtung  genommen  hatten. 

In  Poissons  ,,Tmite  de  Mmimqiie'^  (1811)  finden  wir  daher  eine 
Auffjissiing  des  D'AIembertschen  Prinzipes,  welche  die  Bedeutung  der 
^^*^hiionen  (iimere  Spannungen,  Auflagerdrücke  der  bewegten  System- 
^lie)  scharf  hervorhebt  und  namentlich  bei  den  praktischen  Problemen 
^®**    wesentlichen  Einfluss  der  linhutujnt  lierücksichtigt. 

Die  zahlreichen  Lehrbücher  der  rationellen  Mechanik,   welche  auf 

**  lusons  Traite  folgten,  bieten  nichts  Bemerkenswertes  in  Bezug  auf  die 

*^**nmlierung  des  D'Alemhertscben  Prinzipes.    Selbst  das  vortreffliche 

'^^^    in    mancher  Richtung    aufserordeutlich    gründliche   Lehrbuch    von 

Archiv  d«r  M«Uit>m»tik  and  I'hjralk.    Ul.  Reibe.    11  5 
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Routh  (Rigid  Dynamics)  giebt  die  stereotype  Auffassong  wieder.  Bin 
welche  sich  eine  briefliche  Auslassung  Airys  über  das  Prinzip  aa- 
Bcklielst,  die  aber  sachlich  nichts  Erhebliches  enthält. 


B.   Die  kinematischeD  und  dynamischen  Omndbegriffe. 

5.  Kinmuitisciw  Konifmtah'onen  mit  efftktivm  Elementen.  —  Die 
Grundbegriffe  der  Kinematik  des  Punktes  sind:  der  ortsbestimmende  Vektor 
desselben^  welchen  wir  mit  x  bezeichnen  wollen,  die  totale  Zeitderivierte 

dieses  Vektors   j7  ==  ^  =  ^%  welche  das  analytische  Mafs  der  Geschwin- 
digkeit darstellt,  und  die  totale  Zeitderivierte  des  Geschwindigkeitsvektorsir, 

d~x       ~        - 
nämlich    jT  =  -^  =  «'r  welche  die  Beschleunignng   der  Punktbewegung 

genannt  wird.     Wir  bilden  nun  die  skalaren  Funktionen 


F={xx 


und 


£=; 


XX. 


P  nennen  wir  die  Polfunktion  oder  die  determinierende  Funktioo 
des  Vektors  x.  E  ist  die  Energiefunktion  (für  die  Masseneinheit)  oder 
die  determinierende  Funktion  des  Vektors  x.  Aus  den  drei  Grössen 
Xf  Xf  X  bilden   wir  femer  drei  „innere*'   und  drei   ^^aussere"  Produkt«; 

dann   erkennt    man   unmittelbar,   dal's   xx  =  -^j,   XX  =  -^  —  2  £  and 
XX  =  j      wird-     Das  äufsere   Produkt  xx  ist  ein  Vektor,  welcher  auf 

X  und  X  senkrecht  steht  und  die  Gröfse  xx  sin  (x\x)  besitzt.  Mm 
nennt  diesen  Vektor  in  der  Kinematik  des  Punktes  die  doppelte 
Sektorengeschwindigkeit  des  Vektors  x,  wir  ziehen  jedoch  hier  —  mit 
Rüeksicht  auf  seine  Verwendung  in  der  Mechanik  der  gebundeaeo 
Systeme  —   den   Namen  ^,Moment  der  Geschwindigkeit**   vor  und  be- 

jy 

zeichnen   denselben   mit  M^.     Dann  ist  selbstrerständlich  xx^-^f' 

Die  dritte  Kombination  durch  äufsere  Produktbildung  ist  xx.    Di^-^ 
Vektor   steht  auf  der  Geschwindigkeit  und  der  Beschleunigung  gleicii.— 
zeitig  senkrecht  und  hat  ilie  Gröi'se  xx  sin  {x'x).     Sein   skalarer  Wer-fc 
ist  auch,  wie  man  ohne  weiteres  erkennt^  gleich  dem  Quotienten  v^'.f-. 
wenn  der  Hauptkrümmungsradius  in  dem  betreffenden  Punkte  der  Bai». 
mit  Tj  bezeichnet  wird.    Er  ist  bis  jetzt  kinematisch  nur  von  Somo»  ^ 
in  Betracht  gezogen  worden.    Da  er  noch  keinen  Namen  erhalten  ha-^^ 
so   woUen    wir   ihm   seine  Anonymität  auch   ferner  bewahren  und  dft^*' 
selben  im  folgenden  mit  dem  Symbol  B  kennzeichnen. 

Die  direkten  Kombinattonen  der  kinematischen  Gnmdeiemente  s»** 
also  in  schematischer  Zusammenstellung: 
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I. 


XX  =^ 


Innere  Produkte: 
dp 


ät' 


TT  =  —  ~2E 


XX  = 


Äufsere  Produkte: 

XX  =  M„ , 

XX  =  B. 


6.    Kinematisciw   Kmnhinationefi   mit  tnrktellen  Eletnenkn.  —  Die 
entsprechenden  kinematischen  Kombinationen   mit  dem  virtuellen  Weg- 
element bilden  wir  nur  mit  dx,   nicht  mit  ö'-x,   da  wir  die  „astatische 
Kinetik",  von  welcher  nur  die  rudimentärsten  Grundbegrifie  ausgebildet 
sind,  von  dieser  Betrachtung  ausschlielsen    Unter  dieser  Einschränkung 
kommt    also   zunächst    das    skalare  Produkt  .irdx    in  Betracht.     Seine 
Bedeutung    ist    der    systematischen   Kinematik    geläufig.      Wir   setzen 
xdx  =  d'At]    dann    ist   A„   diejenige    Funktion,    welche   man   für   die 
Maaseneinheit  die  „Aktion"  des  hewegüchen  Punktes  genannt  hat.     Die 
Symbole   d'   und    d'    bezeichnen    hier   und    im   folgenden  Differential-, 
resp.  Variationsausdrücke,  welche  im  allgemeinen  nicht  das  vollständige 
Diflerential,  resp.  die  vollständige  Variation  derjenigen  Funktionen  sind, 
auf  die   sich  die  betretfenden  Symbole   beziehen.     Durch  eine  einfache 
Differentiation   der  vorhergehenden  Krlation  nach   der  Zeit  findet  man 
nun  die  folgende  Identität: 

d 


xdx  =  ^j^(d'Ä,}-  AE. 


Hierin  ist  natürlich 


dE  =  xdx, 


Wir  nehmen  nun  —  der  Vollständigkeit  wegen  —  auch  die  den 
^wUirm  Produkten  entsprechenden  Vektorpnxlu/de  hinzu.  Das  äufsere 
"mdukt  xdx  steht  auf  der  Geschwindigkeit  und  dem  virtuellen  Weg- 
weincnt  senkrecht  imd  bat  den  absoluten  Wert  xdx  6m{dx^^x).  Setzen 
'^ir     Jrdx  =  d'Scf   80    folgt   durch   Diflerentiation    nach   der  Zeit  t  die 

Identität:  ^       _         

xdx  =  -7-(<J'/S,)  —  xdx. 

Hiernach  haben  wir  das  folgende  Schema  kinematischer  Kombinationen 
ui»t    dem  virtuellen  Wegelement  Öx: 


|1)    xdx=d'Ä,, 

Ux'=^^^{d'Ä,)-dE, 


u. 


2')    Idx  =  ^^id%)-xdx, 

6» 


68 


KabL   HETTXr 


7.  Dynamische  Komhinaiumcn  mit  effektiven  Elenienien.  ~  Die 
entsprechenden  dynanmchmt  Grandbegriffe  sind  der  Impuls  h  und 
die  dauernd  wirkende  Kraft  h.  Das  innere  Produkt  xh  kann  als 
das  elementare  „Virial  des  Impulses"  bezeielinet  werden,  indem  wir  die 
Nomenklatur  von  Clauaius  mit  einer  unbedeutenden  Abändernng  auf 
Momentankräfte  (Impulse)  übertragen.  Wir  setzen  xh  =  ?'/,.  Der 
analoge  Begriff  fiir  zeitlicbe  Kräfte,  nämlicb  .r/i%  ist  in  der  Mechanik 
eingebürgert.  Wenn  wir  xk  =  Vk  setzen  und  Vt  als  „Virial  der  Kraft"  k 
bezeichnen,  sn  ändera  wir,  wie  es  bereits  üblich  ist,  nur  das  Vorzeichen 
der  von  Clausius  so  benannteu  Grölae  and  lassen  den  von  ihm  ein- 
geführten Faktor  \  weg. 

Dem  üblichen  Sprachgebrauch  entsprechend,  l^edeut^n  die  Produkte 
xh  =  L,,  und  x k  =  Li  die  „Leistung^'  des  Impulses  h  und  der  dauernd 
wirkenden  Kraft  l\  Die  äufseren  Produkte  xh  =  M/,  und  xk  —  M^ 
sind  die  „Momente"  von  ft  nnd  k  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  des 
Vektors  x. 

Die  „äufseren"  Vektorprodukte  i-^  =  N\  und  xk  =  Nk  sollen  im 
folgenden  nur  gelegentlich  betrachtet  werden,  da  ihre  mechanische  Be- 
deutung noch  nicht  genügend  untersucht  ist.  Gerade  aus  diesem  Grunde 
empfehlen  wir  sie  hier  aber  doch  der  Beachtung.  Denn  es  hat  sich 
bei  der  EntwickUmg  der  systeraati scheu  Mechanik  schon  wiederholt 
heransgestellt,  dafs  foimale  Konzeptionen,  die  anfangs  als  unnütz  ao- 
gesehen  wurden,  später  eine  grofse  Bedeutung  erhielten.  Ich  erinnert 
in  dieser  Beziehung  nur  an  die  von  Schweins  eingehend  betrachteten 
Fliehmomente,  die  nachher  als  Viriale  durch  die  Arbeiten  von  CIäusib« 
und  Yvon  Villarceau  zu  allgemeinem  Ansehen  gebracht  wurden. 

Die  Zusammenstellung  der  dynamischen  Kombinationen  mit  effek- 
tiven kinematischen  Elementen  ergiebt  demnach  die  folgende  ÜbersjciiJ: 


m. 


Für  Momentankräfte: 

Für  Zeitkräfte: 

1) 

^h  =  r,, 

1') 

xl=  F», 

2) 

xh=  Lkf 

2-) 

xk  =  Uf 

3) 

xh  =  Ma, 

30 

xk  =  Mky 

4) 

Yh^Nn- 

4') 

xk=lft. 

H,  Dynamische  Eomhinationen  mit  dem  virti4dl€n  WegeUweni  " 
Unter  dieser  Rubrik  sind  die  „inneren"  Produkte  h'dx  =  d'A\  ^^ 
k  •  dx  =  d'Ak  die  wichtigsten,  denn  sie  definieren  ilie  virtuelle  „Arbeit' 
für  Momentankräfte  und  Zeitkräfte.  Daneben  wollen  wir  aber  auch  hief 
die  entsprechenden   äufseren  Produkte  h  •  dx  =  ö'S,,  und  }.dx=^^'^^ 
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sttäisdwti  Betrachtung  der  System- 


mit    aufführen'),    da    sie   Itei   d* 
mechanik  von  Nutzen  sind. 

Wir  erhalten  also  die  folgende  Zusammenstellung: 


^ 


IV. 


Für  Momentankräfte: 


Für  Zeitkräfte: 


0  lc^(ix  =  Ö'S,. 

Die  im  vorstehenden  angeführten  kinematischen  und  djTiamischen 
Kombinationen  bilden  in  bestimmter  Umgrenzung  ein  formales  Gerippe 
der  systematischen  Meclmnik  des  Punktes.     Natürlich  kann  nrnn  naeh- 
traf^Lich  nicht  wünschen,   dafs   sich   die  Mechanik   nach   einem  solchen 
schematischen  Programm  hätte  thatsächlich  entwickeln  sollen;  denn  dies 
bielse   die  Petlanterie   znr  Richtschnur  des   Fortschrittes   machen,   was 
einer  gesimden  Entwicklung  prinzipiell  zuwiderläuft     Andererseits  haben 
wir  jetzt,   nachdem   die  Statik   und   Kinetik  in  einer  bochausgebildeten 
Entwicklungsphase  vor  uns  liegt,  wohl  das  Recht,  die  Frage  zu  stellen, 
wie  sich  die  aus  niaimiigtachen  imd  häufig  mehr  oder  weniger  zufälligen 
Bedürfhissen  hervorgegangenen  örundbegriffe  einem  künstlichen  Schema 
imterordnen  lassen.    Selbst  schein}>ar  abgelegenere  allgemeine  Sätze  der 
Mechanik,  wie  das  Theorem   von  Yvon  Villarceau  ftir  freie  Punkte 
Systeme,  haben  in  einem  solchen  Schema  eine  bestimmte  Stellung.    Der 
angedeutete  Satz  ist  niclits  anderes  als  die  Formel  2)  der  Übersicht  I, 
nachdem   die  Summation   über  das  gamie  Punktsystem   ausgeführt  ist. 
Für    uns    hat    die    Aufstellung    der    obigen   Schemata    einen    ganz 
bestimmten  Zweck.    Wir  wollen  dieselben  nämlich  unmittelbar  auf  die 
D'Alembertsche    Grundgleichimg,    welche    die   Zerlegimg   des   dyna- 
mischen   Vektors     ausdrückt,     anwenden    und    dadurch    Verbindungen 
zwischen    den    fundamentalen    kinetischen    Relationen    offen    legen,    die 
»ich  auf  anderem   Wege   nicht  so   ungezwungen    darzubieten  scheinen. 

C.    Allgemeine  Polgenmgen  aus  dem  D'Alembertschen  Prinzip. 
U.   VinalsdUt;  für  gehmuhiw  Sifsffme.  —   Durch  die  Operation  der 
n»niieien**   Produktbildungen   folgt   aus   der  D'Alembertschen  Impuls- 
gl^ichuDg 
M     —,_  Ä  =  mx  -\-  r 

J  i)  Die  Gleichung  (f'S^  =  o  enthillt  in  ihrer  Anwendung  stif  dae  etarre  Syitem 

^k  ^  »oU«tändjgen  und  hinreichenden  BedingTingen  für  alle  asUttischen  Gleichgewichta- 

fn  *ö«a»B.    Sie  Uxisifi  also  hier  daaaelbe,  wie  die  Gleichung  der  virtuellen  Verscläe- 

fV  ^«Bgen  «J'A,  =  Ü  für  da«  Fosiiionsgleichgewicht. 


(7)  äi 

oder  in  Worten  ausgedrückt: 

Für  jedes  gebundene  System  ist  die  Differenz  der  Sysiemviriak  dir 
Impitlse  und  Beaktionen  gleich  der  voIlsUindigen  Dcrivierten  der  Pol- 
funktion  mich  der  Zeit 

Für  ein  starres  um  den  Anfangspunkt  der  Vektoren  jr:  rotierende« 
System  ist  offenbar  P  konstaut.    Folglich  gilt  in  diesem  Falle  der  Säte: 

Bei  defit  rotierend ett  starren  Systenif  auf  welches  nur  hnpitlse  mrheny 
ist  das  Virial  aller  Impulse  gleich  dem  Virial  aller  ElernetUa/rreaklioiMt 
wenn  beide   Viriaic  auf  dc7i  festen  Funkt  bezogen  werdeti. 

Ganz  in  derselben  Weise  behandeln  wir  die  D'Alembertsche 
Gleichung  für  Zeitkräfte: 

Je  =  mx  +  s 
und  erhalten  ztmächst 

x~k  =  mxx  +  xl. 

Setzen  wur  jetzt  für  das  ganze  System 

Smzx  =  E, 

80  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (2)  des  Schemas  I: 


(8) 


2E, 


dt 

welche  füi*  freie  Systeme,  also  für  F,  =  0  in  das  Theorem  von 
Tvon  Villarceau  übergeht.  Für  gebundene  Systeme  besteht  demnach 
der  allgemeine  Virialsatz: 

Das  Virial  der  auf  ein  System  mirkendoi  ElemetUarkräfie^  vermindoi 
um  das  Virial  der  eutsprcdtenden  Eiern e}ilarreakHonen,  ist  gleich  der 
gweitefi  Derimerteti  der  sugeMrigmi  Polfwddion  tiach  der  Zeit,  vermindert 
um  die  doppelte  Energie  des  Systems. 

Für  einen  um  einen  festen  Punkt  rotierenden  Körper  ist  P  tob 
der  Zeit  unabhängig.     Mithin  gilt  hier  der  Satz: 
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12.  Zwei  analoge  Sätze  für  den  (iynumiscfum  VeJcior  N.  —  Wird 
die  iiiiTsere  Produktbililung  mit  dem  Geachwindigkeitavektor  x  aus- 
gefüJirt,  so  gewinnt  man  die  Gleichungen: 


oder,  wenn 
•geeetzt  wird, 


Zih  =  Exr  und  Txk  =  £mxx  -\-  Exs^ 
£fnxx  =  B 

Na  =  N,.  und  N*  -  N,  =  B. 


Der  Übersicht   wegen   stellen   wir  die  alhjemehwn   Folgenuigen  in 
der  nachstellenden  Tabelle  zusammen: 

V. 


Für  Momentankriifte. 

Für  Zeitkrafte: 

1)V^-V^-W> 

1')  V,-V.  =  '|;^^-2E 

2)  L,  =  2E, 

2')L*=§, 

3)  Ma  -  M,  =  M„ 

3')M*-M,=  ^, 

4)  Na  -  N.  =  0. 

40  N,  -  N.  =  B. 

D.  Die  Differentialgleichungeii  der  Bewegung. 

13.    Bie   Lafjranfjc-HaniiUouschi'  Form    ths    D' Al(:mbf:risch^t' 
Prinzips  für  hnpulse  und  Zettkräfte.  —  Aus  der  Grundgleichimg  f&r  lU« 
Zerlegung  des  eingeprägten  Impulses 

h  =  mx  -\-  r 

folgt    durch    Multiplikation    mit   dem    virtuellen  Wegelement   dx  i*^ 
nachfolgeude  Summati on  über  alle  Masseupimkte  des  Systems: 

Zhdx  =  Zmxdx  -f  2:rdx 
oder 

d'AA  =  d'A. -f  d'Ar. 

Da  nach  dem  Prinzip  der  virtuellen  Verschiebungen  d'A^=0  iM 

so    erhält  man    die   Grundgleichung   der   impulsiven   Bewegung  in  «^ 

Form  '. 
(9)                                              ^'A^  ^  d'A,. 

FiLr  zeitlieh  wirkende  Kräfte  bildet  man  den  Ausdruck 
Zk  '  öx  =  Zmx  '  öx-i-  £s  '  dx 


K 
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oder  nach  GL  (2)  des  Schemas  II 

(10)  d'A,==^^(d'A,)-dE, 

da  £8'  dx=^0  ist. 

Die  Gleichungen  (9)  und  (10)  sind  ala  formale  analytische  Aus- 
drücke des  D 'Ale m bertsehen  Prinzips  anzusehen  und  rühi'en  h'ide 
von  Lagrange  her.  Auch  der  aus  der  Gleichung  (10)  durch  lute- 
p^tion  nach  der  Zeit  t  hervorgehende  Ausdruck  war  Lagrange  (Mec. 
anal.  2.  ed.  Bd.  1,  S.  S07 — «-ilO)  vollständig  geläufig  und  wurde  von 
ihm  der  Ableitung  der  Euler  sehen  Grleichungeu  für  den  rotierenden 
Körper  (Mec.  anal.  Bd.  2,  8.  238 — 240)  zu  Grunde  gelegt.  Es  scheint 
mir  notwendig,  dies  hier  ausdrücklieh  hervorzuheben,  weil  man  die 
Integralformel: 

1)  [d'A.l  =f(dE-{-d'A,)dt 


immer  noch  al8„Hamilton8chesPrinzip"bezeichnet, obwohl  es  Hamilton, 
der  die  Mecanique  analytique  sehr  genau  kannte,  niemals  eingefallen  ist, 
die  Autorschaft  für  dieselbe  in  Anspruch  zu  nehmen.  Sein  Verdienst 
beatehi  in  der  Aufstellung  und  Verwendung  der  „charakteristischen 
Ftmktion"  und  der  Erkenntnis  ihrer  Bedeutung  für  die  formale  Dar- 
stellung der  kanonischen  Integrale,  wenn  eine  Kräftefunktion  existiert. 

14.  Änahfff  Vekforfurmelu ,  in  weldten  die  Eeaktionen  nuM  eli- 
^tniert  sifui.  —  Für  Impulse  erhält  man  durch  äufsere  Multiplikation 
*^^f  Grundgleichung  die  Relation 


I^h  ■  dx  =  £mx  •  dx  ■}-  Zr  ■  dx 
^^T    in  unserer  Bezeichnung: 

Ebenso  folgt  aus  der  Gleichung: 


Sk'  dx  ==  Em'x    dx^  Es'dx 

mit     Hilcksicht  auf  die  Gleichung  2')  des  Schemas  II  der  Ausdruck 


d  r.,-E^ 


d'S*  =  f^(<J'S,)  -  Emx  •  dx  +  <J'S, 
**^**'    durch  Integration  nach  der  Zeit  t: 

tu. 
Die   raerhaniselie  Bedeutung  dieser  Formel,  welche  ich  bisher  nur 
Jttl_emf»chen   Beispielen    untersucht   uud    auch    in   Lagrangesche    all- 
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gemeine  Koordmaten  transformiert  habe,  mögen  liier  iinerörtert  bleiben, 
da  ich  hoffe,  in  der  Fortaetzung  dieser  Arbeit  über  das  D'Alerabertsche 
Prinzip  Eingehenderes  mitteilen  zu  können. 

1 6.  Systmie  nwfflicJwr  Geschwindigleiten.  —  Unter  einem  vollständigen 
System  der  möglichen  Geschwindigkeiten  eines  beliebigen  materiellen 
Komplexes  verstehen  wir  die  Gesamtheit  der  analytischen  Ausdrücke  für 
X  oder  —  was  damit  gleichbedeutend  ist  —  fiir  die  virtuelle  mit  den 
Systemverbindungen  verträglichen  Verschiebungen  6x,  welche  man  durch 
Beriicksichtigimg  der  effektiven  Eleraentarbewegungen  aller  Massen- 
pimkte  gewinnen  kann.  Da  wir  uns  hier  auf  die  einfachsten  materiellen 
Systemgattungen  (starres  System  und  Gelenkketteu)  beschranken,  so 
liegen  uns  diese  Geschwindigkeitssysteme  prinzipiell  in  fertiger  Gestalt 
vor,  wenn  auch  vielleicht  in  einzelnen  Fällen  noch  manches  nicht  ge- 
nügend durchgearbeitet  ist. 

Zur  Darstellung   der  Geschwindigkeitasysteme  für   alle  materieUen 
Systeme  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Freilieitsgraden  giebt  es  zwei 
wesentlich  verschiedene  Wege,  die  eich  historisch  im  Anschluls  an  das 
Problem  des  starren  Körpers  entwickelt  haben.    Euler,  Ciairan t  und 
D'Alembert  gewannen  gleichsam  durch  eine  exakte  Intuition  für  das 
rotierende  starre   System   den   kinematischen   Begriff  der  Momentanaie 
und   der   zugehörigen   Rotationsgeschwindigkeit.     Beide  Vorstellungen 
vereinigen   wir  üblicher  Weise  jetzt  in   der  Konzeption   eines   einzigen 
Vektors  ö,  der  in  die  Richtung  der  Momentanaxe  lallt  und  in  seiner 
Länge   die  Gröfse  der  augenblicklichen   Winkelgeschwindigkeit  Ö  dar- 
stellt.   Die  unmittelbare  Anschauung  lehrt  dann,  dafs  für  jeden  Punkt, 
welcher  um   den  Vektor  x  von  dem   festen  Punkte  0   in   bestimmtem 
Richtungssinne  absteht,  die  Gleichung 

(14)  X  =^Wx 

besteht.  Beziehen  wir  die  Rotationsbewegung  auf  einen  beliebigen 
Anfangapimkt  C,  der  von  dem  Bezugspunkte  der  Vektoren  x  um  ^  ab- 
steht, so  können  wir  dem  Punkte  C  die  Translationsgeschwindigkeit  c  des 
Systems  zuschreiben  und  erhalten  an  Stelle  der  Gleichung  (14)  die  folgende; 

(15)  X  =  c  -{■  <s(x  —  c). 

Diese  Gleichung  enthält  den  vollständigen  analytischen  Ausdruck  des 
Geschwindigkeitssystems  für  einen  freien  starren  Körper. 

Dasselbe  ist  durch  die  Angabe  der  beiden  kinematischen  Vektoren  i 
und  tf  festgelegt.    Setzt  man  ff  ^  m  -  -77 ,  so  dals  w  einen  Einlieitsvektor 
vorstellt,  der  die  Richtung  der  Momentanaxe  bestimmt,  so  wird 
rfx  =  rfc  -f  (d(x  —  c)  •  d$. 
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Hierfür  schreiben  wir  im  folgenden  meistens 


dx  =  de  -\-  d6{x  —  c)f 

indem  wir  ä  '  d6  =  dB  setzen,  also  die  Amplitude  als  Vektor  ansehen. 
Alsdann  ist  der  allgemeine  Ausdruck  für  die  mögliche  Elemeutar- 
bewegiuig  des  freien  starren  Systems: 

R6)  (J5  =  <Jc  +  ße{x-c). 

Bunt  mir  die  Rotation  in  Betracht,  so  wird 

(17)  9x=se^, 

^wenn  wir  den  Bezugspunkt  0  mit  C  zusammenfallen  lassen. 

^P  Lagrange  hat  sich  mit  der  immittelbar  aus  der  Anschauimg 
folgenden  Ableitung  dieser  Formel  nicht  begnügt,  sondern  dieselbe 
L»och  auf  andere  Weise  zu  gewinnen  gesucht.  Eine  eigentümliche  imd  be- 
^Äonders  bemerkenswerte  Methode  hat  er  im  1.  Bd.  der  „Mecan.  analytique" 
S.  159—165  angewendet.  Hier  geht  er  von  der  VorsteDimg  aus,  dafs 
jede  in  einem  starren  System  beliebig  angenommene  Kurve  doppelter 
Krümmung  in  sieh  unveränderlich  bleiben  mufs^  d.  h.  irgend  drei  in- 
finitesimal benachbarte,  auf  einander  folgende  Punkte  dieser  Kurve 
müssen   in  starrer  Orientierung  zu  einander  bleiben.     Auf  diese  Weise 

thält  er  ein  System  von  Differentialgleichungen,  dem  die  Komponenten 
m  dx  genügen  müssen. 
In    einem    „Biydrage    tot    de    toepassing    van    het    beginsel    van 
D'Alembert,    overeenkomstig    de    rekenwijze    van    Lagrange'*    hat 
Verdam  (1864)  diesen  Gedankengang  ausführlich  dargestellt. 

Interessant  ist  auch  die  Gewiimung  der  Gleichung  (17)  durch 
^N^jation  der  elementaren  Deformationen  eines  als  veränderlich  vor- 
^hestellten  infinitesimalen  Dreistrahls.  Nehmen  wir  denselben  —  der 
^Tlinfachheit  wegen  —  als  rechtwinklig  an  und  betrachten  tfiFj,  d^j,  öx^ 
^^Is  die  rechtwinkligen  Komponenten  von  6x,  so  folgt  aus  der  Negation 
^Her  Langenänderimgen  nach  den  kinematischen  Grundgleichungen  der 
Elastizitatstheorie : 


/-  da:,  =  0,     5^  «la:,  =  0,     ~-  äx^ 


0 


ttd    aus   der   Negation    der   Schiebungsdeformationeu    des   Elementar- 
korpers: 


76 
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Die  Integration  dieser  Gleichung  ergiebt  ohne  weiteres: 


Sx, 


+  dÖ, 


dö. 


öx^  =  dc'a  + 


^Ö,  .  X, 


Sf 


^Xn 


de«  -\-  äo. .  a-,  —  do^  -  X. 


tf^j,    de,,    tffj,    tföj,    tfög    ÖÖj    die    IntegrationskonBtaiiteii 

sind   mit  Gleichung  (16)  fflr 


Ausdrückt 


(i" 


wonn 

deuten.     Die   so  gewonnenen 

c  =  0  identisch. 

Diese    Methode    ist    in    die   meisten    Lehrbücher   der    Elasti^i' 
theorie  übergegangen. 

Über  die  gebräuchlichste  Art  der  Herstelhmg  der  Gleichung 
durch  Differentiation  der  Formeln  für  die  Koordinaten transformation 
nach  den  neun  Kosinus  der  Achsenwinkel  ist  hier  keine  weitere  Be- 
merkung notwendig,  da  sie  in  alle  Darstellungeu  der  Mechanik 
genommen  ist  und  immer  wieder  reproduziert  wird. 

Das  charakteriatiaehe  Element  in  dem  Ausdrucke  x  =  6x  ist 
Vektor  ff,  also  ein  rein  kinematisch^'  Parameter,  der  unmittelbar  ni 
über  die  Lafff  des  Systems  aussagte,  und  der  aufserdem  ungeeignet  ist 
für  die  analytische  Festlegung  des  Ki-iiftesystems.  Zum  vollständigen 
Ansatz  eines  den  starren  Körper  betreffenden  Problems  ist  es  deshalb 
notwendig,  den  kinematischen  Vektor  6  durch  Koordinaten  ans- 
zudrücken,  wodurch  man  eine  zweite  analtßisehe  Darstellung  des  Systenw 
möglicher  Geschwindigkeiten  erhält. 

s  Dies  ist  bekanntlich  schon  von  Eni  er  (Mem.  Ac.  Berl  1758) 
durch  Einführung  der  nach  ihm  benannten  drei  Positionswinkel  ge- 
schehen. Auch  hatt«  Lexel  (Nov.  Com.  Ac.  Petrop.  1755)  schon  die 
Achsencosinua  durch  drei  derselben  dargesteüt  und  hierdurch  ebenfalls 
eine  Lagenbestimmung  durch  (imabhängige)  Koordinaten  erreicht 
Allein  diese  Verfahren  hatten  einen  wesentlichen  Mangel,  da  die  Sym- 
metrie der  Formeln  nicht  aufrecht  erhalten  werden  konnte.  VoUkoram^n 
symmetrische  Koordinatenausdrücke  für  den  Vektor  6  scheinen  w» 
ersten  Male  von  Cayley  (Cambr.  Dubl.  Math.  J.  1846)  hergestellt» 
sein,  der  zu  diesem  Zwecke  die  Koordinaten  von  Rodrigues  (J 
Liouv.  &.  1840)  verwendete.  Die  neueren  Untersuchungen  Über  di* 
Gegenstand  findet  man  bei  F.  Klein  und  A.  Sommerfeld:  Über  «ü«^ 
Theorie  des  Kreisels  (Heft  1,  1897  und  Heft  2,  1^98)  ausführlich  dir- 
gestellt^) 

Diese  Betrachtungen   lassen  sich  nun  ohne  besondere  Schwierig- 
keiten  ^   freilich   nicht   immer   ohne   grofse   Komplikationen  —  »^ 


1)  Vergl.  auch  F.  Kotier:  Bemerkungen  zu  F.  Klein  und  A.  Somincrf«^!'^*  i 
Theorie  des  Kreiaels  (i899>  (Axim.  d  B*'ti 
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beliebige  Gelenksysteme,  deren  einzelne  Glieder  starre  Körper  sind, 
übertragen.  Es  tinifs,  nacli  der»  Prinzip  der  relativen  Bewegung,  in 
jedem  dieser  Fälle  möglieli  sein,  für  alle  Punkte  des  Systems  je  zwei 
Ausdrücke  von  der  Form 


f     tmd 


X  =  fimct.  (k'  k'\  . .  .j  x) 

i.-  =  fnnct.  (?j,  gj,  . .  .,  g,-,  x) 


^aafziistellenj  so  dafs  /•',  k",  .  .  .  eine  ausreichende  Anzahl  kinematischer 
Vektoren  bedeuten  und  q^^  q^j  . . .,  qt  die  entsprechenden  Positions- 
koordinaten sind.  Jeder  mmlytischen  Form  des  vollständigen  Ge- 
schwindigkeitssystems  j'  entspricht  eine  besondere  Form  der  allgemeinen 
Reduktion  der  Klüfte  und  eine  diesem  System  eigentümliche  Form  der 
kinetischen  Ditferentialgleichungeu.  Also  die  Statik  und  die  Kinetik 
des  betreffenden  materiellen  Systems  sind  hierdurch  in  ihrer  speziellen 
Form  vollständig  charakterisiert. 

(FortsetKong  folgt.) 


Die  Konfiguration  (15«»  2O3),  ihre  analytische  Darstellung 
nnd  ihre  Beziehungen  zu  gewissen  algebraischen  Flächen. 

Von  Rudolf  Funck  in  Obi;rcaasel  (Siegkreis). 

EMeitnng. 

Eine  raumliche  Konfiguration  (log,  20^)  besteht  nach  Reye*) 
15  Punkten,  15  Ebenen  und  20  Geraden  in  folgender  Lage:  Auf  jeder 
der  15  Ebenen  liegen  0  van  den  15  Pimkten,  und  durch  jeden  der 
15  Punkte  gehen  (>  der  15  Ebenen;  jede  der  20  Geraden  ist  mit  3  der 
15  Punkte  und  3  der  15  Ebenen  inzident.  Die  Koufigiu^tion  (15^,20,) 
tritt  bei  geometrischen  Untersuchungen  .  nicht  selten  auf.  Schon 
V.  Stau  dt*)  hat  die  vollständige  Figur  zweier  perspektiver  Tetraeder, 
welche  eine  Konfiguration  (15g,  20^)  bildet,  beschrieben.  Auch  die 
15  Potenzebenen  y  20  Potcnzaxen  imd  15  Potenzpunkte,  welch* 
6  Kugebi  zu  zweien,  dreien  und  vieren  bestimmen,  bilden  eine  Kon- 
figuration (ir)g,  äOg).")  Bei  der  Untersuchung  gewisser  15  Geraden 
einer  kubischen  Fläche  ist  ebenso  Cremona^)  auf  ein  Gebilde  aus 
15  Punkten,  20  Geraden  und  15  Ebenen  gestofsen,  welches  von  Reve*) 
als  eine  Konfiguration  (log,  20^)  erkannt  wurde.  Am  eingehendsten 
hat  sich  De  Paolis**)  mit  der  Konfiguration  (15q,  2O5)  beschäftigt 
Allein  seine  analytische  DarsteUnng  der  Konfiguration  ist  ziembCii 
kompliziert.  Auf  Anregung  meines  Lehrers,  des  Herrn  Prof.  Rere, 
habe  ich  daher  unternommen,  die  Konfiguration  (15^,  2O3),  von  einer 
einfacheren  analytischen  Darstellung  derselben  ausgehend,  von  neoeo 
zu  untersuchen.  Ich  werde  De  Paolis  insoweit  folgen,  als  auch  ii'b 
die    bekannten    Eigenschaften    der    Konfiguration    ableiten    und    ihren 

1)  Heye;  Das  Problem  der  Konfigurationen,  Acta,  matiiematica,  I9  18W 

SS)  V.  Stau  dt:  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  1847,  S.  43. 

8)  Reye;  Synthetiache  Geometrie  der  Kugeln  und  linearen  KugelsjaU"»'! 
Leipzig  187Ü. 

4)  Cremona:  Teoremi  Htereometrici  dai  quali  si  deducono  le  propriett  i* 
esftgrauuna  di  Paacal,  Mem.  d.  R.  Accad.  dei  Lincei,  1876—77. 

Ö)  Reye:  Geometrie  der  Lage,  III.  Abt.,  Leipxig  1892. 

6)  De  Paolis:  Ricerche  »ulle  superficie  di  8«  grado,  Mem.  d  K  Accad  ^ 
Lincei,  I88U/1. 
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onigen  Zusamineuliang  mit  einer  Fläche  dritter  Ordniuig  nachweisen 
rerde.  In  allen  andern  Punkten  weicht  meine  Untersuchung  von  der 
>e  Paolis'  ah.  Hüchstens  könnte  eines  der  in  den  §§  7  und  8  der 
vorliegenden  Abhandlung  entwickelten  Systeme  aus  je  6  Hächen  dritter 
)Tdnung  mit  einem  von  De  Paolis  beschriebenen  Systeme  aus  eben- 
iolls  6  kubischen  Flächen  identisch  sein,  was  ich  nicht  zu  entscheiden 
•ennochte. 

§  1- 
Lnalytlsche  Darstellung  und  Beschreibung  der  Konfiguration  (15^,  20^). 

Es  seien  x^j  x^,  x^,  x^f  Xr,,  x^  sechs  lineare  Funktionen  der 
*unktkoordinaten  x,  i/,  jer.  Mit  iklmnp  bezeichnen  wir  eine  Pernmtation 
ler  Ziffern  1,  2,  3,  4,  5,  6.     Dann  repräsentieren  die  Gleichungen 


X.  =x. 


a?i  =  aT», 

^1  ~  ^4  I 

^l    —    ^b7 

Xf  =  a^, 

Xi^=  X^, 

•'^Ä  '^  ^Ä  > 

Xi=    X^y 

^i  ^  ^&t 

Xx  =  X. 


X, 


6  t 


X.  =  X, 


6  7 


X. 


"«» 


Xr.    Xu 


lie  15  Ebenen 

ih)  Xi  =  Xk    oder    Xi  —  a;^  =  t) 

öner  Konfiguration  (lö^j,  20g).     Nämlich  die  Doppelgleichung 

^m  X^  =  X^  =  X^ 

itellt  eine  Gerade  dar,   in  welcher  sich  die  Ebenen  (2  3),  (3  1),  (12) 
Kshneideu.      Überhaupt    gehen    die    15   Ebenen    (Jk)    zu   dreien   durch 
M  Geraden 
[ikl) 


Xi  =  Xk=-  Xi. 


Die  dreifache  Gleichung 

•^*i  ""  ^i  =  ^'i  =  ^4 

repräsentiert  einen  Punkt,  den  Schnittpunkt  der  Ebenen  (1  2),  (1  3)»  (1 4), 
(2  3),  (2  4),  (3  4).     Die   15  Ebenen  {ik)  schneiden  sich  demnach  zu 
Sechsen  in     15  Punkten 
[iklm)  Xi  =  Xk  =  Xi  =  x„. 

lof  der  Geraden  (1  2  3)  liegen  die  Punkte  (12  3  4),  (1  2  3  5),  (123  6), 
md  ebensoviel  Punkte  (iktm)  liegen  anf  jeder  andern  Geraden  (ikl). 
Jie  Ebene  (12)  enthält  die  Punkte  (12  3  4),  (12  3  5),  (12  3  6), 
12  4  5),  (1246),  (12561,  und  in  jeder  andern  Ebene  (ik)  sind 
^eickfallfi  6  Punkte  (iklm)  enthalten.     Mithin  ergiebt  sich: 
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Die  15  Efimen 
(t*)  .r.  =  Xk 

gehen  0U  dreien  durch  20  Geraden 

(ikt)  X{  =  Xk  =  Xt 

und  SU  se/^hsoi  durch  15  Pmdcfe 

(ikhn)  Xi  =  Xk  =  Xi^Xfn. 

Die  15  Funkte  (iJdm)  liegen  zu  dreien  auf  den  20  Geraden  (ikl)  vnd 
au  secJisfm  in  den  15  Bimien  [ik).  Die  15  Ebenen  {ik)j  die  20  Ge- 
raden (ikl)  und  die  15  Panliie  (ikim)   bilden  also  eine  Konfiffuration 

In  der  Koafigurationflebeue  (1  2)  liegen  die  Geraden  (1  2  3),  (124^ 
(1  2  5),  (1  2  6),  deren  6  Schnittpunkte  die  in  der  Ebene  (1  2)  liegendeD 
Konfigurationspunkto  sind.  Durch  den  Konfigurationspimkt  (I2  34i 
gehen  die  Geraden  (2  3  4),  (3  4  1),  (4  1  2),  (1  23),  deren  0  Verbinduwgs- 
ebenen  die  durch  den  Punkt  (12  3  4)  gehenden  KonfigurationsebfDt^Q 
sind.     Allgemein  folgt: 

Jeder  Konßffuratimmpunlt  (ikhn)  w>'/  Scfieitel  eines  voUsiämligen 
Vierkafüs  [iklm),  welchem  aus  4  Geraden  und  6  Ebenm  der  KonfiffuraUw 
begeht  In  jeder  Kaußgurafirmscbene  (ik)  liegt  ein  vollständiges  Viersdt 
(ik)  aus  4  Geraden  und  G  Pttnkten  der  Konfiguration. 

Nennt  man  je  zwei  Elemente  der  Konfiguration,  deren  Symbol 
wie  die  der  Ebene  (5  6)  und  des  Punktes  (12  3  4),  oder  der  Geraden 
(12  3)  und  (4  r>  6)  keine  Ziffer  gemein  haben,  „gegenüberliegende** 
Elemente  der  Konfiguration,  dann  gilt  der  Satz: 

Jeder  der  15  Konfgurafionspunkie  ist  KoUineationssenirum  nm  j* 
einem  Paare  jyjnw/jeÄ/ü'cr  in  der  Konfitpmition  ndhn/tenen  Tfiraeder:  ihm 
liegt  die  zugehörige  KoUineafimtseJ/me  in   der  Konfiguratifm  gegenüfter^) 

Beziehen  wir  nänilieb  die  beiden  Tetraeder,  web:he  die  Seitenflächen 


(15),     (2  5),    (3  5),    (4  5) 
(16),    (2  6),    (3  6),    (4  6), 


die  Kanten 


(125),    (135),    (145),    (235),    (245),    (345) 
(12  6),    (13  6),    (14  6),    (2  3  6),    (2  4  6),    (3  4  6), 


die  Eckpunkte 


(2  3  4  5), 
(2  3  4  6), 


(3  4  15), 
(3  4  16), 


(4  12  5), 
(4  12  6), 


(1  2  3  5) 
(12  3  6) 


1)  V.  Staudt:  lieomt'Lne  der  Lage,  Nürnberg  1847,  S,  43. 
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besitzeU)  auf  einaailer,  indem  wir  je  zwei  ihrer  Ebenen ,  Kanten  und 
Eckpunkte  einander  zuweisen,  deren  Symbole  durch  Vertausch img  der 
Zifl'ern  5  uud  6  in  einander  übergehen,  dann  schneiden  sich  die  homo- 
logen Ebenen  in  den  4  Geraden 

(15  6),    (2  5  6),     (3.'>6),    (4  5Ö), 

welche  das  Vierseit  (5  6)  bilden^  in  den  6  Eckpunkten 
(12  5  6),    (135  6),    (14  5  6),    (2  3  5  6),    (2  4  5  6),    (3  4  5  6) 

die8«6  Vierseita  schneiden  sich  die  entsprechenden  Kanten.  Die  homo- 
logen Eckpunkte  hegen  in  den  4  Geraden 

(2  3  4),    (3  4  1),    (4  12),    (12  3), 
welche  das  Vierkant  (1  2  3  4)  bilden;  in  den  6  Ebenen 
(12),     (13),    (14),    (2  3),    (2  4),     (3  4) 

dieses  Vierkants  Hegen  die  entsprechenden  Kanten  der  Tetraeder.  Die 
beiden  Tetraeder  sind  also  perspektiv;  der  Punkt  (1  2  3  4)  ist  ihr  KoUi- 
neaÜoiiBzentnim,  aeiue  gegenüberliegende  Konligurationsebene  (5  6)  die 

rneationsebene. 
um  die  Konfiguration  zu  konstruieren,  können  wir  von  zwei  Per- 
spektiven Tetraedern  das  eine  und  das  KoUineationszentrum  behehig 
im  Itaume,  dagegen  die  4  Eckpunkte  des  zweiten  Tetraeders  nur  noch 
auf  den  4  Verbindungslinien  des  Kollineationszentrums  mit  den  Eck- 
punkten des  erst  angenommenen  Tetraeders  behebig  annehmen.  Als- 
dann ist  aber  die  Konfiguration  bestimmt;  denn  die  4  paar  homologen 
Eckpunkte  der  Tetraeder  nebst  ihren  4  Verbindungslinien,  die  4  paar 
homologen  SeiteuÜächen  nebst  ihren  4  Schnittlinien,  die  6  paar  homo- 
logen Kant-en  nebst  ibren  6  Schnittpunkten  und  6  Verbindungsebenen 
bilden  mit  »dem  KoUineationszentrum  und  der  KoUineationsebeue  zu- 
sammen die  ganze  Konfiguration.  Aus  dieser  Betrachtung  ergiebt  sich 
unmittelbar: 

Die  Konfiguration  (15^,  20^  ist  vmi  19  Farmnctem,  also  von  ehen 
sovkl  als  die  tühjemeinn  kubische  Fläehe^  uJbhängig. 

Wir  werden  dieses  Resultat  später  auch  analytisch  begründen. 

Eine  gute  Einsicht  in  den  Aufbau  der  Konfiguration  gewährt  uns 
der  Satz: 

Das  vdlsUimVige  Fiinffkich  «^  der  Ebenen 
P  (16),    (2  6),    (3  6),    (4  6),    (5  6) 

und  dm  voUstündige  Fünfeck  P^  der  diesen  Ebenen  gegenüherliegaulen 
Punkte 

(2  3  4  5),    (3  4  5  1),    (4  5  12),    (5  12  3),    (12  3  4) 
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macheH   gttsammm   die  game   Konfiguration   aus;    die  10  Ebetmi  des 

Fünfecl's  gehen  durch  je  elm  Kante  des  Fünfflaehs  und  seine  10  Kanten 
durrh  je  einen  Eelqmnkt  de^eäien.^) 

Bedeutet  nämlich  iklmn  eine  Permutation  der  5  Ziffern  1,  2,  3, 4,5, 
dann  ist  r/7./  6)  ein  beliebiger  der  10  übrigen  Konfigurationspunkte; 
dieser  ist  als  Schnitt  der  Ebenen  (/  6),  {k  0),  (/  0)  ein  Eckpunkt 
des  Fünfflacba  ä^,  und  durch  ihn  geht  die  Kante  (ikl)  des  Fünfecb 
P^.  Ferner  ist  {ik)  eine  beliebige  der  10  noch  übrigen  Konfiguration»- 
ebenen;  diese  ist  als  Verbindungsebene  der  Punkte  [iklm),  (ikln),  (ikmn) 
in  dem  Fünfeck  Pg  enthalten  und  gelit  durch  die  Kante  (ik  6)  des 
Fünfflaehs  Äg. 

Da  die  Ziffer  •!  mit  jeder  der  Ziffern  1,  2,  3,  4,  5  Tertauijcht 
werden  kann,  so  folgt,  dafs  jedes  der  vollständigen  Fünfflache  ;r^,  äj, 
31^,  7[^f  «5,  Äß  mit  je  einem  der  vollständigen  Fünfecke  P,,  Pj,  P^,  P^,  Pj,?, 
die  ganze  Konfiguration  ausniacht. 

Von    Wichtigkeit   für  alle  späteren  Untersuchungen    ist   der  Satz: 

Die  allgemeinste  Konfiguration  (15^f  20^)  kann  dargesteUi  wcnkn 
dureh  6  lineare  Funktionen  .r,,  x^^  x^,  jr,,  x^,  x^  der  PunkikoordinaUn 
Xj  g,  js,  u'dche  der  Bedingung  genügen: 

^i  +  d^a  +  Jf"3  +  ^4  +  ^5  +  ^6  =  0- 

Die  15  Ebenen  2^  =  Xi  bleiben  nämlich  ungeändert,  wenn  mau  zu  jeder 
der  6  linearen  Funktionen  x^,  x^j  x^^  x^,  Xr^^  x^  eine  und  dieselb« 
willkürliche  Funktion  u  addiert,  also  Xi  durch  X{-\-u==  xl  ersetzt  So 
erhält  man  auch  mittelst  der  6  linearen  Funktionen 

x'i  =  Xi  -  J  {x^  +  x^  +  x^  +  x^  -f  x^  +  x^ , 
welche  der  Bedingung 

X[  +  X'^  -h  a-3  -h  <  -f  J?5  +  '^6  =  ^ 

genügen,   dieselbe    Konfiguration   (15g,  2O3).     Demgemäfs    werden  wif 
von  nun  an  voraussetzen,  dafa 

^1  +  ^a  +  ^s  +  ^4  +  ^5  +  ^6  =  0 

ist.    Nur  fünf  der  linearen  Funktionen  können  willkürlich  augenamui^i 
werden;  durch  sie   ist  die  sechste  eindeutig  bestinunt.     Hieraus  f'*l^ 
wiederum,   dafs    die    Konfiguration   von    19   Parametern    abhangig   i*i 
Man   kann  nämlich ^  ohne  dafs  die  Gleichungen  Xi  =  Xk  andere  Ebexjta 
darstellen,  durch  einen  der  in 

Xk  =  akX  -h  hg  +  ^kB  +  du 


1)  V.  Stau  dt:  Geometrie  der  Lage,  Nürnberg  18i7,  S.  43. 
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enthalteneu  Parameter  a^,  h,  o,  dk  alle  6  linearen  Funktionen  j^j,  x^, 
atj,,  x^y  Xr^f  ^•(,  dividieren;  erteilt  man  den  nun  noch  in  xt  vorkommenden 
3  und  den  4    4  Parametern  in  noch  4  andern  der  Funktionen  bestimmte 

6 

Werte,  dann  ist  die  sechste  lineare  Funktion  wegen  J^f -r,  =  0  eindeutig 
bestimmt. 

Fläche  zweiter  Ordnung,  nach  welcher  die  Konfiguration  (15,.,  20^) 
zu  »ich  selbst  polar  ist. 

tWir  beziehen   die  Konfiguration   (lüg,  2(\}   auf  das  Tetraeder  der 
4  Ebenen 
k  a:,,  =  0,    Xj  =  0,    a-j  =  0,    a:^  =  0 

mi 


mittelst  der  Gleichung 

Xg  -  x^  =  Oi(ä-j  -  x^)  +  a^ix^  -  a-J  +  a^(Xi  -  x^)  +  a^{x^  -  x.,) 


4  4 

x^  —  x^  =  UttiXi  —  ÄXr,,  wo  Ä  -^  Hai . 
1  1 


*«  —  •*  5 

Infolge  der  identischen  Relation 

Xi^x-^-^-  x^-\-Xi  +  x^-]rXf  = 

{Ä  -  2)x6  =  Uiai  -f  l)x,-, 


0 


(Ä  -  2)x,  -  -  2;(a,  -  1  +  A)Xi. 
["Wir  behaupten: 

Beiüglich  der  reellen  oder  imaffhiären  Fläch-  sivater  Ordnung 

4 

Sai{Xi  —  a^s)'  =  (««  -  XiY 

^ Jeder  KcnfiguraUonspunU  der  Fol  der  gegemiherliegenden  Konfitjurcttions- 
und  jede  Kmififfurationsgermle   die  Polare   der  gegeniihirliegtfuicn 
urationsgermlrn. 
Denn  die  Polarebene  eines  Punktes  (j,*,  x^^  Xj,  x^  bezüglich  der 
che  F*  wird  durch  die  Gleichung 

4 

Ha^ixi  -  x^){Xi  -  xr,)  -  (A'g  -  x;j  (x^  -  X,)  =  0 

^^■gestellt.     Die  Polarebene  des  Punktes  (12  3  5)  z.  B.,  für  welchen 
j:^=x^  =  x^  =  Xj^,     a-e-^t,-  «4^  -  ^a) 
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ist,  hat  daher  die  Gleichung 


oder 


^4-^6  =  0, 


fällt  also  mit  der  Ebene  (4  6)  zusammen.  Ebenso  ist  jede  der  Ebenen 
(1  6),  (2  6),  (3  6)  und  überhaupt  jede  der  Ebenen  [ik)  die  Polare  des 
gegenüberHegenden  Punktes  der  Konfigiiration.  Da  femer  die  Punkte 
{iklm),  {ikln),  {iklp)  auf  der  Geraden  [ikl)  liegen,  ihre  resp.  Polaren 
{^P)r  {^^P)f  (w«)  aber  durch  die  Gerade  {mnp}  gehen,  so  sind  die  sich 
in  der  Konfiguration  gegenüberliegenden  Geraden  (ikl)  und  (mnp)  re- 
ziproke Polaren  bezüglich  der  Fläche  jp. 

Der  von  Caporali\)  zuerst  bewiesene  Satz,  dals  die  Konfiguration 
(15g,  20,)  in  einem  Polarsystem  sich  selbst  zugeordnet  ist,  ist  insofern 
von  Wichtigkeit,  als  wir  dadurch  zu  jedem  Gebilde,  das  wir  aus  der 
Konfiguration  ableiten,  ohne  weiteres  ein  reziprokes  Gebilde  finden. 

Die  Gleichung  der  Fläche  F*  Mst  sich  umformen  in 


i  4 


J 


nnd  wegen 


4 
I 


x^  +  {A  -  V)x^ 


m 


a^x\  +  Oja^  +  a^x\  +  a^x\  -  (A  -  l)a^  -  a;|  =  0. 

Die  6  Ebenen  Xi  =  0  bilden  also  ein  Polsechsflach  der  Fläche  F*,  d.  i 

ein  Sechsflach,  von  dessen  20  Eckpunkten  jeder  dem  gegenüber- 
liegenden Eckpunkte  konjugiert  ist.*)  Wie  man  das  Polsechsflarb 
aus    der    Konfiguration    konstruieren    kann,    werden    wir   später   (§  3) 


sehen. 


§3. 


Ableitimgr  ainer  Fläclie  F^  dritter  Ordnimg  aus  der  Konflg^aiation 

(15„  20,). 

Das  Vierkant  (12  3  4)  besteht,  wie  wir  wissen,  ans  den  Qerad^^**, 
(2  3  4),  (3  4  1),  (4  1  2),  (1  2  3}  und  den  Ebenen  (1  2),  (1  3),  (l  ^J 
(2  3),  (2  4),  (^3  4).     Es  hat  drei  Paar  Gegenebenen  (1  2),  (3  4);  (1 


1)  Gaporali:   Sopra  i  piani   ed  i   piinti  della  8uperficic  di  Kummer, 
dei  LiDcei,  lt478. 

2)  Über  Poleecliaflache  vgl.   Reje:    Geometrie  der  Lage,    D.  Alt  lU.  A11Ä 
S.  281  und  in  Creiles  Journal  77,   1873. 
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f  4);  (1  4),  (23).  Die  Gerade,  in  der  eine  Ebene  von  ihrer  Gegen- 
»ene  geschnitten  wird,  nennen  wir  eine  Nebenkante  des  Vierkants  nnd 
BT  Konhgiiration.  Die  drei  Nebenkauten  des  Vierkants  (1  2  3  4)  be- 
sichnen  wir  dui'ch  die  Symbole  (12)  (3  4),  (13)  (2  4),  (14)  (2  3). 
berhaupt  hat  jedes  der  15  Vierkante  (iklm)  drei  Nebenkanten.  Die 
onfiguration  (15^,  20^)  besitzt  demnach  45  Nebenkanten 

{Im)  Xi  —  Xk^Xi  —  x„,  =  0. 


f 


a  jede  Konfigurationsebene  (tk)  zu  sechs  Vierkanten  gehört,  nämlich 
i  den  Vierkanten^  deren  Scheitel  die  *3  in  {ik)  liegenden  Punkte 
klm)  sind,  und  da  sie  in  jedem  Vierkant  eine  Oegenebene  hat,  so 
^n  in  jeder  Konfigurationsebene  6  Nebenkanten.  Beispielsweise 
Sgen  in  der  Ebene  (12)  die  Nebenkauten  (12)  (3  4),  (12)  (3  5), 
2) (3  6),  (12)  (4  5),  (12) (4  6),  (12)  (5  6).  Da  femer  durch  jede 
ebenkante  2  Konfigurationsebenen  gehen,  so  folgt  auch  hieraus,  dafa 
I  45  Nebenkanten  giebt.  Die  beiden  *  Nebenkanten  (13)  (2  4)  und 
.  4)  (2  3)  liegen  in  einer  durch  die  Gleichung 

^1  "7*  ^8  ^  ^S  "T  ^4 

»präsentierten  Ebene.  Die  drei  Nebenkanten  eines  beliebigen  Vierkants 
ihlm)  der  Konfiguration  können  übrigens  durch  drei  Eljenen  tt  ver- 
»unden  werden.    Durch  die  Konfiguration  werden  demnach  45  Ebenen 

t  Xi  +  Xk  =  Xt  -j-  x„, 

Jeitimmt  Die  beiden  Ebenen  a,  die  durch  die  Schnittgerade 
^  2)  (3  4)  der  Ebenen  x^  —  jr,  =  0  und  x^  —  x^  =  0  gehen,  haben  die 
'ieieimngen 

^1  +  ^3  =  ^8  +  ^4  o*ißi*  (^1  —  ^i)  +  i^a  —  arj  =  0, 
^1  +  ^4  =  ^j  +  ^'s  ^^^^  (^1  ~  ^)  ~  i^t  —  arj  =  0; 
»ind   also   durch  die  Ebenen  (1  2)   und  (3  4)  harmonisch  getrennt. 
•®rhaupt  ergiebt  sich: 

Jyie  beiden  durcli  eine  Ndtenkante  (ik){lm)  gehetidett  Ebenen  a  sind 
^***oni$ch  getrennt  durch  die  beiden  Konßguralhmebenefij  welche  sich 
Ncbenkank'  schneiden. 
)ie  geometrische  Begründung  folgt  aus  dem  Satze:  Im  voll  stund  igen 
ate    sind   je    zwei  Gegenebenen   harmonisch  getrennt   durch  die 
6n  Nebenkanten,  in  denen  sich  die  übrigen  Gegenebenen  schneiden. 
|Bind  z.  B.   in   dem   Vierkante  (1  2  3  4)   die  Gegenebenen  (1  2)  und 
harmonisch  getrennt  durch  die  Strahlen  (13)  (2  4)  und  (14)  (2  3), 
fche  aber  aus   dem  Strahle  (1  2)  (3  4),   der  Schnittlinie  der  Ebenen 
B)  imd  (3  4),  durch  zwei  Ebenen  a  projiziert  werden. 
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RlTDOLP   FirscK; 


Die  45  Menen  a  schneiden  sidt  im  drei  in  15  Geraden  g, 
sw»  eine  beliebige  durch  die  Doppehjleichung 

Xi  +  Xk  ^  Xi  -\-  Xn  =  Xn  -\-  Xp 

dargesidli  wird. 

Dafs  mit  der  Konfiguration  15  Geraden  g  verbunden  sind,  ergiel»t 
sich  wie  folgt:  Nimmt  man  die  erste  Kombination  ik  willkürliob  an, 
was  auf  15  Arten  möglich  ist,  dann  kann  man  nocb  die  3  DoppcJ- 
gleichungen 

Xi-^Xk  =  Xt-\-  X,„  =Xn-i-  Xpy       Xi  ■\-Xk^Xi  +  Xn  =  Xm-^  Xp, 
Xi  -^  Xk  =  Xi  -\-  Xp  =  Xm  -^  Xn 

aufstellen;    bei    dieser    Bildungsweise    erhält    man    aber  jede   Doppel 

gleicbung  dreimal,   also  giebt  es      ^     =  15  solcher  Oleichungen,  und 

jede  stellt  eine  Gerade  g  dar.  Da  jede  Gerade  g  die  Schnittlinie  Ton 
drei  Ebenen  a  ist  und  in  jeder  Ebene  u  zwei  der  45  Nebeukanten 
(ik)(fm)  liegen,  so  wird  die  Gerade  (j  von  G  Nebenkanten  geschnitten. 
Beispielsweise  repräsentiert  die  Doppelgleichung 

Xi  +  x^  =  x^  +  x^^^x^  +  Zg 

eine  Gerade  g,  welche  die  Nebenkanten  (13)  (2  4),  (14)  (2  3),  (15)  (26), 
(16)(2ö),    (3  5)  (4  6),   (3  6)  (4  5)  schneidet.     Wegen  der  identischi 
Relation 

Xi  +  Xk  +  Xi  +  X„,-\-  Xn-\-Xp  =  0 

folgt  aus 

Xi  -h  Xk  =  Xt -^  Xm  ^  Xn  +  XpZ 
Xn-\-  Xp  =  0. 

Die  15  Geraden  g  werden  demnadt  auch  dargestellt  durdi 
ik  '  Im  '  np  Xi  -\-  Xk=-  Xt-^-  x„,  =  j?«  -|-  ar,,  =  0, 

d,  h.  durch  beliebige  2ivei  difser  Gleichungen. 

Es  treten  hier  15  neue  Ebenen 
ik  Xi  -\-  Xk  ==0 

auf,    welche  zu  drei   durch  die   Geraden  g  gehen.     Wir  wollen  unt^r- 

suchen,    in    welcher   Beziehuug    die    Ebenen    ik  zu   der  Konfiguration 

stehen.      Durch    die    Gerade    1 2  •  3  4  •  5  6    gehen    die  3    durch  ^* 
Gleichungen 

a?,  +  a:,  -  iCj  -  x^  =  0,    a^i  +  a^  —  j^j  —  x^  =  0, 

{x^  -\-Xt-x^-  x^)  -  {x^  -\-Xi-x^-Xt)  =  0 
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dargesWllten    Ebenen    a.     Die    vierte    harmonische    Ebene    zu    diesen 
drei  Ebenen  er,  welche  der  dritten  zugeordnet  ist^  hat  die  Gleichung 

(4  =  ( Ji  +  iP,  -  a:«  —  x^)  +  (aTj  +  x,  —  x^  -  x^)  =  0. 
Da  wegen  der  identischen  Gleichung  zwischen  den  6  linearen  Funktionen 


^If    ^t   ^9t   ^4f   "^bf    *^6 

ist,  so  folgt 


—  Xg      x^      x^      x^  —  ^1  +  x^ 

U     =     3{Xl     -hX^)y 

d-  h.  die  Ebene  n  =  0  ist  identisch  mit  der  Ebene  1  2.  Wir  können 
n>ifc^'n  den  Satz  aussprechen: 

Von  den  3  Ebenen  a,  die  sidi  in  einer  iler  15  Geraden  g  scfineiden, 
ist  jede  durch  die  beiden  übrigen  von  einer  der  15  Ebenen  iJc  hurmonisch 
getrennt. 

Man  kann  also  die  Ebenen  //*:  aus  den  Ebenen  a  ableiten;  aber 
auch  umgekehrt  diese  aus  jenen.  Nämlich  in  der  Geraden  1  2  •  3  4  •  5  6 
sclineiden  sich  die  Ebenen  12,  54,  56,  deren  Gleichungen 

Xj  +  x,  =  0,    x^-\-  x^^  0,    Xr,  -f  a-g  =  0 

sind.  Wegen  der  identischen  Relation  SXi  =  0  repräsentiert  aber  auch 
die  Gleichung 

die  Ebene  5  6.     Von   dieser  Ebene   ist  durch   1  2  und  3  4  harmonisch 

getrennt  die  Ebene  u 

Aus  dieser  Betrachtung  folgt: 

Von  den  drei  Ebenen  ik,  welche  dttrth  eine  hdid>ige  der  15  Garaden 
9  ffeken,  iä  jede  durch  die  beiden  übrigen  von  einer  der  45  Ebenen  a 
^ow'tnoniseh  getrennt. 

In  der  Ebene  56  liegen  die  Geraden  12-34.56,  13-24  56, 
^  "^  •  23  •  56  und  bilden  in  ihr  ein  Dreiseit  5  6. 

Z>f>  15  Geraden  g  liegen  dnunaeh  su  dreien  in  den  15  Ebenen  ik 
'***^  bilden  in  ihtten  15  Dreiseite  ik  oder  A. 

Die  Ebene  56  schneidet  in   den   drei   Seiten  //  ihres   Dreiseits  A 

^^    «Ij-ei   paar  Ebenen  12,  3  4;  13,  24;   14,  2  3.    Konstruiert  man  zu 

J^<letti  dieser  drei  Ebeuenpaare  diejenige  Ebene,  welche  von  der  Ebene 

^    durch   die   beiden  Ebenen  des  betreifenden  Paares  hannonisch  ge- 

^^iiit  ist,  dann  erhält  man  die  durch  die  Gleichungen 

a?i  H-  j-,  =  j,  +  x^,     j:,  +  0*3  =  jTj  +  x^,     x^  +  ^^4  =  ■'^j  +  x^ 


RrooLP  FuNCK: 


repräsentierten  El>eiieii  «  des  Vierkant«  (12  3  4).  Diese  bestimmen 
den  KonfigiiratJoiispimkt  (l  2  3  4),  dessen  Symbol  mit  dem  der  Ebene 
5  6  keine  Ziffer  gemein  hat.  Führt  man  die  analoge  Konstruktion  filr 
jedes  der  15  Dreiseite  ik  aus,  dann  erhält  man  sämtliche  15  Konfigu- 
rati onspimkte  (l  m  np). 

Man  kann  auf  diese  Weise  die  Konfiguration  (log,  20^)  direkt  aus 
den  15  Ebetieti  ih  ableiten. 

Die  Gerade  1  2  •  3  4  •  5  6  liegt  mit  den  drei  paar  Geraden  1  2  •  3  5  •  4  6, 
12-36-45;  15-34-26,  16.34  25;  13. 24  56,  14  23  56  in 
je  einer  der  Ebenen  12,  34,  56  und  bildet  mit  ihnen  die  Dreiseite  1*2. 
34,  5  6.     Überhaupt  ergiebt  sich: 

Jede  Gerade  g  schneidet  6  andere  Geraden  g  und  bildet  mit  ihnen 
3  Dreiseite  A,  während  sie  zu  den  8  übrigen  im  aUgemeineti  windschief 


ist.    Die 


6  •  15 


=  45  Schnittpunkte  der  15  Geraden  g  sind  die  £ckjHinkk 


oder 


der  15  Dreiseite  A. 

Für  die  Gerade  ik  ^  Im  ^  np  ist 

Sie  erfüllt  also  die  Gleichung 

4  +  :!■?  +  a;?  +  ai  +  4  -f  a^^  =  0 

a:?  +  xf  +  a:;4-^  +  a:J  +  a^  =  0. 
Die  15  Geraden  g  liegen  demnach  auf  der  allgemeinen  kubischen  Flätk 

Die^e  hat  die  15  Ehefiefi  ik  zu  dreifach  berührenden  Ebenen.  D*t 
12  übrigen  Geraden  der  Fläche  F^,  welche  von  den  15  Geraden  g  w- 
schieden  sind,  bilden  eine  reelle  oder  imaginäre  Dtqjpelsechs  auf  F^  «»rf 
tverden  durch  eine  quadraiiscfic  Gleichung  bestimmt 

Dals   die  Fläche  F'^  eine  allgemeine  kubische   ist,  folgt  aus  dem 
von   Cremona^)  bewiesenen   Satze:  Man  kann   die  Gleichung  der  »U* 
gemeinen  Fläche  dritter  Ordnung  auf  die  Form  der  Summe  der  drittefl 
Potenzen    von    6    linearen    Funktionen    mit    verschwindender   Smam^ 
transformieren.    Die  ziemlich  weitläufige  Aufstellimg  der  quadratiscb«»' 
Gleichung,  von  der  die  12  übrigen  Geraden  der  Fläche  F^  abhangffl»r« 
unterdrücken  wir  der  Kürze  wegen;  wir  wollen  hier  nur  den  Gan^der«' 
Untersuchimg    andeuten.     Bedeutet  ikl   eine    Permutation    der  Ziffern 
1,  2,  3,  dann  sind  die  drei  Geraden  45  ■  «A  ■  6 ?,  56  •  kl  •  4t,  64 •  li'OM, 
welche    von  der  Geraden   61  •  4i  •  bk  geschnitten   werden,  zu  eiii«ö3«f 
windscbief.     Die   durch  diese  drei  Geraden  gelegte  Regelfläche  zweitiT 

1)  Vgl.  Cremona:  Math.  Annalen  18,  302. 
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Ordnung  raufe  aucli  die  Gerade  €)l4ibJc  enthalten.  Die  Regelfläehe 
tintl  die  Flache  F^  müssen  also  nocli  eine  Kurve  zweiter  Ordnung 
gemein  haben,  welche  aber  in  zwei  Geraden  zerfällt.  Da  das  obige 
Schema  6  Tripel  windachiiefer  Geraden  darstellt  (wir  können  nämlich 
far  ik  setzen  12^  21-  13,  31;  23,  32),  so  gelangen  wir  auf  diese 
Weise  zu  den  noch  fehlenden  Geraden  der  kuhischen  Fläche  F^. 

Im  Folgendell  stellen  wir  eine  Betrachtung  über  die  Steinerachen 
T rieder  an,  welche  von  den  15  Ebenen  gebildet  werden. 

In  dem  Schema 

1234.56    I    13-24. 56    [    2314. 56 


12-35.46 


23^5-46 


oder 


12    36-45    I    13-26-45    |    23    1645 

stellen  die  Horizontalreihen  drei  Dreiseit©  ik  dar,  welche  von  den 
Ebenen  56,  4  6,  4  5  aus  dem  Dreiflach  der  Ebenen  12^  13,  2  3  aus- 
geachaitten  werden;  die  Vertikal  reihen  repräsentieren  drei  Dreiseite  ik^ 
welche  von  den  Ebenen  12,  13,  2  3  aus  dem  Dreiflach  der  Ebenen 
ö6j  46,  4  5  ausgeschnitten  werden.  Jedes  dieser  beiden  Dreifiache 
wird  also  von  den  Ebenen  des  andern  in  drei  Dreiseiten  A  der  Fläche 
^  gwchnitten.  Die  drei  Ebenen  2  3,  31,  12  bilden  ein  Stein ersches 
Trieder  und  schneiden  sich  in  dessen  Scheitelpunkt 
Ä^  H-  arj  =  aij  +  ic,  =  a?!  +  ar,  =  0 
Xi=  Xf  ^  x^  =  0. 

Oie  Ebenen  5  6,  64,  4  5  bilden  das  konjugierte  Trieder;  sie  schneiden 
"le  Fläche  F^  imd  zugleich  das  erstere  Trieder  in  je  einem  Dreiseite  A. 
'">ö  <ien  15  Ebenen  ik  werden  10  paar  konjugierter  Trieder  gebildet. 
l>ezeichDen  wir  das  Dreülach  der  Ebenen  ik,  II,  li  durch  iklj  dann 
siad  zwei  Dreiflache,  wie  123  und  45  6,  deren  Symbole  keine  Ziifer 
?^ein  haben,  allemal  konjugierte  Steinersclie  Trieder.  Die  GO  Kanten 
^w  20  Steinerschen  Trieder  ncimt  man  Pascalgeraden  />^), 
i^  Scheitel  Steine  rpunkte  S.  Eine  beliebige  der  60  Pascal - 
geraden  p  wird  durch 

1)  Wen«  die  12  Geraden  der  Doppelöcchs  der  Flache  F^  sich  auf  6  durch 
*wieii  Ponkt  gehende  (ieraden  reduzieren,  dann  ist  dieser  Punkt  ein  Doiipeiiamkt 
^^  Flache  F'.  Die  16  Geraden  g  liegen  nach  wie  vor  xu  dreien  in  15  dreifach 
boriUirenden  Ebenen  A  ,  und  durch  jede  Gerade  g  gehen  drei  Ebenen  A .  An 
iu  Syitem  dieger  15  Geraden  g  und  16  Ebenen  A  hat  Creraona  in  seiner  Ab- 
"^Hidlung;  Teoremi  stereometriei  dai  quali  si  deducono  le  propriettl  del  esagrainma 
^  l'ascal  (Mem.  d.  R.  Acead,  dei  Lincei  1876—77)  die  Theorie  der  PaBcalflchen 
°^li«öcke  geknüpft  und  derselben  die  Bezeichnung  Pascalgerade  und  ebenso 
**  "piter  folgenden  Namen  entlehnt. 
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HrDüLK  Frwt'K: 


ik  ■  il   oder   i(Jcl)  ~Xi  =  Xk  =  Xt 

und  ein  beliebiger  Steinerpunkt  S  durch 

(»)  {k)  (0  Xi  -^Xk  =  Xk-\-  Xi  =  xi  +  Xi  =  0 

oder 

a;.-  =  Xk  =  Xt  =  0 

dargestellt.  Die  Trieder  156,  2  5  6,  356,  456  haben  die  dreifach 
berührende  Ebene  5  6  gemein.  Von  den  12  Kanten  dieser  4  Trieder 
liegen  in  der  Ebene  5  6  die  8  folgenden: 

56. 15,  56-25,    5635,    56-45, 
56-16,    5626,    56-36,    56-46; 

die    1   übrigen  Kanten  aind 

15. 16,  25-26,    35. 36,    4546, 

und  diese  befinden  sich  in  der  Konfiguratiousebene  (5  6),    Die  Schi 
(1)(5)(6),  (2)  (5)  (6),  (3)  (5)  (6),  (4)(n)(6)   der  4  Trieder  liegen 
sowohl  in  der  Ebene  5  6  als  auch  in  der  Konfigurationsebene  (5  6)  and 
mithin  auf  einer  Geraden 


oder 


jfs  +  a^e  ==  a^s  -  Xg  =  0 
x^  =  x.  =  0. 


Demnach  ergiebt  sich: 

Jede  Ebene  ik  gehört  4  der  ^0  Steiner  sehen  Trieder  an  und  eni- 
hfUt  8  von  deren  12  Kanten  \  die  4  übrigen  Kanteti  liegeti  in  der  Kofi- 
figurcUionsebene  (ik),  deren  Symbol  mit  denselben  Ziffern  wie  das  der 
Ebene  ik  geschrieben  ivird. 

Dieser  Satz  enthält  eine  andere  Konstruktion  der  Konfigoratioa 
(15g,  20j)  aus  den  15  Ebenen  ik. 

Die  (>0  Pascalgeraden  p  liegen  eu  acht  in  den  15  äreifüA 
heriUirenden  Ebenen  ik  und  zu  vier  in  den  15  Konfiguratioftö^benm 

Die  20  Steiner  punkte  S  liegen  su  vier  auf  15  Sieinergeradtm 

(i)  (A*)  Xi  -^  Xk  =  Xi  —  Xic  =  0 

oder 

Xi  =  Xk  =  0~ 

Die  Steinergerade  (1)(2)  in  der  Ebene  (12)  der  Konfiguratu^D 
achneidet  die  Konfigurationsgeraden  (1  2  3),  (1  2  4),  (1  2  5),  (1  2  6)  i» 
den  Steinerpunkten  (1) (2) (3),  (1)(2)(4),  (1)(2)(5),  (1)(2)(6J,  aUo: 
In  jeder  Kon figurat ionsebene  liegt  eine  Steinergerade;  sie  sthfi^ 
die  4  Kimßgurationsgeraden  dieser  Ebene  in  4  Steinerpunkten. 
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ie    Steinergeraden    {l)(6),    (2) (6),    (3) (6),    (4)(t>),    (5)(6) 
samtlich    die   Bedingung   x^  =  0   und    liegen    somit    in    einer 

S(6);  ihre  10  Schnittpunkte  sind  die  Steinerpunkte  (1)(2)(6)^ 
(6),     (1)(4)(6),    (1)(5)16),    (2)(3)(6),    (2)(4)(6),    (2)(5)(6), 
)(6),  (3)  (5)  (6),  (4)  (5)  (6).     Hieraus  folgt: 

Durch  die  Konfiguration  (15^,  20^  {oder  durch  die  Fläche  F^ 
H  6  Ebenen 

Xi  =  0, 

^emona- Ebenen  y*),  bestimmt  Nämlich  jede  Cremona-Ebene  y 
t  ein  i'olhiä)uli(/es  Fünf  seit  mis  5  Steiner  geraden  tifid  10  Steiner - 
Dmrch  die  Konfiffitratimi  {15f^,  20^)  (oder  durch  die  Mädte 
MM  See fts flach  best  im  mt,  welches  die  6  Cr  emona- Ebenen  y 
i,  die  15  Steinergeraden  s  zu  Katden  und  die  20  Steiner - 
8  mt  E'l'pimhten  hat  Die  Gegeneckjmnkte  dieses  Sechsßac}ies 
Steiner  punkte  f  also  reziproke  Pole  besüglieh  der  Fläche 
\Das  Sechsflach  ist  ein  Folsecksflach  der  kubischen  Fläche.^) 
)nrch  die  Kante  (i)(A')  des  Polsechsflachs  gehen  die  Ebenen 
;),  {ik)f  ikj  welche  die  Gleichungen  haben 

Xi  =  0,    ar*  •==  0,    Xi  —  Xk^Of    Xi  -f  ^i  =  0 . 
DB  folgt: 

"üwrch  jede  der  15  Kanten  (t)  (k)  des  Folsechsflndies  geht  eine 
^rationsdjene  (ik)  und  eine  der  15  Ebeneti  ik;  diese  kennen  die 
I  durch  die  Kante  gehendett  Ebenen  (i)  und  (k)  des  Sedisfktehes 
misch. 

(f^enn  man  mittelst  der  15  Dreiseitebenen  ik  die  Steinerpunkte, 
lergeraden  und   Cremoiiaebenen   konstruiert  hat,  erhält  man 

sofort  die  15  Konfigurationsebenen  (ik). 
MS    unseren    Untersuchungen    ergieht    sich    ftir    die    allgemeine 
jbe  Fläche  mit  27  reellen  Geraden: 

idet  man  die  12  Geraden  einer  Doppelseclis  aus^  dann  kann 
aus  den  15  übrigen  Geraden  g  das  eben  heschriehene  System  aus 
ifach  brriihrcn-dm  Eltetien  A,  60  Pascalgeraden  pj  20  Steiner - 
€n  jS,  15  Steinergeraden  s  und  6  Crcmonaebenen  y  und  eine 
matian  (15^,  20^)  ableileti,  Dtßsc  Ähleitmtg  von  36  Polsedisfladwti 
JbMeM  FläcJte  aus  ihren  27  Geraden  rührt,  von  Cremona^)  her, 
rhalt  aber  zugleich  aus  den  27  Geradeti  36  Konfigurationen  (15^,  20^). 


)  Diese  Bezeichnunp  rührt  von  Reye  her;  vgl.  seine  Geometrie  der  Lage, 
i,  8.  187. 

Eejre:  Geometrie  der  Lage  TTT.  Abt.  8.  115. 
I  Cremona,  a.  a.  0. 


RifDOLF  Fühck: 


Bestimmnag:  eiDer  Fläche  0^  dritter  Klasse  ans  der  Konfiguration 

(15«,  20,). 

Da  die  Konfiguration  (15g,  20j)  sich  selbst  polar  ist,  so  mufs  sich 
aus  ihr  auch  eine  Fläche  0^  dritter  Klasse  ergeben.  Um  dieselbe 
kemien  zu  lernen^  brauchen  wir  nur  zu  den  Sätzen  des  letzten  Para- 
graphen die  reziproken  aufzustellen. 

Die  drei  paar  Gegenpunkte  eines  Vierseita  (ik)  der  Konfignratiim 
werden  durch  drei  Diagonalen  verbunden,  welche  sich  in  drei  Punkten 
^  schneiden.  Mit  der  Konfigiiration  sind  demnach  45  Punkte  J  rer- 
bimden.  Die  Punkte  J  liegen  zu  dreien  auf  15  Geraden  ff\  Die  auf 
diese  Weise  durch  die  Konfiguration  bestimmten  Geraden  g'  gehen  zu 
dreien  durch  15  Punkte  I>  und  biltlen  also  15  Dreikante  D.  Aaf 
jeder  der  15  Geraden  g'  liegen  drei  Punkte  D.  Jede  Gerade  </'  kommt 
also  in  drei  Dreikanten  D  vor  und  wird  von  6  andern  Geraden  g'  ge- 
schnitten, während  sie  zu  den  H  übrigen  im  allgemeinen  windschief 
ist.  Ein  beliebiges  der  15  Dreikante  D  hat  mit  sechs  andern  je  eine, 
mit  den  8  übrigen,  aber  keine  Kante  gemein.  Die  45  Ebenen  der 
15  Dreikante  D  gehen  zu  sechs  durch  die  15  Geraden  g'.  Die 
15  Geraden  g'  liegen  auf  einer  allgemeinen  Fläche  <P'  dritter  KlttNy 
welche  durch  die  Konfiguration  eindeutig  bestimmt  ist.  Jeder  dar 
15  Punkte  D  ist  ein  dreifacher  Punkt  der  Fläche  <^;  die  Ebenen  d« 
Dreikants  D  berühren  in  seinem  Scheitelpunkt  D  die  Fläche  <Z>*  Mm 
kann  aus  der  Fläche  0'  die  Konfiguration  wieder  ableiten.  Konstroicrt 
man  nämlich  auf  jeder  Kaute  g'  eines  Dreikants  D  den  Punkt,  der  den 
Sckeitelpunkt  D  von  den  beiden  andern  auf  g'  liegenden  dreifachen 
Punkten  D  der  Fläche  0^  harmonisch  trennt,  dann  erhält  man  «üe 
3  Punkte  A  einer  Konfigurationaebene,  und  die  drei  Punkte  yi  bestimawo 
die  Konfigurationsehene. 

§5- 
Beziehung  der  Konfiguration  (15^,  2(\)  zu  einem  System  von  10  Ke^J- 
schnitteot  15  Flächen  zweiter  Ordnung  und  einer  Fläche  vierter  Ordnimg 

mit  15  Doppelpunkten. 

Drei  Konfigurati onsebeuen  {ik)^  (^w),  {np)j  welche  an  ewöb» 
keine  Konfignrationsgerade  gemein  haben,  bestimmen  einen  P""^ 
Q  oder 

{ik)  {Im)  [np)  Xt  —  Xk^  Xi  — x„,^  Xn  — 3Cf  =  0. 
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In  der  Konfigurationsebene  (1  2)  liegen  die  tlrei  Punkte  (1  2)  (3  4)  (5  6), 
(1  2)  (35)  (4  6),  (1  2)  (3  6)  (4  5),  und  ebenso  viele  Punkte  Q  befinden 
sich  in  jeder  andern  Konfignratitmsebene.  Die  Ebene  (1  2)  der  Koii- 
aguration  schneidet  die  Nebenkanten  (3  4)  (5  (>),  (3  5)  (4  6),  (3  6) (4  5) 
dl»  gegenüberliegenden  Konfigurationspunktes  (3  4  5  6)  in  den  Punkten 
(1  2)  (3  4)  (5  6),  (1  2)  (3  5)  (4  C),  (1  2)  (3  6)  (4  h).  AUgemein  er- 
giebt  sich: 

Von  dein  Vierkante  eines  Konligiirattofispunlies  gehen  die  drfi 
Ifebenkanten  durch  die  drei  Punlte  Q  der  gegetmbcrliegenden  Konfigura- 
Honsehene. 

Die  6  Punkte  (1  4)  (2  5)  (3  6),  (1  4)  (2  6)  (3  5),  (1  5)  (2  4)  (3  6), 
(1  5)  (2  6)  (3  4),   (1  6)  (2  5)  (3  4),  (1  6)  (2  4)  (3  5)   genügen    sämtlieh 

der  Gleichung  .        ,  .        , 

^  a?!  +  a-,  +  iCg  =  X4  +  iCj  +  arg . 

6 

Wegen  der  identischen  Eielation  ^oci  =  0  folgt  hieraus 

"  1 

Xj  +  iEj  4-  ^a  =  <^ 
und  die  genannten  G  Punkte  Q  liegen  in  einer  Ebene 
1  2  3]  =  [4  5  6]     X,  +  ;r,  +  ^3  ^  ^4  4-  %  +  ^6  =  0 . 

Durch  die  Kmißguration  {15^  ^  J20^)  werden  überhaupt  10  Ebenen 

[ik  J]  =  [m  np]        x^  -i-  Xt -{-  Xt  ^  x^ -\-  Xn -{- x^  =  0 

bestimmt f  die  je  6  Punkte  Q  enthaiien. 

Durch  den  Punkt  (1  2)  (3  4)  (5  6)  gehen  die  4  Ebenen 

U35]  =  [246|,    [136]  =  [245],   [235]=^[l  46],   [23ßJ  =  [145]. 

Die  10  FAmie^i  \ikl\  gehen,  denniurh  su  t^ier  durch  die  15  Funkte  Q. 
Die   10   Ebenen  [lA/]  schneideu  sich  in  45  Geraden  r,   von  denen 
»ine  beliebige  durch 

[*kj][ikin\  Xi'\-Xk-{'Xi  =  Xi  -\-Xk-\-x„,  =  Q 

'dargestellt  wird.     Durch  Subtraktion  der  beiden  Gleichungen  folgt 

Xi  —  x,n  =  <^r 

"  t.  die  Konfigurationsebene  {Im)  geht  durch  die  Gerade  [i7*"?|  [/Ä'mJ. 
*f  >thm  werden  die  Gegenkanten  [3  5  1)  [3  5  2],  [3  6  1]  [3  6  2];  [15  3] 

tu  5  4],  [1  6  3]  [1  6  4];  [1  3  5]  [1  3  6],  [1  4  5]  [1  4  6]  des  Vierseits  der 
*  ^orch  den  Punkt  (1  2)  (3  4)  (5  6)  gehenden  Ebenen  [/Ä7]  paai-welse 
"'^rt^h  die  resp.  Ebenen  (1  2),  (3  4),  (f)  0)  verbunden.  Wir  können 
^'^o  Jen  Satz  aussprechen: 
d^'der  der  1'}  Punkte  Q  ist  Sfheitdpuvkt  eines  roUstäMdigen  Vierseits 
^•**'  4  Eltetien  [<7»/]  und  H  Gmiden  r.    LHc  Dimjoimh'lteneti  des  Vierseits 


i 


u 


Rvuox.r  PimcK: 


sind  die  drei  durcJt  di^jien  Punkt  Q  gehenden  KonfigiiraiitmsehenetL  DU 
Konfiguration  (15^,  20^  kmm  somit  aus  den  10  Ebenen  [ikl]  ahgäeUd 
werden. 

In  der  Ebene  (12)  der  Konfiguration  ist  das  Dreieck  der  Punkte 
(1  2)  (3  4)  (5  6),  (1  2)  (3  5)  (4  6),  (1  2)  (3  (i)  (4  5)  enthalten.  Diesen 
Punkten  Q  Hegen  in  dem  Dreieck  die  resp.  Geraden  [3  4  1  ]  [3  4  2], 
[3  5  1]  [3  b  2],  [3  6  1]  [3  6  2)  gegenüber;  denn  z.  B.  die  Punkte  U  2) 
(3  5)  (4  6)  nnd  (1  2)  (3  6)  (4  5)  liegen  sowohl  in  der  Ebene  [3  4  1]  all 
auch  in  der  Ebene  [3  4  2]  und  also  in  der  Schnittgeraden  [34  1]  [342] 
dieser  beiden  Ebenen. 

Die  45  Sc^hnittlinien  r  der  10  Ebenen  [ihl]  bilden  demnach  in  den 
15  Konßgurationsehenen  15  Dreiseite,  deren  Eckpmikte  die  15  Funkte  Q 
sind.  Dieser  Sats  gidti  eine  zweite  Konstruktion  der  Konfigitratim 
{15^,  2(\)  aus  den  10  Ebenen  [ikl]  an. 

Keine  zwei  der  15  Dreiseite  iiaben  eine  Seite  gemein;  aber  jeder 
Eckpunkt  Q  gehört  drei  von  ihnen  an. 

Eine  der  105  V^erhindungsgeraden  der  15  Punkte  (^  ist  nur  dam 
eine  Gerade  r,  wenn  sie  swei  in  derselben  Konfiguratiotisebetw.  UegemU 
Punkte  Q  verbindet. 

Mit  Hilfe  des  Satzes  S.  18  folgt: 

In  ihrem  Dreiseit  wird  eine  Kmißgurationse^ene  von  detn  Drt^hmi 
geschnitten,  waches  aus  den  Nehmkante)i  und  den  Ebenen  a  des  gegen- 
überliegenden Konfgurationspunktes  besteh. 

Durch  Addition  der  Gleichungen 


a;.  +  a-s  +  X, 


'.  =  0, 


^l   +  ^2  -f  ^4  =  0 


der  Geraden  [1  2  3]  [1  2  4]  erhält  man  wegen   ^3:,  =  0  die  Gleichung 

1 

und  durch  Subtraktion 

x^-x^  =  0. 

Die  Ebenen  [1  2  3]  und  [1  2  4]  werden  also  harmonisch  getrennt  tiurcli 
die  Konfiguratiousebene  (3  4)  und  die  Ebene  ce,  deren  Gleichung 
x^  -{-  x^  =  x^  -{-  Xq  ist. 

In  jeder  der  45  Geraden  r  sehneiden  sich  ahio  eine  Konfiguration 
ebene  und  eine  Ebene  «,  und  diese  trennen  die  beiden  durch  r  g^mden 
Ebenen  [ikl]  harmonisch. 

Die  Punkte  Q  führen  zu  interessanten  Gebilden.    Man  ersieh*  ~ 
Die  ü  Punkte  {i4){2i}){m),  (14) (20) (3:7),  (15) (24)  (36),  {UyM'J^ 
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(IG)  (25)  (34),  (16)(24)(3ö)  in  der  Ebene  [123]  liegen  auf  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung,  welche  durch  die  Gleichungen 

x\^xl  +  x\  =  x\  +  x\-^xi, 
J•^  +  ^:j  -f  x^  =  x^^  +  dTj  +  Xß  =  0 

dargestellt  wird.     Überhaupt  ergiebt  sich: 

Dwrch  die  Konfigttraiion  (15^,,  20j,)  werden  in  den  10  Ebenen  [ikl] 
10  Kegelschnitte 

3f  +  4  +  af  =  4,  +  aF2  +  iBj, 

X(  -^  Xk-^  Xi^Xu,  +  JP,  +  a-p  =  0 


cft,  =  a 


»p 


■^HgHift)^,  auf  denen  je  6  Funkte  Q  Uegen.    Dureh  jeden  Punlt  Q  gehen 
HHV  KetjehcJmifte.    Je  zwei  der  KegehehniUe  schneiden  sieh  in  ^-  Punkten 
Q^  und  gwar  ist  die  SchniUseJme  eine  Gerade  r. 

Bedeutet  xMm  eine  Penmutation  der  Ziffern  3,  4,  5,  6,  dann  iat 
(10  (2A')  (/»»)  ein  beliebiger  derjenigen  12  Punkte  ^,  die  nicht  in  der 
Konfigurati imsebene  (12)  enthalten  sind.  Diese  12  Punkte  sind  die 
Punkte  Q  auf  den  Kegelschnitten  i\^i  CJ,^,  CJ^g,  C\^^.  Wir  behaupten: 
Diese  4  Kegelschnitte  und  mit  ihnen  also  auch  die  12  Punkte  Q  liegen 
auf  der  Flüche  zweiter  Ordnung 

FJ,  4(^  +  a:,x,+:r|)^W 

Man  kann  nämlich  diese  Gleichung  auch  schreiben 

jcj  +  a:»  +  jcj  +  2(iC4  +  a:,  -f  xi){Xy^  +  ^r,  -  a;,)  =  a?J  -f  ^  +  icj , 

und  diese  wird  durch  die  Gleichungen  des  Kegelechnittes  CJ^  befriedigt. 
Da  die  Gleichung  der  Fläche  F\^  für  ar^,  a:^,  x^^  x^  symmetrisch  ist,  so 
liegen  ebenso  die  Kegelschnitte  CJ^^,  CJ,5,  CJ^ß  auf  ¥\^.  Wir  können 
also  den  Satz  aussprechen: 

Durch  die  Konfiguration  (log,  20,)  werden  15  Flädien  eweiter 
Orämmg 

FJk  4(x! -{- XiXk -^  4)  =  £xf 

best i mint,  auf  denen  je  12  Pmikie  Q  und  je  4  Kegelschnitte  Cfki  liegen. 

Durcfi  jeden  Punkt  Q  gelten  12  Flddien  Fh ; 

%,  B.  durch  den  Punkt  (12)  (34)  (56)  gehen  aUe  Flüchen  F)^  aufser 
jr%     -p^    ^ 

Durch  jedert  Kegelschnitt  CJn  gehen  G  Flächen  FJ^i 

z.  B-  in  dem  Kegelschnitt  C\^  ^  6^  schneiden  sieh  die  Flächen 
in      pt      pt  .   ;,'2      7,^      vs 


m 


Rudolf  Fükck: 


Zwei  heliänge  KegelschniUe  Cfn  werden  durcfi  snvm  Fläclwn  FJk 
hundeil ; 

B.    die    Kegelschnitte    CJj,,  ^  C^^g    und    Cl^  ^^  C{^    liegen    sowohl 


z. 


auf  der  Fläche  F'i^ 


ata  auch  auf  der  PlUche  i'*^. 


Eine  Mäche  Fh  schneidet  die  6  nicht  auf  ihr  liegenden  Kegd- 
schnitte  in  je  4  PmiJden  Q.    . 

Es  ist  nämlich  C^^g  ^  C^^  ein  Kegelschnitt,  der  nicht  auf  der 
Fläche  FJj  liegt.  Zu  den  6  Punkten  Q  auf  diesem  Kegelschnitte  ge- 
hören auch  die  4  folgenden:  (13)  (25)  (46),  (13)  (26)  (45),  (14)  (25)  (36), 
(14)  (26)  (35),  welche  Punkte  aber  auf  der  Fläche  i*'*^  liegen. 

Ein  Punkt  Q  tvird  mit  den  6  nicht  durcft  ihn  gehmden  Krgd- 
schnitten  durch  je  eier  Flächen  F^t  verbunden. 

Nämlich  der  Kegelschnitt  OJjg  ^  (\^  geht  nicht  durch  den  Funkt 
(12)  (34)  (56).  Zu  den  6  Flächen  F)ky  die  durch  diesen  Kegelschnitt 
gehen,  gehören  auch  FJj,  F\^,  F\^f  F\^,  welche  FEchen  aber  durch 
den  Punkt  (12)  (34)  (56)  gehen. 

Es  zeigt  sich  ein  gewisser  Dualismus  Zwischen  den  15  Punkt<fD  ^ 
und  den  15  Flächen  Fu\  nämlich: 

Durch  jeden  Punkt  Q  gehen  12 


r 


Flächen  Fh^ 

Auf  jedem  Kegelschnitt  i^ki 
Hegen  6  Punkte  Q. 

Durch  jeden  Punkt  Q  gehen  4 
der  10  Kegelschnitte  Qkt. 

Zwei  beliebige  Kegelschnitte  6?^^ 
schneiden  sich  in  2  Punkten  Q. 

Ein  Punkt  Q  wird  mit  den  6 
nicht  durch  ihn  gehenden  Kegel- 
schnitten Ciki  durch  je  vier  Flächen 
F^k  verbunden. 

Aus    dem   letzten   Satze   rechts   läfst  sich   die   für  später  wichtig? 
Polgening  ableiteu: 

Zieht  man  an  die  4  ditrch  einen  Punkt  V  gehenden  Kegdschnil^ 
(Jfti  in  die,'<em  Punkte  die  Tangenten^  dann  liegen  von  denselben  Id*^^ 
drei  in  einer  Ebene. 

Lägen  nämlich  die  Tangenten  der  durch  den  Punkt  (12)  (34)(0<>^ 
gehenden   Kegelschnitte   (TJj^,   Cl^,  C^^^  in  einer  Ebene,  dann  word««* 
sich  die  Fläche  F]^  und  die  Kurve  Cl^^=C\^^  im  Punkte  (12M34)(-^^ 
berühren,  was  unmöglich  ist,  da  sie  sich  in  4  Punkten  schneiden. 


Auf  jeder  Flache  F?»  liegen  VI 
Punkte  Q. 

Durch  jeden  Kegelschnitt  (?». 
gehen  6  Flächen  i^7t- 

Auf  jeder  Fläche  F:k  liegen  4 
der  10  Kegelschnitte  C:^, 

Zwei  beliebige  Kegelschnitte 
werden  durch  2  Flächen  F^t  W- 
bundeu. 

Eine  Fläche  ^7*  schneidet  di« 
6  nicht  auf  ihr  liegenden  Keg«?J 
schnitte  in  je  vier  Punkten  Q 
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Zum  Abschlttfs  unserer  Untersuchung  über  die  15  Punkte  Q  wollen 
wir  noch  folgenden  Satz  beweisen: 

Durch  die  Konßffuration  (15g,  20^)  wird  eine  Flädte  vierier  Ord- 
nuruj: 


F^ 


/   8        V«  6 


bestimmt^  welche  die  15  PtmJcte  Q  zu  Knotenpunkten  und  die  10  Ebenm 
[iktj  SU  singidärcfi  Berühmngsefjenen  Mj  und  zwar  berührt  die  Fläche 
F*  jede  der  10  Ebenen  [ikl]  längs  des  darin  liegenden  Kegd- 
sehniäes  Cfn. 

Zum    Beweise    bestimmen    wir    die    Schnittkurve   der   Fläcke    F^ 
z.  B.  mit  der  Ebene  [12  3].     Für  die  Ebene  [123]  ist 

-^8  =  2^1  + a:,, 
mithin  auch 


=  2(ar;  +  :r}  +  [a:*  +  4s^^jr,  +  Garja^  +  4x^x1  -f  a^]) 
^2{xi-\-4-\-  [^1  +  ^if)  -2ix{  +  xi  +  xi}. 
für  die  Ebene  [123]  auch  x^-^  x^  +  jc^  =  0  ist,  so  ist  ebenso 
(3^,  +  xl  +  xi}'  =  2(xl  +  xt  +  xi) 


Di«  Gleichung  der  Fläche  F*,  welche  man  auch  schreiben  kann 

W  +  a^  +  a:|)«  +  2(a:;  +  a|-faD(a:;  +  a|-fai)  +  (a;H-2?  +  x*)«  =  4^/, 
geht  demnach  unter  der  Bedingung,  dais 

Xi+X^-\-X^  =  X^-\-X^  +  Xt=^0 

*«^  ober  in 

0  -  (x;  +  4  +  orD«  -  2(a:;  +  :rj  +  xi){3^,  +  j^J  +  ^^t)  +  (^  +  o^  +  4)* 

ckUt: 

[{a-i  +  xi-\-xi)-{xl  +  xl  +  xi)Y^O. 

Biese    Gleichung    lehrt,     dafa    die    Fläche    F*    mit    der    Ebene 

^  ^  äj    Jen   Kegelschnitt    C\^^    doppelt    gemein    hat     Die    Gleichung 

'**'  Flache  F*  ist  eine  symmetrische  Funktion  von  Xj,  ar,,  ar^,  x^j  ar^,  a*^; 

*^«*>    hat   die    Fläche  F*    mit  jeder   der    10   Ebenen   [ikl]    den   darin 

^^^enden  Kegelschnitt  doppelt  gemein.     Da  die  15  Punkte  §  auf  den 
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10  B[egelschiiitten  Cfn  liegen,  so  geht  die  Fläche  F^  anch  durch 
Punkte.  Durch  einen  Punkt.  Q  gehen  vier  Kurven  Cfn:  die  Tangent«n 
dieser  Kurven  im  Punkte  (^  sind  aueh  Tangenten  der  Fläche  /'*  in 
diesem  Punkt«;  da  diese  4  Tangenten  aber  nicht  in  einer  Ebene  liegen, 
so  folgt,  dafs  der  Punkt  <i>  Doppelpunkt  der  l^läche  F*  ist  Aufl  den 
Sätzen  S.  IS  n.  19  ergiebt  sich  für  die  Fläche  JF*: 

Die  Ktmffguration  (15g,  20^)  kann  aus  der  Fläche  F*  abgekiid 
werden.  Nämlich  jeder  dur  15  KtwtenpitMe  ist  der  ScheM  eines  Vi^r- 
seii^  au^  4  der  siwjulärni  Beriihntufjs^henen;  die  Diagoncüebenen  dieser 
15  Vicrseik  sind  die  15  KöiffKjitnUiatisebenen.  Auch  bilden  die  45 
ßehnitUiniefi  der  10  simfidären  B(^iihrmiffsehemfi  15  DrciseitCy  deren  Eck- 
punkte die  15  Knoietijmnkte  sind;  die  hJhetven  dieser  15  Dreiseite  sind  die 
15  Kon fi  (fit  ra  tionschmen. 

Anmerkung:  Die  Fläche  F^  ist  die  bekannte  Brennfläche  eber 
Strahlenkongruenz  zweiter  Ordnung  dritter  Hasse.  M  Von  dieser  Brenn- 
fläche  ftber  ist  die  Knmmersche  Fläche  vierter  Ordnung  vierter  Klasse 
mit  16  Doppelpunkten  und  10  siiiguläreu  Berühruugsebenen  ein  be- 
sonderer Fall.     Für  die  Kummersche  Fläche  folgt  daraus: 

ScJteidet  man  aus  dm  16  Knotenpunkten  und  den  16  sinffularai 
Beruh  rnngschetmi  der  Kutnni  er  sehen  Flärhe  viwn  Knofmfntnkt  w«W 
den  6"  durch  ihn  gehenden  singulären  Beriihnmgsehemm  aus^  dann  wf 
jeder  der  15  iihrigeti  Knotenpunkte  der  Scheitel  eines  Vierseiis  aus  4  der 
10  übrigen  simftdären  Berührungseb^^ten.  Die  Di<igonalebenen  dieser  Ift 
Vierseite  siml  die  15  Ebenen  einer  Konfiguration  (15^,  20 j).  Aitek 
hüden  die  45  Schnittlinien  der  10  singulären  Berührungsehenen  15  Drei- 
honte,  derett  EcJqmnkte  die  15  Kw:denpunkt€  sind.  Die  Ebenen  dtrstr 
Dreiseite  sind  die  15  Kimßgurationsebenen.  Auf  diese  Weise  köwitn 
aus  der  Kummer  sehen  Flüche  16  Konfigurationen  (15^,  20,)  abgdnid 
werden.^ 

Der  reziproke  Satz  lautet: 

Scheidet  man  aus  den  16  Knotenpunkten  und  den  16  smguiäfti 
Beriikrmuisehetwn  der  Kunnnerscfien  Fläche  eine  simfuläre  BerOknoiff- 
ebene  ne^st  den  6  darin  liegendet^  Knotenpunkten  aus,  dann  liegt  inje^ 
der  15  übrigen  singulären  Berührungsebenen  ein  Viereck  aus  4  der  1^ 
übrigen  Knotenpunkte.  Die  Nebetieckpunkte  dieser  15  Vierecke  siW  </** 
15  Punkte  einer  Konfiguration  (15g,  20j),  Auch  bilden  die  45  r^r- 
bindungslinien  der  10  Kmdettpunkte  15  Dreikante ^  deren  Ebenen  <fc  ^ 


1)  Vgl.  Kummer:  Über  die  algebraischen  Strahlensjsteme  in  den  Abb.  J^*' 
Berl.  Ak.  math.  Klasse,  1866,  S.  71      Reye:  Grelles  Journal  86,  1»7. 

2)  Vgl.  Caporali:  Meuiorie  dl  Creometria,  Napoli  1888,  8.  86. 
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smguiären  Berührunffsebenen  sind.  Die  Scfieitel  diest^  Dreikante  sittd 
die  15  Konfhptrationifjmnkk.  Da  wir  auf  diese  Weise  zu  16  Konfipura- 
iumen  (15^,  20,)  gehmt/en,  so  werdm  dmrh  die  Kummer  sehe  Fläche 
S2  Kmifigurationeti,  (15g,  20^)  bestimmt. 


ffez 


§6. 


zielmiig  der  Konfiguration  (15^,  2O3)  zu  einem  System  von  10  Kegeln 
zweiter  Easse,   15  Fläclien  zweiter  Klasse  und  einer  Fläche  vierter 
Klasse  mit  15  singiüären  Berülirungsebenen. 

Da  die  Konfiguration  (15g,  20^)  in  einem  Polarsystem  sich  selbst 
zugeordnet  ist,  ao  giebt  ea  zu  dem  in  §  5  entwickelten  Systeme  von 
10  Kegelschnitten,  In  Flächen  zweiter  Ordnung  und  einer  Fläche 
vierter  Ordnung  ein  reziprokes  System,  das  wir  hier  kurz  erläutern 
wollen. 

Verbindet  mau  je  drei  solche  Konfiguratiouspunkte,  die  zu  zweien 
auf  keiner  Konfigurationsgeraden  liegen,  durch  eine  Ebene,  dann  erhält 
man  lö  Ebenen  t.  Die  If)  Ebenen  «  gehen  zu  drei  durch  die  15 
Konfigurationspunkte  und  zu  sechs  diurch  10  Punkte  M.  In  jeder 
Ebene  f  liegen  4  der  lO  Punkte  M.  Jeder  der  W  Punkte  M  ist 
Mittelpuükt  eines  Kegels  A'-  zweiter  Klasse,  der  von  den  0  durch 
diesen  Punkt  gehenden  Ebenen  f  umhüllt  wird.  Man  erhält  somit 
10  Kegel  A'^  aus  der  Konfigiiration  (U\,  20^).  Jede  Ebene  f  berührt 
4  der  10  Kegel  JP.  Beliebige  2  der  10  Kegel  Ä^  haben  2  Berübrungs- 
j      ebenen    £   gemein.     Die   12  Ebenen,    die  von  den   15  Ebenen  b  nach 

L Ausscheidung  der  drei  durch  einen  Konfiguratioospunkt  gehenden  übrig 
bleiben,  umhüllen  eine  Fläche  O-  zweiter  Klasse.     Durch  die  Konfigu- 
ration   (15^,  2O3)    werden    ilemnach    15    Flächen    O^    beatininit.      Jede 
Bbene  e  wird  von   12  der   15   Flächen   <^*  berührt,    und  jede  der  15 
Tischen   0*   berührt    12   der   15  Ebenen   s.     Jede  der   15   Flächen    ^^ 
bat  4  der  W  Kegel  Ä'^  zu  Tangenteukegeln.     Jeder  der  10  Kegel   A'^ 
ist  Tangentenkegel   von   6   der   15    Flächen   <I^*  und   berübrt  0  der   15 
Kbenen   f.      Durch   die  Konfiguration  (15g,  20^)  wird   eine  Flüche   *l>^ 
♦■'^rter  Klasse   bestimmt,    welche  die   15   Ebenen   f   zu   singulären   Be- 
'■"brungsebenen    und    die    10   Punkte   M  zu    Knotenpunkten   bat.     Die 
^»ngenten  der  Fläche  <I>*,  welche  durch  M  geben  und  deren  Beriihrunga- 
P"lÜcte  von  AI  verschieden  siiid,  liegen  auf  dem  Kegel  Ä'^,  der  M  zum 
"'^t'telpnnkt    hat.      Mau    kann    aus   der    Fläche    0^    die    Konfiguration 
*'^*,   20j)   wieder  ableiten.     Nämlich   in  jeder  der   15  singulüren   Be- 
''^lifungsebenen    liegt    ein   Viereck  aus  4  der   10   Knoteupiiukte.     Die 
leckpunkte   dieser    15  Vierecke  sind  die  15  Koufigurationspunkte, 
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Auch  bil<Ien  die  45  Verbindungslinien  der  10  Knotenpunkte  15  Drei- 
kante, deren  Ebenen  die  15  singnlären  Berühnmgsebenen  sind.  Die 
Scheitel  dieser  Dreikante  sind  die  15  Konfigurationspuukte. 

Anmerkung:  Die  Kummer  sehe  Fläche  vierter  Klasse  vierter 
Ordnung  mit  16  singularen  Berührungsebenen  und  16  Knotenpunkten 
ist  ein  besonderer  Fall  dieser  Fläche  0*.  Der  schon  in  §  5  entwickelt« 
Satz,  dafB  man  aus  der  Kummersehen  Fläche  durch  jemaliges  Aus- 
schalten einer  aingulären  Berühr unga ebene  16  Konfigurationen  {lb^20^ 
ableiten  kann,  findet  also  hier  seine  Begründung. 


Ein  duTcli  die  KoEfignration    (log,  20g)  bestimmtes  System  von  sechs 
CtebBckscheii  DiagoEalflächen  dritter  Ordnung. 

Wir    konstruieren    zu    den    durch    die   Konfigurationagerade  (ikl) 
gehenden  Ebenen 

{ik)  Xi  —  Xk^O, 

(ü)  Xi  —  xt=Of 

(Äf)  Xt—Xi^  (Xi  —  xi)  —  (Xi  —  Xk)  =  0 

die  vierte  harmonische  Ebene  A,  welche  der  Ebene  (kl)  zugeordnet  ist; 

diese  wird  durch  die  Gleichung 

*  ♦  kl  2Xi  =  Xk-j-  Xi 

dargestellt.  Mit  der  Konfiguration  (15g,  20^)  sind  demnach  60  Ebenen 
A  verbunden,  welche  zu  drei  durch  die  2^  Konfigurationsgerwien 
gehen.  Beispielsweise  achneiden  sich  die  Ebenen  1  •  23,  2  •  13,  3  12 
in  der  Geraden  [1  23]. 

Wir  wollen  zunächst  die  HO  Ebenen  X  imtersuehen,  welche  xu 
drei  durch  die  10  Kanten  (ikl)  des  vollständigen  Fünfecks  Pg  (TgL§l) 
gehen;  es  sind  das  diejenigen  Ebenen  A,  deren  S3'mbole  die  Ziffer  ß 
nicht  enthalten.  Wir  können  die  30  A  in  5  Gruppen  von  je  G  A  «fl* 
teilen,  indem  wir  zu  einer  Gruppe  alle  Ebenen  A  reelineu,  deren  Sjiu- 
hole  mit  derselben  Ziffer  anlangen;  z.  B.  die  6  Ebenen  1  -23,  1-^; 
1  .  24,  1  .  35;  1-25,  1-34  büden  die  erste  Gruppe.  Ordnen  wir  j« 
zwei  Ebenen  derselben  Gruppe  einander  zu,  deren  Symbole  znsamflM* 
alle  fünf  Ziffern  1,  2,  3,  4,  5  enthalten,  dann  enthält  jede  Gruppe  ^ 
Ebenenpaare,  wie  man  es  an  der  ersten  Gruppe  sieht.  Indem  wir  <w 
Ebenen  jedes  der  15  Paare  zum  Schnitt  bringen,  erhalten  wir  lö  öe* 
radeu  </,  von  denen  eine  beliebige  durch  die  Gleichungen 
i '  kl  -  m n  2  Xt  =  x>  -\-  Xi^  x^  -f  x^ 
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d&rgesteUt  wird.     Durch  jede  Gnippe  werden  drei    dieser  Geraden   be- 
stimmt; z.  B,  die  Geraden  der  ersten  Gnipp©  sind  1  •  23  •  45,  1  •  24  •  35, 

6 

l  •  25  •  34.     Mit  Hilfe  der  identischen   Relation  ^x,  =  0  findet  man, 
dals  jede  der  letzteren  Geraden  die  Gleichung 

befriedigt;  also  ergiebt  sieh: 

Die  drei  Geradeti  d  der  i^*  Gruppe  liegen  in  einer  Ebene 

Das  Fünfflach  o^  der  Ebenen  (T,6,  tf^^,  Csg,  <r^,  tf^^  wird  durch  die 
Konfiguration  eindeutig  bestimmt;  denn  jede  der  5  Ebenen  verbindet 
je  drei  Geraden  d.  Die  Ebenen  tf^,  ff^^g,  tf^g^  tf^^  schneiden  aus  der 
Ebene  <j„  ein  Vierseit  aus.  Für  den  Eckpunkt  (fi^OfdOs^  desselben 
gelten  die  Gleichungen 

■^i  +  i-P«  =  ^  +  iar«  =  j:.  -f  ia:«  =  0 
und  also  auch 

Wegen  der  identischen  Relation 

1 

folgt  aus  den  ersten  drei  fileichungen 
^d  also  auch 

^^T  Eckpunkt  ffißtfwtfjs  des  Vierseits  in  ff,^  liegt  mithin  auf  der 
'^^raden  1  •  23  •  45.  Aus  dem  Punkte  (fi^^iatJtie  ^^^^^^  ™aD  seinen 
^^^npunkt  ^i^n^^ö^  im  Vierseit  der  Ebene  ffj^,  indem  man  2  mit  4 
^^  3  mit  5  Tertauscht.  Der  Gegenpunkt  liegt  also  gleichfalls  auf  der 
"**Wen  1  *  23  •  45.  Diese  ist  demnach  eine  Diagonale  des  Vierseits 
•*    «j,.     Wir  können  somit  den  Satz  aussprechen: 

Die  J5  Geraden  d  sind  die  Diafjtmafm  der  5  Vier  seife j  welche  man 
"^^•ult,  wenn  man  jede  Elmie  des  Fünf  flachs  ffg  mit  den  4  übrigen  gttm 
^niU  bringt. 

Die    Eckpunkte   tJ^^^t^tf^y    «^w^^vt^^Mr   «^m'^^j^^s«    ^^s   Fünfflachs  <y«, 
^^Iche  auf  der   Kante  tf^ß^r,«   desselben   Hegen,   werden  aus  dem   Eck- 
jl'Unkte  ^tfffis^Mt   ^^^   Gegenpunkte   der  Kante  <s^i0^f  durch   die  Ge- 
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raden  1  ■  23  •  45,  2-  13-45,  3   12 -45  projiziert.    Diese  drei  Geraden*? 
liegen  also  in  einer  Ebene.     Die  Gleichung  der  Ebene  ist 

deim   sowohl    der   Eckpunkt   ^iQ<fs^(fss   ^^^   ^^^^^   *1*®   Kante  64^6^ 
friedigen  diese  Gleichung.     Allgemein  ergiebt  sich: 

Durch  jeden  der  10  EcJcpnnkte  des  Fünfftachs  tfg  gehen  drei  Dia 
gmmleti  d,  und  swa/r  werdett  diese  aus  deti  drei  den  Eckpunkt  hestimmendot 
Ebetien  des  Fünfflachs  tf^  durch  die  Verhindungsehaie  des  Ed^unktes 
seiner  Gegenkante  ausgeschmtten. 

Durch  die  Gerade  1  -  23  ♦  45  gehen  die  Ebene  o^^  und  die  beidra 
Ebenen,  welche  die  Eckpunkte  ötfi'^j6*''sef  **i«*^46*''m  ^^  ihren  Gegen- 
kanten  ö^^ts^^,  ^k^m  verbinden.  Die  Gerade  1  •  23  '  45  befriedigt  also 
die  Gleichungen 

und  demnach  auch  die  Gleichung 

I 

Da  flie  letzte  Gleichung  inbezug  auf  jc^,  x^,  .rj.  .fp  x^  syrametriscb 
ist,  Bo  wird  sie  von  aUeu  15  Geraden  d  erfüllt.  Unsere  üntersuchtuig 
fuhrt  mithin  zu  dem  Resultat: 

Die  15  Diagonalen  d  liegen  auf  eitter  Fläche  dritter  Ordnung 

1 

Die  Fläche  />p  hat  das  Fünfflach  (S^  zum  Sylvesterseben  Pentaedpr 
imd  die  charakteristiBche  Eigenschaft,  dafs  die  Summe  der  fünf  linearpfl 
Funktionen  Xi -\- {x^^  identisch  Null  ist  Die  15  Geraden  d  sind  üif 
Diagonalen  der  Vierseite,  welche  man  erhalt,  wenn  man  jede  Eben« 
des  Sylv  est  ersehen  Pentaeders  zum  Schnitt  bringt  mit  den  4  übngi'ii 
Ebenen.  i)g  hat  die  5  Pentaederebenen  zu  dreifach  berührenden 
Ebenen.  In  jeder  der  10  Pentaederecken  schneiden  sich  drei  in  ein^r 
Ebene  liegende  Geraden  d  der  Fläche.  Clebsch  nennt  eine  solche 
Fläche  dritter  Ordnung  eine  Diagonalfläche.*) 

Da  die  Ziffer  6  mit  jeder  der  Ziffern  1,  2,  3,  4,  5  yBrt»uMht 
werden    kann,    so    werden    durch    die    Koufigiuration    (15^,    20,)  di» 


1)  Vgl.  Math.  Annalen  4,  332. 
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Clebsch sehen  Diagoualflächen  D^,  Dg,  D^j  /)|,  D^,  J)«  bestimmt.    Die 
linken  Seiten  der  Gleichungen 


der  Flächen  i)g  und  D,^  werden  einander  gleich,  wenn  af^  =  x^  ist.  Die 
Schnittkurreu  der  Flächen  D^  und  B^  mit  der  Ebene  (56)  sind  also 
identisch.     Allgemein  ergiebt  sich: 

Die  Flächen  />,  und  Dt  haben  fnit  der  Konfit/urationsebefte  (ik) 
dieselbe  Kurve  driUer  Ordnung  getiiein. 

Hieraus  folgt,  dafs  man  von  dem  System  der  (5  Diagonalflächen 
wieder  zur  Konfiguration  gelangen  kann.  Thatsnchhch  ist  aber  zur 
Bestimmung  der  Konfiguration  nicht  das  ganze  System  der  ö  Flächen 
QÖtig;  vielmehr  ergiebt  sich: 

Die  Konfiguration  {15^,  -^^^3)  Icaun  (ins  hcliehitfpn  sivei  der  6  Clehsch- 
schen  Diagofud flächen  i),,  />,,  D,,  D^,  D-^^  Bf.  abgeleitet  icerden, 

Nänüich  die  Verbindungsebene  des  Eckpunktes  (fiaö^nO^a  des  Fünf- 
flaehs  ort  mit  seiner  Gegenkante  (f^Of,^  hat,  wie  wir  wissen,  die 
Gleichung 

Von  dieser  Ebene  ist  durch  die  Ebenen 

harmonisch  getrennt  die  Ebene,  welche  durch  die  Gleichung 

dargestellt  wird,  d.  h.  die  Konfignrationsebeue  (45).  Wir  können  dem- 
gemäfs  den  Satz  aussprechen: 

-4«^  der  Diagonal fh'iehe  Bt  Icann  man  rf«-s  voUständige  Fünfedc  Pi 
_herleiten.  Die  Elmiej  weHie  von  einem  Eek^ninkt  des  Sylvester  sehen 
aeders  u,  der  Fläche  D,  durch  die  die  Ge-genlante  d^s  EeJqMtiJäes  be- 
Pentaederebetten  hnrmmiiseh  getretmt  ist,  ist  nämlich  eine 
wm  Pi, 
Mittelst  dieses  Satzes  ist  es  nun  leicht  zu  zeigen,  dafs  z.  B.  durch 
die  Flächen  />^  und  Br,  die  KonJiguration  bestimmt  ist.  Aus  D^  und 
D^  erhält  man  die  vollständigen  Fünff^cke  Pg  und  P,,  und  also  alle 
Koutigurationsebenen  aulser  (5ti).    Du  aber  die  Ebenen  (1  5),  {l  <»j;  (2  5), 
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Rudolf  Fühoe: 


(26);  (3  5),  (3  6);  (4  5),  (4  6)  sich  in  den  resp.  Geraden  (15  6), 

(3  56),  (45  6)  der  Koiifigiirationsebene  (iiG)  aehiieiden,  so  ist  auch  diese 


durch  Dg  und  D^  bestimmt. 


Auf  das  zu  dem  System  der  G  Clebsch sehen  Diagonalflächea 
reziproke  System  aus  (v  Flächen  dritter  Klasse  wollen  wir  nicht  naher 
eingehen. 


Bezielmiig  der  KoaÜguration  (15«,  20»)  zu  einem  System  von  15  eb«Deii 
Kurven  dritter  Ordnung  und  6  Flächen  dritter  Ordnung. 

Von  den  durch  die  Koniigurationsgerade  (12  3)  gehenden  Koa- 
figurationsehenen  (2  3),  (31),  (12)  ist  jede  durch  die  beiden  übrigeo 
von  einer  der  Ebenen  1  •  23,  2  •  31,  3*  12  harmoniscb  getrennt  (Tgl.§"). 
Die  letzteren  Ebenen  schneiden  die  gegenüberliegende  Konfigurations- 
gerade (45  6)  in  drei  sogenannten  Kirkmanpunkten  K.  Fuhren 
wir  diese  Konstruktion  für  jede  der  20  Koniigurationsgleichungen  aa», 
dann  erhalten  wir  60  Kirkmanpunkte  K,  welche  zu  dreien  auf  den 
20  Konfigurationsgeraden  liegen.  Für  den  Schnittpunkt  der  durch  die 
Gerade  (ikl)  der  Konfiguration  gehenden  Ebene  i  -  kl  mit  der  gegen^ 
überiiegenden  Konfigurationsgeraden   (rnnp)   bestehen   die  Gleichungai 

2  Xi  =  Xjt  +  iPi ,      ^m  =  ^H  =  Xp, 

woraus  sich  mit  Hilfe  der  identischen  Relation 


ergiebt 


s^i  +  .r*  4-  '^i  -f  3c,,,  -\-  Xn-\-  Xp  =  0 


Xi-^  Xm  =  Xi  -{-  Xn  =  Xi  -f  .Tp  =  0  . 

Ein  beliebiger  der  60  Kirkmanpunkte  K  teird  demtuuih 

i  {mnp)  Xi-\-x„  =  Xi-\-Xn  =  Xi-\-Xp  =  0 

oder 

~~'  Xf  ^  t^m  ^'^  Xn  ^  Xp 

darffeMeUf. 

Durch  jeden  der  60  Kirkmanpunkte  gehen  drei  der  15  Ehf^ 
ik  Xi-\-  Xk  =  0. 

Man  kaim  daher  auch  mittelst  der  15  Ebenen  ik,  welche  dreifeck 
berührende  Ebenen  der  kubischen  Fläche 

F*  a^,  +  4  +  x^-h  r'.-h  xl-\-  x^^  =  0 

aindf  die  Punkte  K  aus  der  Konfiguration  ableiten. 


im 


Ri-DOLF  Fnroii: 


Man  kann  dieses  Eleeultat  auch  aus  dem  Satze  ableiten: 

Die   30   KirJcnianpunkiCy   wdcke  auf  den   10  Kanten   {ikJ)  dts 

volhiändigm  Fünflladis  7Ci  der  Konfiguration  (vgl  §  1)  enÜialtai  sind, 

Ikgen  auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung 


Ff 


2^-\-3x,^xJ  =  Wx^. 


Die  link©  Seite  der  Gleichung 


1  1 

der    Flache   F^    geht    nämlich    für    den    Punkt    1  (236),    welcher    die 
Gleichungen 

x^  ^  ajj  =  a"g  =  Xf^j    £X^  =  x^  +  Xji 

erfüllt,  über  in 

(?  =  -  Ua:«  +  ^  +  ;r2  -  3a:, (^J  +  a|). 

Wegen  der  Gleichimg 

X^  -f-  X^  =■  £Zi 


und  der  Identität 


wird 


2^  -f  a:J  =  (x^  +  x^){xl  -f  «I  -  x^x^) 


G  =  -  14a:}  -  x,{xl  -f  :r*  -f  2x^x,)  =  -  14a:?  -  x,ix^  ^  x^)' 
-  -  18a:;  ^  18a;;, 

Der  Punkt  1(2  36)  genügt  mithin  der  Gleichung  der  Fläche  F]  vm^ 
liegt  also  auf  der  Fläche.  Da  die  Gleichimg  der  Fläche  Fl  inbezug 
auf  x^  a-„  iTj,  x^  Xr,  symmetrisch  ist,  so  liegen  ebenso  auf  der  Flklie 
Fl  alle  Kirkmanpunkte  l{ik6\  wenn  f,  k,  l  irgend  drei  der  Ziffern 
1,  2,  3j  4,  5  bedeuten.  Es  sind  das  aber  die  30  Kirkmanpunkte 
auf  den  Kanten  des  selbständigen  Fünfflachs  :nrg  der  Ebenen  (1H\  (26), 
(36),  (46),  (56)  oder  die  Kirkmanpunkte  in  diesen  fünf  Konfigurations- 
ebeneu. 

Durdi  die  Konfigtiration  (log,  20,)  werdtn  demnach  6  Fläf^ 
dritter  Ordnung  FJ,  F|,  FJ,  FJ,  Ff,  F|  bestimmt,  auf  dmm  je  30 
K i r h tu (i V p u n kte  liegen. 

Bezeichnen  wir  die  Kurve  dritter  Ordnung,  welche  die  12  KirV- 
maup unkte  der  Konfigurationsebene  (ik)  verbindet,  mit  Cfk,  90  et- 
giebt  sich: 

^4«/*  jeder  der  6  Fläefmt  F?  liegen  5  der  15  Kurven  C^t, 
z.  B.  auf  FJ  die  Kurven  CJ,,  C%  6«,,  6«„  q,. 
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■       Durch  jede  der  15  Kurven  C?*  geheti  2  der  0  Flächn  Ff, 
z.  B.  durch  CJ^  die  Flächen  FJ  imd  F\. 

Ihirch  jeden  K i r k m a npu n k t  gehen  3  FlHrhen  FJ , 
z.   B.    der   Punkt   4(123)    ist   ein    Schnittpunkt   der   Flächen    FJ,  FJ, 
Fl.     Diese  schneiden  sich  aber  ebenfalls  in  den  Punkten  5(123)  und 
6(123). 

In  den  drei  Kirkmanpunkten  auf  ehier  Kmfiguratiotisgeraden 
scfineiden  ^icJi  also  drei  der  sei^is  Flüchen  Ft 

Da  je  zwei  der  ^  Flächen  Ff  eine  ebene  Kurve  dritter  Ordnung 
in  je  einer  der  15  Konfigurationsebenen  gemein  haben,  so  ergiebt  sieh: 

Die  Konfiguration  (15«,  20^}  kann  au^  dem  System  der  6  Flüchen 
F?  abgeleitet  werden, 

§9. 

Ableitung  eines  Systems  von  15  Kegeln  dritter  Klasse  und  6  Flächen 

dritter  Klasse  aus  der  Konfiguration  (15g,  20g). 

Zu  dem  in  §  8  betrachteten  System  von  15  ebenen  Kurven  dritter 
Ordnung  und  G  Flächen  dritter  Ordnung  giebt  es  ein  reziprokes  System, 
das  wir  hier  kurz  beschreiben  wollen. 

Indem  wir  zu  den  drei  Konfigurationspunkten  auf  einer  Kon- 
figpirationsgeraden  den  vierten  harmonischen  Punkt  konstruieren,  welcher 
einem  von  ihnen  zugeortlnet  ist,  erhalten  wir  auf  jeder  Konfigurations- 
geradendrei Pimkte  JL.  Wir  verbinden  jeden  der  drei  auf  einerKonfigurations- 
geraden  liegenden  Pimkte  L  mit  der  gegenüberliegenden  Konfiguratifins- 
geraden  durch  eine  Ebene  x.  Mit  der  Konfiguration  sind  demnach 
60  Ebenen  x  verbunden,  welche  zu  drei  durch  die  20  Konfigurations- 
geraden gehen.  Durch  jeden  Konfigurationspimkt  gehen  12  Ebenen  x, 
welche  einen  Kegel  Ä'^  dritter  Klasse  umhüllen.  Aus  der  Konfiguration 
lassen  sich  also  15  Kegel  Ä^  ableiten.  Die  30  Elbenen  x,  welche  zu 
dreien  durch  die  10  Kanten  (ikl)  des  vollständigen  Fünfecks  P,  der 
Konfiguration  (vgl.  §  1)  gehen,  umhüllen  eine  Flache  qp*  dritter  Klasse. 
Durch  die  Konfiguration  werden  demnach  t>  Flächen  qp'  dritter  Klasse 
bestimmt,  welche  je  30  Ebenen  x  zu  Berflhrungsebenen  haben.  Jede 
der  6  Flächen  ip*  hat  5  der  15  Kegel  Ä'^  zu  Tangentenkegeln.  Jeder 
Kegel  Ä*^  ist  Tangentenkegel  von  2  Flächen  fp^.  Jede  Ebene  x  wird 
ron  drei  Flächen  (jp^  berührt.  Man  kann  aus  dem  System  der 
6  Flachen  qp'  die  Konfiguration  wieder  ableiten,  nämlich  je  zwei  der 
6  Flächen  haben  einen  gemeinsamen  Tangentenkegel  K^  dritter  Klasse, 
dessen  Scheitel  ein  Konfigurationspunkt  ist. 


Gomometrische  Auflösung  der  algebraischen  Gleichungen 

der  ersten  vier  Grade  mittels  der  Formel  ftr  die  Tangente 

des  vielfachen  Winkels. 

Von  L.  Matthiessen  in  Rostock. 

Für  die  Auflösung  der  Gleichungen  zweiten,  dritten  and  vierten 
Grades  sind  verschiedene  goniometrische  Methoden  angewandt  worden. 
Um  nun  ein  gemeinsames  Prinzip  einzuführen,  soll  im  folgenden  ge- 
zeigt werden,  wie  man  die  vollständigen  Gleichungen  mittels  der  For- 
meln für  die  Tangente  des  zwei-,  drei-  und  vierfachen  Winkels  lösen  kaim. 

L  Gegeben  sei  die  Gleichung  .i^  +  rtj;  -f  fc  =  0.  Wir  gehen  aus 
von  der  Identität 


2 


1  —  toinp»' 
tan^  —  1 


0. 


/)/?;,  tan 2^  =  '^^ 


tan  2  9 
Setzen  wir  x  =  rt&n(f,  so  resultiert  aus  der  gegebenen  Gleichung 

tan  9?*  +  -  tan  9  +  -^  =  0 . 

Durch  Vergleichung  mit  (1)  erhält  man  folgende  Beatimmungsgleichungen 

^  tan  (ä  -f  2(p). 
Mithin  ergiebt  sich  daraus 

x^  ^  lyh  tan  9,     .fj  =  —  !*]/&  cot  <p. 

Die  hier  auftretende  imaginäre  Form  der  Wurzeln  läfst  darauf 
schliefsen,  dals  für  einen  negativen  Wert  von  ft,  die  Gleichung  stets 
zwei  reelle  Wurzeln  hat,  dafs  jedoch  im  entgegengesetzten  Falle  der 
Winkel  tp  imaginäre  Werte  annehmen  kann.  Wir  diskutieren  die 
möglichen  Fälle: 

1.  Gegeben  sei  x*  +  asc  —  if»  =  0.     Dann  ist 


iCj  =  Yb  tanqp, 


~  Yb  coifp. 


Goniometrische  Auflösung  der  algebrawchen  Gleichungen  etc. 


2.  Gegeben  sei  x^  -\-  ax  -\-  h  =  0.  Wenn  diese  Gleichung  reelle 
Wurzeln  halien  kann,  so  mufs  nach  dem  Vorhergehenden  der  Winkel 
2(p  and  ebenso  (p  einen  imaginären  Wert  haben.  Es  sei  nun  9  =  iy  +  ^'; 
dann  ist 

^^ie  Homogeneität  erfordert  die  Relation  2rj  =  0.     Dann  folgt 
K  tan2y  =  tan2»i^^^,^_^^_,/ ^. 

Dieser  Fall  eriordert  die  Ungleichung  «*  >  4ii;  <&  ist  reell  und  es  wird 

^e**  — 1 
tan  g?  =  tan  -Ö-»  =  i  ^-^-- -■ 
r  Winkel  ö"  ergiebt  sich  aus  der  vorhergehenden  Gleichung 
^•'  =  (a  +  2}^):(a-2]/^). 
Die  Wurzeln  sind  reeUf  nämlich 

X,  -  .yttan  »i  =  -yt'-^^  i     *,  =  «yStan  (|  +  ».)  =  V'b'^^^  ■ 

Der  Homogeneität  der  Gleichung  wird  aber  auch  genügt  durch  die 
Relation  2fj  =  J».     Dann  folgt  weiter 


tan 


2^  =  ^-  +  2^ij  =    ,«^_,-i».r  -=  -«-  • 


Dieser  Fall  erfordert  die  Ungleichung  a*<45;  d  ist  reell  und  ergiebt 
sich  aus  der  Gleichung 

e*''*  =  (2]/&  +  fl):(2]/fe-a). 


Es  wird  nun 

tan  9p  =  tan  f  I  +  ^  A  = 


Die  Wurzeln  sind  beide  komplex,  nämlich 


2-f,V^-r-^')_    2«« 


-s*. 


-ä* 


+ 


ta 


^*  +  l^  21/0* 


*?i^. 


TT.  Gegeben  sei  die  Gleichung  3^  -\-  ax*  -f  6a;  +  c  =  0.     Man  gehe 

aa»  von  der  Relation ') 

Stan^  —  tanqp' 


tun  89  = 


1  —  3  tan  <p' 


1)  Methode  von  Stolt     Progr,  von  Bensheim  1S76, 
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L.  Matthibssek: 


tan  g>*  —  3  tan  Zip  -  tan  tp*  —  3  tan  q>  -f  tan  3^  =  0 . 


diese  Fomi 


öringen, 


oder 
(3) 

Um  die  ge^ebeut^  Gleif*himg 
X  =  y  -\-  is  und  bilde  die  Variierte 

Substituiert  man  weiter  y  =  rtsaitp,  ao  erhält  man 

tan  93'  -|-  -  tan  <p^  +  -^  tan  9  +  -^  =  0 . 

Durch    Vergleichung    der    homologen   Koeffizienten    mit  Uleichong   (3) 
erhält  man  die  erforderlichen  Bestimnmugsgleichuugeu  für  r  und  tan  3^,   | 
und  ebenso  für  gj   indem    aus  (3)   die   Bedingung  aj3  —  9y  =  0  folgt 
Aus  der  letzteren  ergiebt  sich  die  Eesolvente 

(4)  2(a^  -  'dh)s  +  (ah  -  9c)  =  0, 

aufserdem  ist 

a  =  — SrtanS^,     |(J  =  — 3r*,     y  ^  r^i&nSfpf 

(6)  r=yrT^,    tan3»  =  -^^  =  f.. 

Da  nun 

ist,   oder  weun  man  aus  (4)  den  Wert  von  s  einsetzt, 

^2  _  -(ab  — 9c)*  +  -*(a'"3  &)(6*  -  3ac)  _      —BD^ 


4(a"  —  8fc)» ' 


an 


V~SD,' 


80  ergiebt  sich  weiter 

(6)  tanS,,  =  ri^^^^i+H^  ^  _ 

wo   Fj  die  kubische  Variante  bedeutet  und  Dg  die  Diskriminante 

Nim  hat  die  vorgelegte  Gleichung,  wenn  ihre  Diskriminante  nnjaih  ist, 
drei  reelle  Wurzeln.     Da  nämlich 

tan  B<p  =-  tan  (2:t  -j-  'dtp)  =  tan(43r  -j-  3y) 
ist,  so  erbäit  man 

x^  =  s  -{-  r  tan  tp , 

iCj  =  ^  +  *"  tan  (|3r  -|-  9?)  ^  xr  —  r  tan  (Ja  —  9) , 

a^a  =  0  +  r  tan  (Ja:  +  tp)  ^  e  -\-  r  tun  Qn  -\~  tp) . 

Wenn  dagegen  die  Diskriminante  positiv  ist,  hat  die  Gleichuiig 
eine  reelle  imd  swei  komplexe  Wurzeln.  Denn  dann  werden  r  und  1äd*.»t 
rein  imaginär;  ist  aber  tau  3(p  imaginär,  so  ist  es  auch   tauijp  «'i'i  *^'^ 
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I 


beiden   anderen    Werte  tan(J;t  — g»)    imd    tao(j3r4-9))   sind   kumplex. 
Um   dies  zu  beweisen,  setzen  wir  qp  =  j/  +  #i^  dann  ist 


(7) 


Hin  &T} 


tan  {Sri  -\-  3^t)  =  )  -=^- , '^  .)  -^-        .J- 


=  mi. 


Die    Komogeneität  eif ordert  die  Relation  3ij  =  0,  woraus  folgt 

Dieser  Fall  erfordert  die  Ungleichung  m  <  1 ,  damit  ^  reell  bleibt. 
Ist  d^egeu  w>  l,  so  wird  der  Ho  mögen  ei  tat  der  Gleichung  (7)  ge- 
nügt   durch  die  Äiinahme  3ij  =  j;r-     Dann  folgt  weiter 


(,«*+, -3^),. 


7-    =    Wtl   . 


tan  a.p  =  tan  (Jst  +  S9i)  -  'J^rTT^ij 
Der    Wert  von  ■&  ergiebt  sich  auB  der  Gleichung 

oder       e**  =  ^     :,  für  m  >  1 . 


g^^^l±^     für  nt  <  1 


p69  . 


1  —  m'  ^  m  — 1' 

^  kann  hieraus  uun  der  reelle  Wurzel  wert  gefunden  werden,  nändich 

jr.  =  r  tan  y  =  ^^3^  tan  ^.  =  .^^^' ;n 


'-\-i' 


tlie  beiden  komplexen  Wurzeln  sind: 

Ut  und  j^3  =  +  2^=lV)  **"  (i*  =F  ^»)' 

III.    Gegeben    sei    die    Gleichung    X*  -\-  ax*  +  bx^  -f  ex  +  d  =  0 . 
Wir  gehen  dabei  aus  von  der  Relation 


oder 
(8) 


tan  4®  =  ' — TTi^-i-ri       * 
^       1  — 6tan<jj*  +  tan9* 

tan  9>*  +  i — ;—  tan  m*  —  0  tan  cp'  —  7 — 7—  tan  tp  +  1  —  0 . 
'^'tafl4(p  ^  ^         tan4«p  ^' 


£)iese  Gleichung  ist  eine  reziproke  und  hat  folgende  vier  Wurzeln: 
tan  93>     tan  0  +  <p)  ,    tan  Q  -f  ^J  =  ^  cot  tp , 

t^  (t  +  9?)  =  -  *^^*  (f  +  *P)  • 
um  die  vorgelegte  Gleichung  auf  die  Form  (8)  zu  reduzieren,  bilde 


man 


die   Variierte  durch  die  Subatitution  .x"  —  y  +  r  und  führe  die  Re- 
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duzente  der  Reziprozität  ein,  nämlich  a*d  — y*  =  0.    .Die  Resohente 
ist  alsdann 

(9)  {a^-4:ah-^Scy+(a^h  +  2ac-U^  +  Ud)e^+(a^c-Uc+Sad)e 

-\-(a^d-c^)='0  (Mallet). 
Die  transformierte  reziproke  Gleichung  sei 

y*  +  ay»  +  ^y«  +  yy  +  y'/«»  =  0. 
Dieselbe  lälst  sich  auch  darstellen  in  der  Eorm 

(10)  (y  +  yty+„(^y  +  rt)  + ß-2y/u-0. 

Die  Auflösung  dieser  Gleichung  bietet  keine  Schwierigkeit  oimI 
führt  zum  Ziele,  wenn  es  sich  um  eine  algebraische  Lösung  der  yo^ 
gelegten  Gleichung  handelt.  Da  aber  eine  goniometrische  gewfinscht 
wird,  so  ist  die  Gleichung  (10)  noch  auf  die  Form  (8)  zu  bringeo. 
Die  analoge  Form  derselben  ist 

oder  wenn  tan  (p  =  u  gesetzt  wird. 

Man  substituiere 

(12)  »  +  f  =  «-i  +  «', 
woraas  folgt 

(13)  (m  -  ly  +  (2m;  +  «)(«-  l^  +  m;2  -f  «,<,  +  ^  -  2r/«  =  0. 

Aus  (11)  und  (12)  ergiebt  sich 

2w;  +  a  =  4 :  tan  49?,    w^  -]-  ccw  +  ß  —  2y/a  =  —  4 . 
Es  ist  also 

w;  =  _  ia  4- Ij/i  („3  _  4a|3  +  8  y)  —  16 
und 

(14)  tan  4rip  =  --L_  ==  +  ^ . 

1/-.  („3  — 4a^  +  8y)  — 16 

Aus  dieser  Gleichung  findet  man  tp  oder  m,  aus  (12)  y  und  aus  ein*'" 
Wurzelwerte  der  Resolvente  (9)  endlich  x. 

1)  Matthiessen:  Grundzüge  der  antiken  und  modernen  Algebra.  S.S6Sl^ 


allein  in  stetige  Änderung,  so  bewegt  sich  M  auf  (a)  und  beginnt  die 
Bewegung  in  der  Richtung 

kommt  ff  allein  in  stetige  Änderung ^  so   bewegt  sich  M  auf  («)  und 
beginnt  die  Bewegung  in  der  Richtung 

daxf  _  da 
dax       dv 

da 

Auf  diese  Weise  gehören  zu  jedem  Punkt  der  Kurve  (a)  zwei  Bewe 
richtungen.  Jene  Punkte,  in  welchen  diese  Bewegungsriehtungen  zn- 
Bammenf allen,  sind  Punkte  der  Einhüllenden.  Die  Bedingung  für  die 
Gleichheit  der  Richtungen,  d.  i. 


(2) 


dtp 

dtp 

da 


d^ 
du 

a^ 

da 


-  a(«>  a) 


=  0. 


bestimmt  nämlich  die  «  jener  Punkte  auf  (o),  welche  bei  eintreten! 
Anderimg  des  a  und  der  dadurch  bedingten  Transformation  von  (ö^ 
sich  immer  in  Richtung  der  jeweiligen  Tangente  an  (a)  bewegen;  dii 
Punkte  beschreiben  die  Einhüllende,  von  der  schon  im  Grunde  dii 
Gedankenganges  zu  erkennen  ist,  dafs  sie  die  Kurven  des  Systems 
in  den  gedachten  Punkten  berührt.  Ihre  Gleichungen  ergelien  eiol*- 
durch  Elimination  von  a  aus  (1)  mit  Hilfe  von  (2). 

Die  Elimination   von  w  ergäbe   die  Einhüllende   des  Systems  U, 
was   aus    der   Deduktion    unmittelbar   zu   entnehmen    ist.     unter  Üm^ 
ständeu  kann  die  Einhüllende  von  A  eine  spezielle  Kurve  des 
Ü  sein. 

Beispiel,     Das  System  Ä  der  Kreise,  welche  über  den  zur 
einer  Parabel   (vom   Halbparanieter  p)  senkrechten  Sehnen    als  Di 
messem  beschrieben  sind,  kann  durch  die  Gleichungen 


1  (öiJ 


X  =  a  ■}-  y2pa  cos  ?*,  y  =  y2pa  sin  « 

dargestellt  werden.     Durch  Elimination  von  a  ergiebt  sich  hieran»  ^ 
Gleichung 

des   Systems    fJ,    das   also   aus    Parabeln    besteht,   welche   durch 
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der  zugrunde   liegenden  Parabel   gehen  und  mit  ihr  gleiche 

:htung  haben. 

6]jeichung  (2)  der  allgemeinen  Entwicklung  lautet  hier 


CO8«+l/-^-  =  0, 


2a 


Elimination  von  u  und  a  zwischen  ihr  und  dem  obigen  Glei- 
ar  fOhrt  zu 

\e  Parabel,  welche  Achse  und  Halbparameter  mit  der  gegebenen 
and   ihren   Scheitel   zum   Brennpunkt   hat,    hüllt   sowohl   die 

wie  auch  die  Parabeln  ü  ein. 
)er  Fall,  dafs  das  Eurvensystem  durch  die  Gleichungen 

a;«=9(M,a,6),         y  =  ^(M,a,6) 
Parametergleichung 

a)(a,6)  =  0 

ist,  läfst  sich  analytisch  leicht  erledigen.     An  die  Stelle  der 
5  (2)  unter  a)  tritt  jetzt 

du      du 

/dq>\  (di>\ 


=  0. 


(II)  (H) 

Ableitungen  (ö^),  (o-^)   nnter   dem  Gesichtspunkte    zu   bilden 


3  h  vermöge  (2)  von  a  abhängt,  also 


dm 


da)  ~  da  "^  dh  da  ~  da        db  da  ' 


db 


geht  obige  Gleichung  über  in 

d<p         d^ 
du  du 

^{fP,(o)     d(ip,(a) 
difl.b)      d{a,b) 


0, 


ch 


du  du 

dq>  dtp  dat 

da  da  da 

dtp  d"^  dm 

db  db  db 


"  ä(t«,a,6) 


•• 
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E.  Czttbeh: 


geschrieben  werden  kann, 
bestimmt. 


Durch  (1),  (2)  und  (3)  ist  die  Einhüllende 


2.  Einfach-utiendliches  System  von  Rcitmikurven.  —  Dasselbe  sei  durch 
(1)  X  =  9(«,  ö),        y  =  V(«,  ö),        ^  =  Z(«>  a) 

gegeben;  ein  festes  a  charakterisiert  eine  Kurve  (a)  des  Systems  A; 
daneben  giebt  es  Kurven  (w-)^  deren  jede  durch  ein  festes  u  gekeoD- 
zeichnet  ist  —  ihr  System  heifse   ü. 

Der  Punkt  31{u  \  a)  auf  (o)   kommt  hei   blofser   Änderung  des  « 
auf  dieser  Kurve  iu  Bewegung,  die  in  der  Richtung 

u        u.f      u         du    du    du 

der  Tangente  an  (a)  beginnt;  derselbe  Punkt  kommt  bei  alleiniger 
Änderung  des  a  in  eine  Bewegung,  deren  Anfangsrichtung 


a         an       a         ^^     da     da 


durch  die  Tangente  an  («)  bestimmt  ist.  Jene  Punkte  von  (o),  ifl 
welchen  beide  Richtungen  zusammenfaDen,  die  sich  also,  indem  (a)  da» 
System  A  stetig  durchläuft,  jederzeit  in  Riehtimg  der  jeweiligen  Twi- 
gente  an  (a)  bewegen,  beschreiben  die  Einhüllende  dieses  STstema 
Da  jedoch  die  Gleichheit  der  Richtungen  das  Verschwinden  der  zw«- 
zeiligen  Determinanten  der  Matrix 


(2) 


du 

da 


H 

du 
da 


also  das  gleichzeitige  Bestehen  einer  überzähligen  Anzahl  von  ül»'- 
chungen  erfordert,  so  existiert  eine  Einhüllende  nur  dann,  wemi  »li^ 
Gleichungen  sich  auf  eine  reduzieren. 

Die  etwa  vorhandene  EinhüUende  hüUt  auch  das  System  V  ^^^ 
wenn  sie  nicht  eine  spezielle  von  den  Kurven  dieses  Systems  ist. 

Beispiel.     Das  durch  die  Gleichungen 

a;  =  r(cosa  —  wsina),       y  =  r (sin » -f  m cos o),        jff*=A(o  +  «Jt 

in  welchen  r,  h  gegebene  Konstanten  bedeuten,  dargestellte  System  ^ 
ist  ein  System  von  Geraden,  das  System  ü  dagegen  ein  System  ^^ 
zendenter  Raumkurveu.     Die  zugehörige  Matrix  (2)  lautet: 


I 

>1 
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zwei  ihrer  zweireihigen  Determinant«!!  verach winden  identisch,  die  dritte 
fuhrt  zu  der  Gleichung 

mithin  ist  im  vorliegenden  Falle  die  Einhüllende  von  Ä  eine  spezielle 
fZ-Kurve,  nämlich  die  Schraubenlinie 

X  =  r  cos  « ,         y  =  rsmüf         z  =  ha. 

Die  r7-Kurven  sind  die  Schnitte  der  Tangentenfläche  dieser  Schrauben- 
linie mit  den  Cv lindem  .r*  +  1/  =^  r^(l  +  »*). 

3.   Einfach  -  unendliches  Flächensystem. 

«)  Dasselbe  sei  durch  die  Gleichungen 
(1)  jr  =  qp(M, v,a},        ^  =  iia, v, a),        g  =^  x  (w, v, a) 

gegeben. 

Bei  festem  a  und  veränderlichen  u,  v  bewegt  sieh  der  Punkt 
M{u  I  V  a)  auf  einer  Fläche  (d)  des  in  Betracht  stehenden  Systems  A, 

Bei  festem  n,  v  und  veränderlichem  a  beschreibt  er  eine  Kurve  (w), 
«leren  Eigenschaft  es  ist,  dafs  sie  alle  Flächen  des  Systems  A  in 
Punkten  einer  festen  Wertverbindung  u   v  durchsetzt. 

Wenn  a  allein  sich  ändert,  so  beginnt  der  Punkt  M^  sich  auf  der 
zugehörigen  («rVKurve  zu  bewegen  in  der  Änfangsrichtung 


d^x :  d^y  :  d^z 


da  '  da  '  da'' 


ödem  sich  u  und  y,  während  a  festbleibt,   so  beginnt  M  sich  in  der 
Tangentialebene  an  (a)  zu  bewegen,  deren  Gleichung  lautet: 


Soll 
80  mufs 

a.h. 


diu,  »)  ^«       ^^  +  diu.  V)  ^^       y^  +  d{u,  V)  ^^       ^^       "• 

jene    Bewegungsrichtung    in    diese    Tangentialebene    fallen, 

^y  g(».  x)  ,  gtft  g(yi  y)  ■  8x^(9^)  ^  q 


F(u,v,a)^ 


av  ^  £r 

du  du  du 

dtp  di>  dz 

dv  dv  dv 

dy  djf  dt 

da  da  da 


-0 


Fafst  man  in  der  Gleichung  (2)  a  als  konstant  auf,  so  drückt  sie 
'^me  Relation  zwischen  u,  v  ans^  durch  welche  auf  der  Flache  (a)  eine 
Jiurve  [c)  bestimmt  ist;  jeder  Punkt  dieser  Kurve  beschreibt,  wenn  man 


E.  Csusn: 


z.  B.  Bein  m  festhält,  bei  der  Variation  von  a  und  der  dadurch  herror- 
gerufenen  Transformation  von  (a)  eine  Kurve  (y),  welche  die  Eigen- 
schaft besitzt,  sämtliche  Flächen  des  Systems  Ay  und  zwar  in  Punkten 
der  zugeordneten  (c)- Kurven  —  der  CharaJcteristikeft  — ,  zu  berühren. 
Der  Ort  der  Kurven  (y)  ist  eine  Fläche  E,  welche  hiemach  die  Flachen 
des  Systems  A  umhüllt j  man  erkennt  aber  auch,  dafs  E  zugleich  der 
Ort  der  Kurven  (c)  ist. 

Die  Charakteristiken  (c),  bestimmt  durch  die  Gleichungen  (1)  und 
(2),  wenn  darin  a  als  veränderlicher  Parjimeter  auigefafst  wird,  könnefl 
eine  Einhüllende  haben,  welche  dann  ebenso  wie  das  System  der  [c) 
auf  der  Einhüllenden  E  liegt  und  deren  EücJckchrJctmte  heifst. 

Um  zu  dieser  Kurve  zu  gelangen,  hat  man  das  Verfahren  iu  •• 
sinngemäls  auf  den  vorliegenden  Fall  anzuwenden. 

Hiernach  sind  jene  Punkte  auf  (c),  welche  die  Einhüllende  be- 
schreiben, an  die  Gleichungen  (1),  (2)  und  an  die  Beziehungen 

(g)    (g)    @ 

Xda)       Ua/        \da) 
gebunden;  die  letzteren  können  auch  in  der  Form 

mm -mm-' 

geschrieben  werden.  Durch  die  Klammern  soll  darauf  hingewieiw 
sein,  dafs  man  in  (1)  t>  mittels  der  Gleichung  (2)  als  Funktion  von  «,<» 
einzuführen  hat.     Hiemach  ist 

dF 

Wa»  '^  dvdu^  du       dv  dF'    \du) 

dv 

dJF  _ 

\da)  ^  da~^  dv  da  "  da       Bv  dF^*    \da)  "  da~^  dv  Ba~  da      d9c£ 

dv  a« 

Führt  man  mit  diesen  Ausdrücken  die  erste  der  Gleichungen  (3)  auf» 
so  ergiebt  sich  nach  entsprechender  B«duktion: 


(8) 


du'^  dv  du 


du' 


dF d(^,  %)   .   dF^ dH^,  %)   ,   dF^  ^fift.  x) 
du  3(0»  a)  '^  dv  d{a,  u)  '^  da  diu,  v) 


0; 
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die  beiden  anderen  ergeben  bei  ebensolcher  Äusfühnmg,  wie  man  ohne 
weitere  Rechnung  erkennt: 

du  div,  a)'^  dv  c(a,  u)  "*"  da  d{u,  v)        ^' 

dFd(fp,Vf)  .   dFB(,p,fi>)      dFd(tp,*l>)^  ^ 
du  d(p,  a)        ?y  r^(a,  u)        0a  ?{u,  v) 

Diese    drei   Gleichungen    fallen    aber    in  eine  zusammen,    und   als 
solche  kann  jede  von  ihnen  genommen  werden.    Denn  die  Koeffizienten 

Ton  --r^,  -^y  3—  in  der  ersten  sind  die  Adjunkten  zu  den  Elementen 

der  ersten  Kolonne,  die  Koeffizienten  in  der  zweiten  und  dritten  Glei 
chung  die  Adj»inkten  zu  den  Elementen  der  zweiten  und  dritten  Kolonne 
der  Determinante  in  (2);  da  aber  diese  Determinante  für  die  Punkte 
der  (c)  verschwindet,  so  stehen  die  Adjimkten  aller  drei  Kolonnen  in 
gleichem  Verhältnis,  und  daher  sind  die  letzten  drei  Gleichungen  that- 
sachlich  äquivalent. 

Die   EinhüUbirve    der   Charakteristiken,    d.  i.    die  Rückkehrkurve 
»nf  Ef  ist  also  durch  das  Gleichungssystem 


x  =  <p  («,  v,a),y  =  ip  (k,  v,a),  2  =  1  («,  v,  a), 
\   f    >     f        d(u,  V,  «)  ' 


du  d(v,  a)  ^   dv  d(a,  u)    ^  3a  d(u,  v) 

bestimmt.  Um  sie  in  einer  der  üblichen  Formeln  darzustellen,  kann 
man  entweder  «,  u,  a  aus  den  drei  ersten  Gleichungen  ausdrücken  und 
in   die  zwei   letzten  substituieren,    oder   m,  v  aus  den  zwei  letzten  be- 

^«timmen  und  in  die  drei  ersten  einsetzen. 

^fe       Die  letzte  der  obigen  Gleichungen  kann  auch  in  der  Gestalt 

^^H  BF   di> 

BF  at 

Bv  Bv 

^  BFl  B^ 

B  Ba  Ba 

f    «« 


(4) 


Bu 

Bv 
H 

Ba 


0 


geschrieben  werden. 

ß)  Ist  das  Flächensystem  durch  die  Gleichungen 

(1)      x  =  tp (m,  V,  a,  6),       f/  =  V' (M,  V,  a,  &),       ss^z  {u,  v,  a,  b) 
und  durch  die  Parametergleichung 
f)  ö(a,  ft)  =  0 


^} 
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E.  Czubeb: 


gegeben,  so  erfährt  die  aualytisclie  Durchfährung  gegenüber  dem  vor- 
liegenden Falle  folgende  Abänderungen. 

Die  Elemente  der  dritten  Zeile  in  der  Determinante  der  dorügen 
Gleichung  (2)  sind  zu  ersetzen  durch 

da  Bio  d(o 

d^_d^da^  d^  _d^da  dj^ d%  da ^ 

da      dh  dm*  da       dbda*  da       db  da'^ 

db  db  db 

dadurch  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 


F(u,  V.  a,  b)  EE 


dtp 
du 

dv 
d(<p,  ea) 


d^ 
du 

djp 
dt 

d(ip,(o) 


du 

dv 


0; 


d{a,  b)  dia,  b)  d(a,  b) 
die  Entwicklung  Yorstehender  Determinante  nach  den  Elementen  der 
letzten  Zeile  kann  aber  auch  als  Entwicklung  der  vierzeiligen  Dete^ 
minante 

nach  den  Unterdeterminanten  der  zwei  ersten  Zeilen  aufgefefst  werden; 
schliefslich  darf  man  auch  setzen: 


dtp 

du 

d^ 

du 

du 

0 

dtp 

dv 

dijf 
dv 

H 

dv 

0 

dtp 
da 

dtp 

da 

da 

dto 
di 

dtp 
Jb 

dtl> 
db 

db 

dto 

db 

(3) 


F(u,v,a,l)^'-^^^^,^0. 


d{u,  V,  a,  b) 

In  gleicher  Weise  kommt  an  die  Stelle  der  Elemente  der  letzten 
Zeile  in  der  Determinante  der  Gleichung  (4)  zu  stehen 

dto  dto  dm 

dF^_dFd^     dtp  _dj>dä     d%  _  dx^da  ^ 
da        db  dm*    da        dbdm*    da       db  dm '' 
db  db  db 

damit  geht  aber  die  genannte  Gleichung  über  in 


dF^ 

du 
dF^ 

dv 


dtp 
du 
dtp 

dv 


d(F,m)     d(tp,m) 
d(a,b)      d(a7b) 


dx 

du 

H 

dv 

diXi^to) 

d(a,  b) 


0, 
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wofür  aus  ähnlichea  Gründen  wie  vorhin  geschrieben  werden  kann 


W 


d(F,  i,,  x>  «») 


a 


Das  Resultat  lautet  dahin  ^  dafs  nunmehr  die  Einhüllende  ß  des 
Flächensystems  durch  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  die  auf  ihr  etwa 
auftretende  Rückkehrkurve  durch  die  Gleichungen  (1),  (2),  (3),  (4)  be- 
stimmt ist. 

4.  Zweifach -unendliches  Flm'Jiensijstem.  —  Dasselbe  sei  durch  die 
Gleichungen 

(n       x  =  tp{Uf  0,  fl,  h),      y  —  t{tir  v,  a,  &),       z  =  %  («,  «,  o,  h) 

gegeben.  Bei  festem  «  und  h  und  veränderlichem  «,  v  erhält  man  eine 
Fläche  (a,  h)  des  Systems.  Der  Punkt  M  {u\v)  dieser  Fläche  kommt 
durch  alleinige  stetige  Änderung  von  a  und  die  dadurch  bedingte 
Transformation  von  (a,  &)  in  eine  Bewegung,  deren  Anfangsrichtung 

durch 

dtp  /crp  ^  d% 
da*  da  '  da 


djt :  d,y  :  d^B 


bestimmt  ist;   bei    alleiniger   Variation   von   h  beginnt  er  sich   in  der 
Richtung 

a^x  .  (tf,y  .  at^s  —  ^  .  ^,  ,  .. 


db  '  dh  *  db 
bewegen.     Diese  Richtungen  fallen  in  die  Tangentialebene 

0 


äöTf)  ^^  -  -^^  +  HuTv)  ^^  -  y^  -^  ä(.*r^  ^^~  ^) 


^  «o  (üj  b)  in  Mj  wenn  einerseits 


djp 
da 


H^,  V,  a) 

d(<p,  ^P,  x) 
diu,  V,  6) 


0, 


^^^   wenn  andererseits 

(3)  |^^^'  =  0 

d(u.  V.  b) 

im. 

Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  bestimmen  eine  Kurve  auf  (a,  h),  und 
^^'^^  zweite  Kurve  auf  dieser  Fläche  ist  durch  (1)  und  (3)  bestimmt; 
^^  Schnittpunkte  beider  Kurven  besitzen  die  Eigenschaft,  das»  für  sie 
^^  beiden  besprochenen  Bewegungsrichtungen  in  die  Tangentialebene 
^^l©n;  der  Ort  dieser  zweifach  -  unendlichen  Punktmannigfaltigkeit  ist 
^lüe  das  System  der  Flächen  (ö,  b)  umhüllende  Fläche  E. 
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Man  kann  diese  Fläche  auch  durch  Bewegung  gewisser  Kurven 
erzeugt  denken,  wie  folgt:  Eliminiert  man  zwischen  (1),  (2),  (3)  r,  6, 
so  entstellen  Gleichungen 

x=0^  («,  a),        y  =  ^,  («,  a),        ^  =  Xi  (tt,  o), 

welche  bei  festem  a  eine  Kurve,  bei  veränderlichem  a  auch  gleich  die 
von  ihr  beschriebene  Fläche  darstellen.  Eliminiert  man  v,  a,  so  ergeben 
sich  Gleichungen 

a:  ==  0^2 («,  6),         y  =  ^^(u,  6),         £f  =  X,  («,  6), 

die  bei  festem  h  eine  Kurve  und  bei  variablem  b  auch  schon  die  von 
ihr  beschriebene  Fläche  bestimmen.  Diese  beiden  Gleichui^systeme 
sind  aber  äquivalent  dem  einen  System  (1),  (2),  (3)  und  steUen  eine 
und  dieselbe  Fläche,  d.  i.  Ej  dar. 

Um  die  Einhüllende  in  einer  der  üblichen  analytischen  Daretel- 
lungsformen  zu  erhalten,  hat  man  entweder  zvnschen  (1),  (2),  (3)  u,  r, 
ttj  h  oder  aus  (1)  a,  h  mit  Hilfe  von  (2)  und  (3)  zu  eliminieren. 

Wien,  den  24.  Januar  1901. 


Dtoonstration  d'un  th^oröme  de  Legendre; 

Par  M.  R  Mansion  ä  Qand. 

La   celebre   relation   de  Legendre  entre  les  integrales  elliptiques 
completes  de  premi^re  et  de  seconde  espfece: 

(1)  "^^KE'  ^K'E-KK', 

s'etablit  aiseinen t,  d'ime  maniere  elementaire,  par  un  procede  dö  a  Tor- 
tolini^  daDs  le  cas  oü  le  carre  W^  du  modnle  et  bou  complement 
fc'*  —  1  —  P  sont  eompria  entre  zero  et  rtmite.  On  deterniine  1  aire  du 
huitieme  de  la  sphere  de  rayon  ^gal  ä  Inuite  et  ayaet  pnnr  coordonnees : 


X  =  sin^  l/l  —  /i**s!u*  ^',  if  =  sin  ^'  )/l  —  A'*  sin*  ^ ^  z  =  cos  (p  cos  ?^, 
au  moyen  de  Tintegrale  double  habituelle 

et  on  introdait  dans   Celle -ci   les    variables   tp  et  tl;.     On  obtient  ainsi 
Sans  peine  la  forrauJe  (1). 

Voici  inie  autre  demouatration,  artifieielle  il  est  vrai,  mais  encore 
as§ez  simple  et  qni  s'applique  meme  au  cas  oft  le  module  est  quel- 
conque.     Elle  est  peut-etre  nouveDe,  au  moins  en  partie. 

On  trouve  facilement,  en  partant  de  la  definition  classique  de  la 
fonction  Zu  de  Jacob i,  la  formule  suivante  oü  u  =  üi  et  oft  le  module 
k  n'eat  paa  ecrit  dans  sau,  cnu,  dn«: 

„.       ,v        snuduM        •fr/TT  j'\   ,      ft        E        E'\ 


(2) 


D  autre  part,  on  d^montre,  par  rint^rmediaire  des  fonctions  theta,  qua  Ton  a 


(3) 


Z{u-\-K'i,  k)-Z(u,  fc)  = 


CS  ttdu  tt 


^^   Ajoutant  (2)  et  (3),  ü  vient,  apr^s  quelques  reductions, 
otxa  u 


HSai«, 


fln  u  en  1 
—  K'i,  ou  U^  —  K\     Pour  cea  valeurs, 

dn  t« 


Z{a  +  K'i,  k)  =  0, 


0,  Z{U,  k')  -  0. 


"<>nc  0  =  -  A" '  (l  -  §  -  J>)  -  H-.  c'est-ä-dire,  apr^s  transformation, 


'^^KE'  +  K'E-KK\ 


"^'Uit  ä  la  formule  (4),  eile  devient 


_^"JI'  _  _  iZ(ü,  h-)  -  5T^  (»  +  ^0- 


Der  Satz  vom  Parallelogramm  der  Kräfte  ist  auf  yerschiedeneni 
Wege  aoalytiach  abgeleitet  worden,  z.  B.  von  Laplace  (Mec.  c^l  Livrel, 
Chap.  1)  und  Poisson  (Traite  de  meeauique,  S*«""  ed.  p.  43  flf.).    Für 

Unterrichts-    und  Vor- 
tragszwecke     erscheint 
es    jedoch     erwünscht, 
eine    derartige    Herlei- 
tnng   in   noch  elemen- 
tarerer Form  geben  za 
können,  was  im  folgen- 
den versucht  werden  sdL 
Es     mögen    zwei 
auf  einander  senkrecht 
stehende  Kräfte  P  und  (/ 
auf  den  Funkt  A  wirken. 
Wir    nehmen  »I« 
Grundsatz  au,  dsSs  die 
beiden  Krafte  eine  in 
derselben  Ebene  liegende  Resultante  R  haben,  deren  Richtung  «wischen 
diejenigen  der  Kräfte  füllt,  und  dafs  der  Winkel  jr,  den  R  mit  P  biUet, 

nur  von  dem  Verhältnis  y^  abhängt.     Ferner  nehmen  wir  an,  dafe  dif 

PO 
Verhältziisae  p  und  J  nicht  von  der  absoluten  Gröfse  der  Kraft«,  so»- 

dem  nur  von  ihrem  Verhältnisse  ^,  mithin  von  x  abhängen. 

Wir  können  demnach  setzen 

da  ja  R  mit  Q  den  Winkel  «  ""  ^  bildet. 

Wir  denken   uns  nun  (vgl.  Fig.  1 )  P  und  Q  in  je  zwei  Ki»ft<  ^ 
und  Vf  resp.  W  und  Z  zerlegt,  und  zwar  sollen   U  und  W  eenkfwit 


f=«.)/-(f-x),    |=fw-/-(,'-4 


V 

p 


p 


cl  h. 


Z  = 
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BT  Resultante  /?  stehen,  V  und  Z  in  die  Richtung  derselben  fallen. 
>a  P  und  F,  sowie  Q  und  "PT  den  Winkel  x  mit  einander  bilden,  so 
at  man  analog  (1): 

[ultipliziert  man  lüe  Gleichungen  (1)  resp.  mit  der  ersten  und  dritten 
iaicliung  (2),  so  ergiebt  sich: 

►eninach  sind  U  und  W  gleich,  und  da  sie  den  Punkt  A  in  entgegen- 
esetzter  Richtung  angreifen,  so  heben  sie  sich  gegenseitig  auf.  Ea 
leiben  also  nur  noch  die  Komponenten  V  und  Z  übrig,  welche  ebenso 
ie  U  die  gegebenen  Kräfte  ersetzen.  Da  sie  in  der  Richtung  von  H 
irken,  so  ist 

\)  R^r-hZ. 

ans  (1)  und  (2)  folgt 

Q      i?' 

man  dies  in  (3)  ein,  so  erhält  man 

iJ^  =  P«  +  e»  R  =  1/P«  +  Q\ 

.  Tl   die   Resultante  der  senkrecht  zu   einander  wirkenden   Kräfte   ist 
ier  Gröfsr   nach    gleich   der  Diagonale  des  aus  den  Seiten   F  und   Q 
bnstmierten  Rechtecks. 
Diese  Ableitung  ist 
öl    wesentlichen    schon 
ön   La  place  gegeben. 

tßei  der  Aufgabe, 
Winkel  x  zu  finden, 
»ichen  die  Resultante 
ixiit  der  Kraft  P  bü- 
•>  werden  wir  ein  von 
**  Laplaceschen  gäriz- 
^  verschiedenes  Ver- 
fcen  anwenden. 

Wir  lassen  nämlich 
,  Fig.  2)  auf  den  An- 
sponkt  A  der  Kräfte 

nd  Q  noch  2  neue  Kräfte  wirken,  deren  erste  IcQ,  der  Kraft  P  ent- 
engesetzt ist  (falls  /■:  positiv  ist}^  und  deren  zweite,  AP,  in  die.selbe 


t 

\ 

/ 

^ 

^                      i 

/ 

/ 

^ 

\    AP 

)Q     y 

/ 

^./^ 

^Y 

\    / 

^ 

w 

'      kQ   A 

{ 

7* 

Wg.t. 
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Richtung  fällt  wie  Q.  Ist  k  negativ,  ein  FaJJ,  der  übrigens  hier  nickt 
besonders  betrachtet  zn  werden  braucht,  so  erhalten  beide  Zusatzkraft« 
entgegengesetzte  llicbtung.  Der  Grölse  nach  ist  k  völlig  wUlkürhch. 
Die  Resultante  der  beiden  Zusatzkräfte  ist  nach  (4)  gleich  Yk^F^  -f  k^Q^ 
^kB;  sie  bildet  mit  /rP,  d.  h.  mit  der  Richtung  der  Kraft  Q,  den 
Winkel  x,  da  die  Zusatzkräfte  kF  und  kQ  zu  einander  dasselbe  Ver- 
hältnis haben  wie  P  und  Q.  Demnach  steht  die  Resultante  kli  senk- 
recht aul*  der  Resultante  7?.  Die  Gesamtresultante  S  aller  4  Kräfte 
ist  nichts  anderes  als  die  Resultante  von  It  und  kB]  dieselbe  bilde 
mit  7?  den  Winkel  //.  | 

Die  Resultantenwinkel  j-  und  y  sind  Funktionen  der  Verhältniaw 
der  jedesmal  zusammengesetzten  zwei  Kräfte,  was  wir  folgendermafsen 
ausdrücken  können: 

ß'Ii\ 

[pI 

Wir  können  nun  aber  (vgl.  Fig.  3)  die  Gesamtresultante  S  aucB 
dadurch  erhalten,  dals  wir  zunächst  die  4  Kräfte  J\   Q,  kP  imd  k(^ 

zu    zwei    rechtwinklig    aul'einandw 


(6) 


X'-Pi 


3,_^(*|)  =  V'(i). 


ermafsea 


Q-/cP 


stehenden  Kräften 

P~kQ  und  Q-i-kP 
vereinigen  und  alsdann  die  Resul- 
tante S  dieser  beiden  Komponenten 
herstellen.  Mit  der  ersten  Kraß, 
d.  h.  mit  der  Richtung  von  P,  bildet, 
wie  aus  dem  Früheren  folgt,  S  den 
Winkel  x  -{-  t/,  sodafs  wir  nach 
Analogie  von  (5)  haben: 


^y 


w-+M&DH-\ 


pjg  ,  Die    Gröfeen    J  und   k   bab«n 

eine  einfache  geometrische  Bedeu- 
tung: Konstruiert  man  das  Rechteck  mit  den  Seiten  P  und  Q,  so  bildet 
die  Diagonale  mit  P  einen  Winkel  a,  für  welchen  wir  haben 

(7) 

In  dem  Rechteck  mit  den  Seiten  R  und  kB   bildet  die  Diagonale  mit 
B  den  Winkel  fJ,  der  bestimmt  ist  durch  die  Gleichung 

(8) 


tg«  =  |. 


tgi»  =  ^  =  *- 
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»tzt  man  (7)  und  (8)  in  (5)  und  (6)  ein,  so  erhält  man 

ier  wenn  wir  (p^u)  an  ÖtelJe  von  ^(;(tga)  schreiben, 


) 


0)  ?){«)  +  9>{ß)  -  9{^  +  ßy 

08  dieser  Funktionalgleicliung^)  ist  nun  die  unbekannte  Funktion  9(a) 
ganz  elementarer  Weise  bestimmbar.     (Vergl.  Cauehy:  Analyse  al- 
^brique,  Paris  1821,  p.  104.)     Zunächst  folgt  aus  (10): 

90j  wenn  man  die  m  Gröfsen  a,  ß,  y,  6^  ...  alle  gleich  ^  setzt, 
l)  9(»»ö  =  m(p{l). 

i€Se  Gleichung   gilt   zunächst  nur  für  ein  ganzzahligeä  positives  m. 
Wir  wollen  jetzt  unter  /«  und  n  ganze  positiv©  Zahlen  verstehen 
ad  setzen  r^  =  —  |,   d.  1l  nri  =  w|.     Auß  (11)  folgt  dann 
12)  tpinii)  -  m^{%). 

lW  nach  (11)  ist  y(ni?)  ===  «<;p(ry),  wodurch  (12)  wird 

im  n^iv)  =  »'9(1),     «1-  h-     g) (^l)  =  ^ 9(1). 

•  ist  leicht  zu  erkennen,  dal's  für  einen  bdidtujen  rationalen  po- 
Wert  von  p.  die  Gleichimg  gilt 

^Iche  unter  der  Annahme  der  Stetigkeit  von  9  (4)  auch  auf  irrationale 

%liigedehnt  werden  kann. 

B  ffiemach  für  |  =  1 : 

^  9(^)-^9>(l). 

Uiert  sich  ft  der  Grenze  0,  so  wird  9j(0)  =  0.     In  (10)  setzen  wir 
tat  «  =  -f  /*,  /3  =  —  ^;  dann  wird 

»9»0*)  +  9(-  f*J  =  9 (<>)  =  0,    d  L    g,(-  ^)  =  -  9>(/i), 
nach  (13) 
^ 9(-|i)  =  -^<3p(l> 

1)  Zu  einer  Funktionalgleichun^r  derselben  Form  gelangt  —  wen«  auch  » 
^Ug  anderem  Zuaanunenbange  und  bei  andi^er  Bedeutung  der  Variabl«o  — 
«tr  Darboux  in  «einer  dem  Cours  de  mecanique  von  DespeyrouN  aujc^b*««** 
tl;  8ur  la  composition  des  forces  en  statique. 
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Wir  liaben  also  nacli  (13)  und  (14)  für  positive  und  negative  Werte 
Ton  a 

9»(ß)  =  «^'(l)» 
oder,  wenn  man  ^(1)  ^a  setzt, 

(15)  9j(a)  =  aa. 

Nach  (9)  und  (15)  hat  man  demnach  x  =  aa.  Da  nun  aber  für  ein 
verschwindendes  P  die  Resultante  E  ganz  in  die  Richtung  von  Q  fallt, 
also  senkrecht  zur  P-Riehtung  steht,  und  da  in  diesem  Falle  auch  die 
Diagonale  des  aus  P  und  Q  gebildeten  Rechtecks  mit  Q  zusammen* 
fällt,  so  müssen  jc  und  cc  gleichzeitig  -  werden,  woraus  «  =  1  folgt 
Demnach  hahen  wir 

(16)  x  =  a. 

Die  Gleichungen  (4)  und  (161  zeigen,  dafs  die  Resultante  zweier  senk- 
recht zu  einander  wirkenden  Kräfte  P  luid  Q  nach  GröEse  und  Rich- 
tung mit  der  vom  Angriflspunkte  aus  gezogenen  Diagonale  des  Recht- 
ecks mit  den  Seiten  P  und  Q  zusammenfällt. 

Aus  diesem  Satze  folgt  die  Zusammensetzung  von  Kräften,  w^^Irli* 
nicht  senkrecht  zu  einander  wirken,  in  bekannter  Weise,*) 

Berlin,  15.  Oktober  1898. 


1)  Indem  wir  die  darch  den  Herrn  Verfasser  in  möglichst  elementanf  Fom 
gebrachte  Herleitung  hier  veröfientliclien ,  woDen  wir  nicht  unterlassen,  auf  d« 
gründlichen  Untersuchungen  hinzuweisen,  die  Herr  Siacci  in  Napoli  Rend.  (S)  S 
über  die  bei  diesen  Herleitvingen  zugrunde  liegenden  Hypothesen  vernffi-ntÜcM 
hat.  Dort  findet  sich  auch  die  Angabe,  dal!«  der  Grundgedanke  dr 
auf  PoisBon  zurückgeführten  Beweises  bei  d'Alembert  zu  tiuden 
8ur  leB  principea  de  la  m^cftnique.    Eist,  de  TAc  1769).  Ked. 


Fber  einen  Steinerschen  Satz  und  dessen  Bezietitmgen  znr 
t     Konflguratioa  zweier  einander  ein-  und  umbeschriebenen 
I  Tetraeder. 


Von  Emil  Müller  in  Königsberg  i.  Pr. 


Beim  Lesen  des  1896  von  J.  H.  Graf  herausgegebenen  interessanten 
Briefwechsels  zwischen  J.  Steiner  and  L.  Schläfli  fand  ich  in  dem 
Briefe  Steiners  Tom  22.  April  185*)  auf  S.  203  den  folgenden  Satz 
ohne  Beweis  ausgesprochen*): 

yjZiehi  man  in  einer  Fläche  2.  0.  F^  irgend  drei  Srhnen  aa\ 
66',  cc\  wdche  ein  Paar  reziproke  Geraden  -M,  N  schfmdenj  so  gehen  die 
vier  Ebenen  ahcy  ab'c\  ha'c,  ca'h'  durch  einen  Funkt  rf,  sowie  die  vier 
Ebenen  a'h'c\  a'bc,  h'ac^  c'ah  durch  eirwti  Punkt  d'y  beide  Punide  Hegen 
in  der  Fläche  F^,  und  die  Sehtte  dd'  schneidet  M  und  N^\ 
den  Steiner  selbst  als  einen  „schönen''  bezeichnet^  der  aber  wenig 
bekannt  zu  sein  scheint.  Meine  Yermutung,  dafs  er  mit  der  KonJSgu- 
ration  zweier  einander  ein-  und  umbeschriebeneu  Tetraeder  in  nahem 
Zusammenhange  stehe ,  bestätigte  sich  bei  näherer  Untersuchung.  Es 
ergaben  i«ich  hierbei,  aufeer  dem  Beweise  des  Steinerschen  Satzes, 
einige  Eigenschaften  dieser  Konfiguration,  insbesondere  für  den  Fall, 
dafs  sie  einer  Fläche  2.  0.  ein-  oder  einer  Fläche  2.  KL  umbeschrieben 
ist,  die,  wie  ich  hinterher  fand,  zum  gröfsten  Teile  bekannt  sind*), 
deren  ganz  elementare  Ableitung  aber  von  einigem  Interesse  sein  dürfte. 
Mittels  bekannter  Abbildungsmethoden  ergaben  sich  daraus  zwei  mir 
neu  scheinende  ebene  Kreiskonfigiirationen.  Eine  kurze  zusammen- 
hängende Darlegung  dieser  Dinge  ist  die  Aufgabe  der  folgenden 
Zeilen. 

Ich  gehe  von  dem  bekannten  Fundamentalsatze  aus,  dafs  die  drei 
Gegenseiten  paare  eines  ebenen  vollständigen  Vierecks  jede  Gerade  seiner 


1)  Die  Beseichnung  ist  gegen  das  Original  ein  wenig  geändert. 

2)  Vgl.  R.  Sturm:  „Die   Gebilde    ersten   und    zweiten  Grades  der  Linien- 
geometiie  in  «ynthetincher  Behandlung"  I.  T.  Nr.  49,  60.     Leipzig  1892. 
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Ebene  in  Puaktepaaren  einer  Involution ^)  achneiden,  den  ich  aher  in 
einer  etwas  geänderten  Form  ausspreche: 

1.  Jede  Gerade  G  in  dtr  Elmw  eines- Dreiecks  abc  wird  von  drss,v 
Seikm  und  von  deti  VerbindmKjslinii'H  ihrer  Gegeuecken  mit  irycnd  rntcm 
Funkk-  d'  derselbefi  Ebene   in  Funktepaaren  einer  Involution  geschnittni. 

Wie  iimnittelbar  zu  sehen,  gilt  davon  üuoh  die  Umkehrimg: 

2.  Bezeichnen  a,  ^,  ;-  die,  Schnittpunkte  der  Seiten  [bc],  [ca],  [ab] 
eines  Dreiecks  abc  mit  eimr  Geraden  G  seiner  Ebern'  umi  «',  ß\  y 
Punkte  auf  6r,  die  «,/5,y  in  einer  Involuücm  entsprechen,  so  gehen  die 
Geraden  [««'],  [^ß']f  [^y'l  durch  einen  Futdd. 

Aua  den  Sätzen  1  und  2  folgt  unmittelbar: 

3.  Werden  in  zwei  Mienen  mit  der  Schnittlinie  G  die  Dreieelte 
abc  und  a' b' c  so  angenommen,  dafs,  wenn  cc,ß,y  und  a\ß\y*  die 
hejsügliehen  Schnittpunkte  da-  Dreiecksseiien  mit  G  beeeichncn,  [aa^, 
[ß^']r  iyc']  durch  eincti  Funkt  d  gehen,  so  gelien  aucli  (a'aj,  [ß'b], 
[y'c]  durch  einen  Funkt  d'. 

Denn  zufolge  der  Annahme  sind  nach  Satz  1.  aa\  ßß\  yy'  Punktepaare 
einer  Involution,  es  gehen  daher  nach  Satz  2.  die  Geraden  [a'o],  \§i'h\ 
\y'c\  durch  einen  Punkt. 

Dies  ist  der  Beweis,  den  Mob  ins  für  die  Existenz  zweier  einand» 
ein-  und  umbeschriebenen  Tetraeder  oder,  wie  ich  kürzer  sagen  will, 
zweier  doppelt  umschriebetum  Tetraeder  am  Schlüsse  seiner  Abhandlung: 
„Kann  von  zwei  dreiseitigen  Pyramiden  etc/*  im  J.  f.  Math.  3,  273 — 270, 
1828^)  andeutet,  und  den  Cayley  im  J.  f.  Math.  34,  1847=)  ausgefölirt 
hat     abcd  ist  das  eine,  a'b'c'd'  das  andere  Tetraeder. 

Nennt  man  Gegenecken  zweier  doi>pelt  umschriebenen  Tetn)#der 
jede  Ecke  des  eiueu  und  die  in  seiner  gegenüberliegenden  Hach(» 
liegende  Ecke  des  andern,  so  sind  aa\  hb\  cc\  dd*  Gegeneckenpaare. 

Dem  Stein  ersehen  Satze  liegt  der  folgende,  leicht  beweisbarf 
Satz  zugrunde: 

4.  Werden  die  drei  nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Strecken  na\ 
bh\  cc'  von  zwei  Geraden  M  und  N  harmonisch  geteilt ,  so  gtlwn  dir 
Ebenen  [abc],  [ab'c'']^  [alte'],  [a'b'c]  durch  einen  Funkt  d'  und  du 
Ebenen  [a'b'c'],  [a'bc],  [ab'c],  [abc']  durch  eifien  Funkt  d. 

Da  nämlich  a  und  a\  b  und  b'j  c  und  c'  entsprechende  Punkte  der 


1)  Unter   einer   „Involution"    soll  hier  stets  eine  „quadratische  InTolatloa" 
verstaDiicii  werden, 

2)  Gea.  Werke  Bd.  I  S.  441—446. 

3)  Math.  Papere  1  Nr.  66. 


ÜlDer  einen  Steinerechen  Satz  und  deaaen  Beziehungen  etc 
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ircJi  M  und  N  bestimmten  wiudacbiefen  Involution  ^)  Bind,  ßo  müssen 
e  beiden  einander  entsprechenden  Ebenen  [ahe]  und  [a'h'c']  sich  in 
ner  aelbstentsprech enden  ßeraden  G  scbneiden.  Bezeichnet  man  mit  m 
id  n  die  Punkte,  in  denen  (r  die  Geraden  M  und  N  trifft,  so  werden 
e  auf  G  liegenden  Paare  einander  in  der  windschiefen  Involution 
itsprechender  Punkte  von  mn  harnionisch  getrennt,  bilden  also 
ae  Punktinvülution,  Solche  Punktepaare  sind  aber  die  Schnittpunkte 
ß^y  und  a\ß\y'  der  Dreiecke  abc  und  a'h'c  mit  G.  Nach  Satz  2 
(hen  dann  die  Geraden  [a«'],  [ftj3'],  fr;-']  durch  einen  Pnnkt  d'  und 
e  Geraden  [«'a],  W ß\,  \c'y]  durch  eineu  Punkt  d.  In  (/  und  d' 
Imeiden  sich  mithin  die  im  Satze  augegehenen  Ebenen. 

■  Nach  dem  bei  Satz  3.  Erwähnten  sind  aa^  hb\  cc\  dd'  Qegen- 
Icenpaare  zweier  doppelt  umschriebenen  Tetraeder.  Man  kann  also 
ich  folgenden  Satz  aussprechen: 

Drei  Paare  in  einer  'mmhchiefeti  Involutimt  einmiäer  entsprechender 
^ß$kte  sind  Geymcdenpaare  zweier  doppelt  tiimchriehenen  Tetraeder. 
M  vierte  Gegenackenpaar  ist  dadureh  eindmdiAj  bestimmt  und  linear 
n^tmierhar. 

.sbesondere  bilden  drei  Pnnkte  und  die  durch  Spiegehmg  an  einer 
?raden  daraus  hervorgebenden  drei  Gegeneckenpaare  zweier  solcher 
etraeder. 

Von  Satz  4.  gilt  auch  die  Umkebrung: 

■  5.  Liegen  die  Punktepaare  aa\  bb\  cc  derart,  dafs  die  Ebenen 
)5c],  [ab'c'\j  [abc"],  [a'h\.\  durclt  denselben  Ptinkt  gehm,  so  sind  sie 
4sprefhende  Punktepaare  einer  windschiefen  Incotution. 

enn  haben  G  =  [ahc  -  a'lt'c'\,  (i,ß,yj  a',ß\y'  dieselbe  Bedeutung  wie 
llher^  und  bezeichnet  man  den  Schnittpunkt  der  im  Satze  auftretenden 
benen  mit  d\  so  gehen  durch  ihn  die  Geraden  [««'J,  [bß'\f  [*^y'\' 
afolge  Satz  1  sind  ««',  ßß',  yy'  Punktepaare  einer  Involution,  deren 
oppelpunkte  m  und  n  heilsen  mögen.  Legt  man  nun  durch  m 
jzw.  n  die  [aa'\  und  [bb']  schneidenden  Geraden  M  bezw.  N,  so 
thneiden  die  vier  Geraden  [ah]^  jl/,  [a'b'\,  N  auf  jeder  der  drei  Ge- 
rden [mn]  =  G,  [aa'l  und  [?>//J  vier  Punkte  von  demselben  Doppel- 
•rhaltnis  aus.  Das  Doppelverhältnis  auf  G  (y,  *«,  y ',  »0  ist  aber  har- 
onisch,  es  müssen  mithin  alle  harmonisch  sein,  d.  h.  a  und  «',  sowie 
und  b'  werden  von  M  und  N  harmonisch  getrennt  oder  sind  ent- 
jrechende  Punkte  in  der  durch  M  und  N  bestimmten  windschiefen 
ivolütion.      Da   jedoch    a    und    «',   ß   und   ß'   entsprechende    Punkte 


H  1)  So  soll  mit  B.  Sturm  („Liniengeometrie"  I.  T.  p.  70)  eine  geschart- 
volutoriscbe  Eotlineation  genannt  werden. 
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Ekti.  TAbhhKK: 


dieser  Involution  sind,  so  muJfe  dem  Punkte  c,  ab  Schnittpunkt  von 
[ha]  mit  [oß\  der  Schnittpunkt  von  [fe'c']  mit  [ö'/3l,  d.  i.  der  Punkt  r' 
entsprechen,  womit  der  behauptete  Satz  bewiesen  ist 

Er  kann   offenbar  auch  in  folgender  Form  ausgesprochen  werden: 

6.  Die  Gegenecken  zweier  doppelt  umschrifibeneti  Tetraeder  sind  steU 
etitsjircchende  Fmikk  in  einer  windsrJiiefm  Invohäimi.^) 
Die  Sätze  4  und  5  kann  man  auch  in  den  einen  zuBammenfassen: 

7.  Damit  die  Fmiktepaare  aa\  hh\  cc'  eitmtider  in  eitler  wind- 
sdiiefm  Ineolutiün  efitspreehen ,  ist  notwetuiig  und  hinreichend ,  dafs  die 
vier  Eigenen  \abc\,  [ah'c']^  \(i'hc\,  [it'b'c\  durch  eintm  Punkt  gehen, 
oder  daß  sie  Gegenecken  stceier  doppelt  mHschriehenen  Jetra^der  siml. 

Seien  jetzt  wieder,  wie  beim  Satze  1,  ah  cd'  ein  vollständiges  Viereck 
und  aa\  ßß'f  yy'  die  durch  dasselbe  auf  einer  beliebigen  Geraden  6 
seiner  Ebene  bestimmteo  Punktepaare  einer  Involution;  dann  schneid«! 
bekanntlicb  die  dem  Viereck  umschriebenen  Kurven  2.  0.  auf  G  Vn 
paare  derselben  Involution  ans,     Un)gekebi"t  lÜfst  sich  leicht  zeigeni? 

8.  Jede  Kurve  2.  0.  K,  die  a^h,c  und  ein  Pimhtipfiar  xx'  iler 
von  dem  Viereck  ahed'  auf  G  he^timmten  Tnvoluti^M  enÜtäUj  geht  antch 
durch  d\ 

Die  Involution  auf  G  ist  nämlich  durch  xx'  und  etwa  ua'  bestimmt 
Angenommen  nun,  K  schnitte  [««T  in  f/j,  so  müssten  [/^t/jj  und  [crfj 
G  in  denjem'gen  Punkten,  welche  ß  und  y  in  obiger  Involution  ent- 
sprechen, also  in  ß*  und  y\  treffen,  d.  h.  d'^  fällt  mit  d'  zusammen. 

Aus  dem  Satze  8.  und  der  ihm  vorausgehenden  Bemerkung  schhelst 
man  unmittelbar  auf  die  Richtigkeit  des  folgenden  Satzes: 

9.  Seien  tvie  iju  Satze  .if.  die  beiden  Punkigrupjx^i  ah  cd  tmi 
a'h'c'd'  gegeben j  und  legt  man  durch  abcd'  Irgend  einen  Kegeüuhmtt. 
so  giebt  es  immer  einen  Kegelschnitt  durch  a'h'c'd,  der  G  in  dt^Lselbtn 
Punkten  trifft  wie  der  durch  abcd'  gelegte 

Nimmt  mau  nun,  was  immer  möglich  ist^  die  7  Punkte  a, />,(,'/, d  Jsf 
auf  einer  beliubigen  Fläche  2.  <>.  F-  an,  die  auch  eine  Kcgdflächc  sein 
darf,  und  wählt  als  Kegelschnitt  durch  a\b\c\d  den  Schnitt  il«r 
Ebene  Ya'h'c'\  mit  /■'-,  so  liegt  der  zugehörige  Eegebchnitt  durch 
a,hfC,d'  ebenfalls  auf  F^j  da  er  mit  ihr  die  Punkte  a,  6,  c  und  «ÜB 
beiden  auf  G  =  [ahc  •  a' b' c^  liegenden  Schnittpunkte  gemeinsam  hit 
Punkt  d'  liegt  mithin  auch  auf  F^.  Da  in  dieser  Konfiguration  keb 
Punkt  ausgezeichnet  ist,  so  kann  man  das  Ergebnis  folgendermafwa 
aussprechen: 


1)  Auf  andere  Art  ist  der  Satz  bewiesen  bei  R.  Sturm  a.  a.  0.  p.  Ö9. 


Ol)er  einen  Steinerseben  Satz  und  dessen  Beziehungen  etc. 
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10.  Die  Eckpunkte  gweier  doppelt  umschriehenen  Tetraeder  Itesitnen 
die  Eiffenschnft ,  dafs  jede  Fläche  2.  0.,  wekhe  durch  7  der  PunJcie 
geht,  mwh  durch  den  achten  geht;  sie  hilden  also  die  Grundpunlcfc  eines 
Bihukls  von  Flächen  2.  0. 

Der  duale  Satz  lautet  dann: 

10'.  Die  Flächm  zweier  doppelt  utuschriebenen  Tetraeder  Itesitzen 
die  Eigenschaft,  dafs  jede  Fläche  2.  Kl.,  welche  sithett  der  Ebenen  be- 
rührt ^  auch  die  achte  berührt:  sie  bilden  aJso  die  Gnimlebenen  einer 
Sdiarschar  von  Flächen  2.  KU) 

Diese  beiden  Sätze  können  anch  in  der  folgenden,  später  zur  Ver- 
wendung kommenden  Form  ausgesprochen  werden: 

11.  Legt  man  auf  einer  Flädte  2.  0.  (insbesofidere  auch  einer 
Kegelfläche)  durch  eisten  Punkt  4  Keffehchnitte,  so  sc^ineiden  sie  sich 
in  6  Punkten  f  von  dem^t  vier  mal  je  drei  In  neuen  Eigenen  liegest. 
Die  Schnitte  dieser  Ebenett  mit  der  Fläche  gehen  dann  durch  densdben 
Punkt 

11',  Legt  man  an  eine  Flaciie  2.  Kl.  (ifishesonderc  an  eifie  Kurve 

^Kl.)  durch  eine  Tangentialebene  4  Tangentialkegel ,  so  halmi  sie  6 
tere  geineinschaftliehe  Tangeniiakbentmj  von  denen  vier  mal  je  drei 
durch  neue  Punkte  gehen.  Die  Tangential kegel  aus  diesen  Punkten  an 
'dMe  Fläche  (Kurve)  berühren  dieselbe  Ebene. 

■  Mit  Hill'e  des  Satzes  8.  läfst  sich  der  eingangs  angeführte 
Stein  er  sehe  Satz  heweisen.  Nimmt  man  nümlich  die  Geraden  M 
und  N  als  reziproke  Polaren  einer  JT*  an,  die  keine  Kegelfläche  sein 
darf,  und  wählt  auf  dieser  die  Punktepaare  aa\  bb\  cc  derart,  dafs 
ihre  Verbindungslinien  3/  und  S  schneiden,  so  entsprechen  diese  Pimkte- 
paare  einander  in  der  durch  M  und  A^  bestimmten  windschiefen  Invo- 
lution. Naoh  Satz  4.  schneiden  sich  dann  die  beiden  Gruppen  von  4 
Ebenen  in  den  Punkten  d  und  d' .  Es  ist  nur  noch  zu  beweisen,  dafs 
diese  beiden  Punkte  auf  F^  liegen.  Das  folgt  aber  aus  dem  Hilfssatze  8. 
Denn  die  in  den  Ebenen  \ahe^  und  \a'b'c\  liegenden  Kegelschnitte 
«pn  F^  treffen  6?  =  \ahc.  a'h' c\  in  denselben  zwei  Punkten,  die  in  der 
IK&dschiefen  Involution  einander  entsprechen;  dalier  liegt  d'  auf  dem 
Ke^lschnitt  [rtftr]  und  d  auf  dem  Kegelschnitt  \ab'c^  von  F*.  Da- 
mit ist  der  Steiner  sehe  Satz  bewiesen. 

Eine  durch  zwei  reziproke  Polaren  einer  allgemeinen  F^  bestimmte 
windflchiefe  Involution  transformiert  JP*  in  sich  selbst.  Die  eben  be- 
trachtete   Involution    transformiert    zugleich    die    beiden    doppelt    um- 


1)  Vgl.  R    Sturm  ft.  a.  0  p.  66. 
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schriebenen  imd  der  F*  eingesrhriebeBen  Tetraeder  ahcd  und  a'h'cf 
in  einander.  Es  soll  nim  iinterBuclit  werden,  ob  es  zu  zwei  doppelt 
umecliriebenen  Tetraedern  immer  eine  die  Fläclie  in  sieb  selbst  trans- 
formierende windacbiefe  Involution  giebt,  in  der  die  Gegenecken  der 
beiden  Tetraeder  einander  entsprechen.     Vorerst  erkennt  man: 

12.  Ehie  B^  hl  sidi  selbst  trat^forrmcrende  tvitidschiefe  Involution  Ui 
durch  zwei  Paare  enisprechemkr  Funkte  aa  und  hh'  auf  F*  eindeutig 
hesiimmt 

Da  nämlich  die  Achsen  einer  solchen  Involution  reziproke  Polaren 
bezüglich  F^  sind  und  die  Geraden  [««T,  [bb"\  schneiden,  so  müsseu 
sie  auch  deren  Polaren  schneiden.  Sucht  mau  mm  dasjenige  Geraden- 
paar M,  N,  das  [öo],  [bb']  und  deren  Polaren  schneidet,  so  sind  m 
zwei  reziproke  Polaren  von  J'*;  denn  da  M  die  Geraden  [aa'],  \bl'] 
und  deren  Polaren  schneidet,  so  mufs  die  Polare  von  M  dieselben  Ge- 
raden schneiden,  also  mit  N  identisch  sein.  Dies  sind  daher  die  Achsen 
der  gesuchten  Involution.  Der  Fall,  dals  die  beiden  Geraden  M  und  .V 
zusammenlallen,  kann  hier  nicht  eintreten. 

Ferner  gilt  der  Satz: 

13.  Legt  man  durch  einen  beliehigen  Punkt  einer  aüffcmemm  f^ 
4  Ebenen,  so  schneiden  die  GcgefdmntettjHiure  dieses  voUständigen  Vitr- 
flaelis  F^  in  3  Punktepaaren  einer  windschiefen  Involution,  deren  Acksm 
resiproke  Polaren  vmi  F^  sind. 

Bezeichne  d  den  Scheitel  des  Vierflachs  und  aa\  66',  ec'  die  Schnitt 
punkte  seiner  Gegenkantenpaare  mit  F'.  Durch  aa'  und  bh'  ist  nach 
Satz  12.  eine  windschiefe  Involution  der  angegebenen  Art  bestimmt:  in 
ihr  wird  dem  Punkte  d  ein  Pimkt  d'  von  F^  entsprechen.  Zufolge 
des  Steinerschen  Satzes,  angewandt  auf  die  Punktepaare  aa\  bb',  W 
schneiden  eich  die  Ebenen  [a'b'd'^,  \a'bd\^  \ab'd\  [abd''\  in  einem 
Punkt  von  F^  und  die  Ebenen  \üb(f\,  [al/rf'j,  [a'hd'],  [a'b'd]  b  dem 
durch  die  Involution  zugeordneten  Punkte.  Diese  beiden  Punkte  liegen 
aber  in  den  Gegenkantenpaaren  \abd-ab'd\  imd  [ahd-n'b'd]  unser» 
Vierflacha,  sind  daher  mit  c  imd  c'  identisch,  cc'  gehören  also  mit 
aa' f  bh'  und  dd'  derselben  Involution  an. 

Da  die  Ebenen  \a'b'd']  und  [ahd']^  wie  wir  eben  sahen,  durch'' 
und  die  Ebenen  {ahW]^  [a'hd'^  durch  c'  gehen,  so  kann  man  aoeh 
sagen,  die  vier  Ebenen  [a'b'c\  [abc]f  [aft'c'J,  [a'bc']  gehen  durch  den 
Punkt  d\  während  die  vier  Ebenen  [o'6c],  [ab'c]^  [abc],  [a'b'c'^  durch 
den  Punkt  d  gingen.  aa\  hb\  cc\  dd'  bilden  daher  die  Gegenecken- 
paare zweier  doppelt  umschriebenen  und  F^  eingeschriebenen  Tr 
traeder. 


über  einen  Sieinenclien  Sats  und  dessen  Besiehungen  etc. 
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Sind  umgekehrt  zwei  solche  Tetraeder  gegeben,  so  gehen  durch 
5en  Eckpunkt,  z.  B.  durch  t/l  vier  Ebenen;  die  Oegeneckenpaare  des 
irch  sie  bestimmten  Vierflachs  treffen  F-  in  Punktepaaren  ««',  hh\  cc\ 
e  nach  Satz  13,  mit  dd'  einer  windschiefen  Involution  angehören, 
iren  Achsen  reziproke  Polaren  von  F"^  sind.     Daher  der  Satz: 

14.  2>M?  Gcgm^€k&x  zweier  doppelt  umschricheneti  und  einer  F*  ein- 
geriebenen Tetraeder  etiisprecheti'  einander  in  eitwr  bestimmten  tvind- 
hiefen  Invohäioti,  deren  Äcfisen  reziproke  Tdaren  von  F*  sind.^) 

Denken  wir  uns  jetzt  F^  als  Kurfei fläehe  und  bilden  sie  stereographisch 
if  eine  Ebene  ab,  so  entsprechen  je  zwei  Punkten  auf  F^,  die  in  einer 
irch  zwei  reziproke  Polaren  von  F'  bestimmten,  windschiefen  Invo- 
tion  einander  zugeordnet  sind,  in  der  Ebene  zwei  Punkte,  tlie  in  einer 
öbinsschen  Involution  einander  zugeordnet  sind.  Von  den  beiden 
chsen  der  windschiefen  Involution  achneidet  uämlicb  eine,  etwa  M, 
e  Kugel  in  zwei  reellen  sich  selbst  entsprechenden  Punkten.  Nennt 
an  ihre  stereographischen  Projektionen  m^,  m^,  so  entsprechen  je 
rei  zugeordneten  Pimkten  der  Kugel  in  der  Ebene  zwei  Punkte,  die 
it  f», ,  Wj  auf  einem  Kreise  liegen  imd  von  ihnen  harmonisch  getrennt 
prden.  Das  ist  aber  die  von  Möbius')  als  Involution  in  der  Ebene 
■zeichnete  Verwandtschaft. 

Dies  berücksichtigend  Hchliefst  man  von  dem  Satze  13.,  indem  man 
B  »tereographische  Projektion  der  entsprechenden  Figur  (vgl.  Beweis 
i9  Satzes  13.)  in  Betracht  zieht,  auf  die  Richtigkeit  des  folgenden; 

15.  Le/ft  man  in  der  M>em'  durch  einen  Pmdd  d  vier  Kreise j  so 
kneiden  sie  sich  in  drei  FunJdepaaren  einer  Möhiusschen  Involutiim, 
mschreibt  man  femer  den  vier  entfliehenden,  von  Kreisbogm  (febildeten 
reiseiten   Kreise,    so    sehneiden    sich    diese    in    dem   d   entsprechenden 

r*  d\') 
Schliefshch  sollen  ans  den  beiden  Sätzen  11.  und  11."  mittels  der 
m  W.  Fiedler  in  seiner  „Cyklographie***)  gelehrten  Abbildung 
ir  Punkte  de.s  Raumes  auf  die  Kreise  einer  Ebene  zwei  Sätze  über 
tztere  abgeleitet  werden.  Diese  Abbildung  besteht  bekanntlich  darin, 
is  man  jeden  Punkt  des  Raumes  als  Spitze  eines  liotationskegels 
itrachtet,  dessen  Erzeugende  gegen  die  Ebene  unter  46'^  geneigt  sind, 


1)  Vgl.  den  etwaa  allgemeineren  Satz  bei  Sturm  a.  a.  0.  p.  69. 
■    2)  „Über  die  Involiition  von  Punkten  in  einer  Ebene".  Ber.  d.  säcbs.  GeaeUach. 
IfissenBch.  5,  1868   =  Ge«.  Werke  2,  S.  221  u.  f. 

i    3)  Möbius:  „Die  Theorie  d.  Kreis verwandtachafl  in  rein  geom.  DarsteUnng** 
»h.  d.  84ch8.  GeseUschaft  d.  W    2,  1866  §  47,  9.  =  Ges.  Werke  2,  S.  314. 

4)  Leipsig  1882. 


13f)    Emil  Müixbb:  über  einon  8teüierBciien  Satz  xmd  denen  BexieltQiigea 


und  den  Schnittkreis  des  Kegels  mit  der  Ebene  als  Abbild  der  Spitee 
jinsieht.  Damit  auch  jedem  Kreise  der  Ebene  nur  ein  Raamponkt 
entspreche,  betrachte  ich  die  Kreise  als  ^ienti^rf*,  d.  \l  ich  denke  mir 
mit  Lagnerre  für  jeden  Kreis  (durch  einen  Pfeil)  einen  ümlaufsinn 
festgelegt  und  ortbie  die  Kreise  mit  dem  einen  Sinn  den  Punkten  ober- 
halb, die  Kreise  mit  dem  entgegengesetzten  Sinn  den  Punkten  unter- 
halb der  Ebene  zu.  Zwei  orientierte  Kreise  soUen  nur  dann  „berübrend* 
beilsen,  wemi  sie  im  Berührungspunkte  auch  die  gleiche  Richtung  l>e- 
sitzen.  Wendet  mau  nun  auf  den  einem  beliebigen  orientierten  Kreis  Z' 
der  Ebene  zugeordneten  Kegel  den  Satz  11.  an  imd  bildet  die  Punkte 
durch  orientierte  Kreise  ab,  so  gelangt  man  zu  folgendem  Satz  Sber 
orientierte  Kreise: 

16.  Legt  man  an  einen  Kreis,  der  k  heriihrt,  vier  berührende  Kreise^ 
so  gieht  es  zu  je  zweien  tw»  ihnen  noch  einen  sie  und  k  berührenden 
Kreis.     Unter  den  seclis  auf  diese  Art  erhfUiencn  Kreisen  befitiden 
vier  Tripel,   deren  jedes  aufser  k  keinen   der  schon  gezeiehnetm 
als  zweiten  genieitk'ichaftlkhen  Berührungslcreis  besitzt,  daher  einen 
neum  Kreis  bestimmt.    Diese  vier  Kreise  nun  werdet^  samt  k  von 
und  dcniseiheti  Kreise  heriihi.^) 

Den  Satz  11'  wenden  wir  auf  denjenigen  Kegelschnitt  der  nnend- 
lich  fernen  Ebene  an,  der  von  allen  die  Zeichenebene  unter  45°  sclmei- 
denden  Ebenen  berührt  wird,  indem  wir  beachten,  dafs  jede  solche  Ebeoe 
in  der  cyklograjthischen  Abbildung  eine  orientierte  Gerade  bestimmt» 
nämlich  die  gemeinschaftliche  Tangente  aller  orientierten  Kreise,  äf 
den  Punkten  der  Ebene  entsprecben.  Wir  gelangen  dadurch  zu  folgendem 
Satz  über  orientierte  Geraden  und  Kreise  in  der  Ebene: 

17.  Legt  man  an  eine  Gerade  berührend  vier  beliebige  Kreiif,  * 
haben  sie  sechs  weitere  gememschafiliche  Taugenfen,  i^on  denen  vitr  ml 
je  drei  eineti  netiett  Berührungskreis  besitzen.  Diese  vier  Kreise  herük» 
immer  eine  und  dieselbe  Gerade.^) 

Königsberg  i.  Pr.  den  26.  Januar  1900. 


hrendok   , 
Jen  sW 


1)  Dieser  Satz  läfst  sich  noch  verallgemeinern.  Er  gilt  nämlich  hncb  <^^^ 
noch,  wenn  statt  der  k  beriilireßden  Kreise  solche  gelegt  werden,  die  ik  oiito 
einem  beatimmtP'n  Winkel  schneiden. 

2)  Auf  anderem  Wege  habe  ich  den  Satz  abgeleitet:  „Die  (reometrie  ori*D- 
tierter  Kugeln»^  §  6,  p.  28Ö,  Monatah.  f.  Math.  u.  Pliys.  9,  18ÜÖ. 


tlber  die  Torsion  der  geodätischen  Linien  dnrch  einen 

Flächenpnnkt. 

Von  KONKAD  ZiNDLER  in   IiiBsbnick. 

etrachtet  man  aDe  geodätischen  Linien,  die  durch  einen  regulären 
achenpimkt  gehen,  so  kann  man  nach  der  Beziehung:  fragen,  die 
rischen  ihren  ersten  oder  ihren  zweiten  Krümnmngen  beateht.  Die 
ste  Frage  wird  durch  den  Eulerschen  Satz  erledigt;  die  zweite 
ollen  wir  auf  einem  für  Vorlesimgen  geeigneten  Wege  mit  möglichst 
nfachen  Mitteln  beantworten,  obgleich  sich  unsere  Geichung  (9)  auch 
18  Darboux,  Theorie  des  surfaces,  Bd.  II,  S.  388,  GL  (4)  durch 
pezialisiemiig  ergeben  würde. 

Wir  setzen  voraus,  dafs  der  LTrsprung  U  eines  rechtwinkligen 
iystems  erster  Art  in  den  betrachteten  Flächenpunkt  fällt,  die  .r-  und 
lie  y-Achse  Tangenten  der  Krümmungslinien  sind.  Für  eine  auf  der 
lache  gezogene  Kurve  betrachten  wir  die  Bogenlänge  tf  als  unab- 
hängigen Parameter;  die  gestrichelten  Symbole  bedeuten  stets  Ablei- 
ongen  nach  6.  Die  Flächengleichung  setzen  wir  in  der  Form  s  =  /"(j?,  y) 
orans.  Dann  gilt  fiir  jede  Kurve  auf  der  Fläche  bei  der  üblichen 
^zcicJmung  der  partiellen  Ableitungen: 

)  s'  ==  px'  -\' qy% 

)  g"  =-  px"  -1-  gy"  -I-  px'  +  q'y', 

>  Zx'x"^0. 

'    insbesondere  die  Kurve  eine  geodätische  Linie  und  bezeichnet  man 

P  =  y'f"  -  y"e',  Q  =  z'x"  -  m"x\  R  =  x'y"  -  x"y', 
gut: 
)  Pp-\-  Qg-R^O,  also 

*)  Pp'  +  Qa  +  P'p  -I-  Q'q  -  i?'  -  0. 
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Für  ü  reduzieren  sich  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  auf: 

(la)  ^'  =  0, 

(2a)  z"=rx'*  +  ty*       (Eulerscher  Satz), 

(3a)  a;'* +  /«=!, 

(4a)  x'x"-\-y'y"  =  0, 

(5a)  -yx"-^x'y"^0. 

Aus  den  letzten  drei  Gleichungen  folgt  für  JJ: 

(7)  ^"  =  y"  =  0, 

und  hiermit: 

(6a)  x"y'-y'"x'=^z'\t-r)xy'. 

Der  Ausdruck  der  Torsion  einer  Raumkurre  ist: 

wobei 

X'    y'    z' 

D=    x"    y"    z" 

x"  y'"  z'" 

Für  den  Punkt  l]  einer  geodätischen  Linie  reduziert  er  sich  also  anf: 

(8a)  ^^»-y'-x-y- 

oder  mit  Rücksicht  auf  (6a)  auf: 

x  =  {i-r)x'y', 

Führen  wir  noch  den  Winkel  ©  ein,  den  die  Tangente  der  geodätischen 
Linie  in   TJ  mit  der  a; -Achse  bildet,  so  wird: 

(9)  T  =  (<  —  r)  sin  03  cos  © . 

Li  Nabelpunkten  haben  alle  geodätischen  Linien  einen  Undulations- 
punkt;  wenn  wir  von  diesen  Punkten  absehen,  können  wir  fiir  ellip" 
tische  Pimkte  stets  voraussetzen 

r</<0, 

was  darauf  hinauskommt,  die  ;?-Ach8e  in  die  äufsere  Flächennonnal*) 
die  rr-Achse  in  die  Richtung  der  stärksten  Krümmung  zu  verlegöi' 
Dann  ist  x  im  ersten  Quadranten  positiv;  die  geodätischen  Linien  sinil 
also  hier  rechtsgewunden.  ^^     Die  leicht  im   Gedächtnis  zu  behaltende 


1)  Nach  der  Terminologie  der  Maschinenlehre;    in   der   theoretischeD  Gefr 
metrie  ist  die  Bezeichnung  häuSg  nmgekehrt. 
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>-j? 


Yeranschaulicht  diesen  Umstand.     Es  sind  sowohl  die  Indica- 
;  zwei  geodätische  Linien  des  Punktes  U  von  der  Aufsenseite 
tet  und  auf  die  Tan- 
ibene    projiziert.      Ist 
che  in  TJ  negativ  ge- 
b,  80  können  wir  vor- 
jn:    . 
t>(»r. 

L  wir  die  Indicatrix 
•  positiven  Seite  der 
,  80  hat  die  Fig.  2 
erbolische  Punkte  eine 

Bedeutung  wie  Fig.  1 
iptische  Punkte;  der 
Brte  Teil  ist  der 
Lstreifen  zwischen  Be- 
rsebene  und  Indicatrix. 
dl   der  parabolischen 

ist  als  Grenzfall  der 
shen  leicht  zu  über- 
zeichnet man  mit  T 
r    ©   =  45®    hervor- 

m  gröfsten  Wert  von  pig.i. 

eht  (9)  über  in: 

X  =  Tsin2c). 

nan  auch   noch   den  Winkel   von   der   Richtung   der   stärksten 
j  also 

(o  =  a'\-  45®, 
l: 

t  =  Tcos2a. 

und  Äj{    die  Krümmungen  der  Hauptschnitte,  Ic  die  eines  be- 
i  Normalschnittes,  so  geht  (0)  über  in: 

T  ==  (ÄJg  —  A"i)  sin  G)  cos  (D 
2a)  in: 

A;  =  Äj  sin*  CO  +  Ic^  cos*  cd 

Ä;  =  Äj  +  (/tj  —  k^  cos'  03  =  Ä-^  +  Qc^  —  k^)  sin'  co, 
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womit  wir  den  Satz  erhalten,  den  Herr  Kommerell  vor  kurzem  in 
dieser  Zeitschrift  mitgeteilt  hat,  der  übrigens  in  der  Gleichung  (8)  aDf 


*x 


Fig.  2. 


S.  258  von  Knoblauchs  „Einleitung  in  die  allgemeine  Theorie  der 
krummen  Flächen"  enthalten  ist. 

Es  ist  bemerkenswert,  dafs  die  Verteilimg  der  Torsionswerte  m 
die  verschiedenen  Richtungen  von  der  Form  der  Indicatrix  ona^ 
hängig  ist. 


rgänzmigeii  zum  Fermatschen  nnd  Wilsonschen  Satze. 

B  VoD  W.  Fr.  Meyer  in  Königsberg,  i,  P. 

Nach  dem  Fermatschen  Satze  ist  für  jede  zo  einer  Primzalü  f) 
Herfremde  Zahl  a  die  Differenz  a^~'  —  1  durch  p  teilbar.  Für  welche 
ihleo  fr   findet  eine  Teilbarkeit  durch  höhere  Potenzen  von  p  statt?*) 

Indem  wir  znnächst  das  Quatlrat  von  p  ala  Modul  in  Betracht 
Bhen,  zerlegen  wir  die  pip  —  1)  zu  j>*  teilerfremden  Zahlen,  die  <.  p^ 
ad,  in  die  p—  1  Gruppen  «  4-fcp(a  =  1,  2, ..., p— 1;  ^  =  0, 1,  ...,|j— 1), 
0  die  p  Individuen,  die  zu  einem  und  demselben  a  gehören,  alle 
lod.  p  kongruent  sind,  dagegen  je  zwei,  zu  zwei  verschiedenen  a  ge- 
orende  Zahlen  mod.  p  inkongruent  sind. 

Es  soll  bei  festgehaltenem  n  die  Zahl  ^  so  bestimmt  werden,  dafa 
i-\- ltpy~^  —  If  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  {a -{-  ^pY 
(o-\-  ftp)  durch  2>^  teilbar  wird.     Nun  ist*): 

)  (a  +  fJ^py  =  0^  +  V, 

dererseits  nach  dem  Fermatschen  Satze: 

rxii: 

►  (a  +  ppy  -  (a  +  tip)  =  ift  -  l)p  +  vp\ 

ö    rechte,   also   auch  die  linke  Seite  ist  mindestens  durch  /)*  teilbar, 
iMi  /*  ~  A  (mod.  />),  sonst  nur  gerade")  durch  p  teilbar. 
■    Demnach  gilt: 

(A)  Unter  den  zu  />*  teilerfremden  Zahlen  der  Reihe  1,  2,  .  .  .,  p* 
finden  sich  p  —  If  mod.  p  inkmufnirnk,  durch  (2)  repräsentierte  Zahlen 


Ij  Weitere  Litteratur  ober  diese  Frage  a.  bei  P,  Bacbmaaa:  EncjklopHdie 
^   math.  Wiaa.  I  p.  562. 

S)  Unter  t>,  1,  .  .  aiiid  ganzzahlige  Faktoren  zu  ventebeti.  über  den  Orund- 
'lanken  der  Entwicklung  a.  Dedekind:  Suppl.  V  in  Dirichlets  Vorlesungen 
**  Zahleutbeorie. 

3^  Ein  AuHdrack  heifut  „gerade"*  oder  „geuau"  teilbar  durch  p*",  wenn  p*' 
^  lifichate  Potenz  von  p  bezeichnet,  die  in  ihm  aufgebt. 
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b  =  a-\-  Ip^  für  die  ipP  ~  *  —  1  durch  mindestens  j>*  teilbar  wird,  während 
für  die  übrigen  p(p—l)  —  (j>—l)  =  (jp  —  1)*  Zahlen  nnr  eine  ge- 
naue^) Teilbarkeit  durch  p  stattfindet. 

Bezeichnet  man  die  letzteren  (j>  —  1)*  Zahlen  wiederum  mit  a,  so 
lassen  sich  die  p^  {p  —  1)  zu  p^  teilerfremden  Zahlklassen  repräsentieren 
durch  die  Gruppen  a  +  np^j  h  +  gp^  (ar,  9  =  0,  1,  . . .,  p  —  1). 

Für  irgend  eine  Zahl  aus  der  ersten  Gruppe  gilt: 

(4)  (a  +  ccpy  =  o^  +  mp\ 
andererseits: 

(5)  aP  '==  a -\- hp  (Je  -|-  0  mod.  p)j 
also: 

(6)  (a  +  »p«)P-(a  +  sri>«)  =  Äi>+öy. 

Somit  findet  far  diese  p{p  —  1)*  Zahlen  a  +  np^  eine  genaue  Teil- 
barkeit von  (a  +  np')^-^  —  (a  +  np^)  durch  p  statt.  Dagegen  eigiebt 
sich  für  die  p(p  —  1)  Zahlen  h  -f  Qp*  der  zweiten  Gruppe: 

(7)  Q)  +  Qp^y  =  hP-{-  up\ 
andererseits  gemäss  (A): 

(8)  6P  =  6  +  vi>S 
also: 

(9)  (6  +  Qpy  -  (6  +  Qp^)  =  (t;  _  p)  p«  +  ,,y. 

Dann  und  nur  dann,  wenn  9  _-  v  (mod.  j>),  findet  Teilbarkeit  der 
linken  Seite  durch  mindestens  p^  statt,  andernfalls  nur  eine  Teilbarkeit 
gerade  durch  p^. 

Bezeichnet  man  die  ersteren  p  —  \  Zahlen  h  +  (>j>*  mit  c,  so  W 
man  für  irgend  zwei  dieser  Zahlen  c,  c',  die  den  Zahlen  h,  b'  Mit- 
sprechen mögen: 

(10)  c'  =  6'-fpy,    c==b  +  Qp\ 
somit: 

(11)  c'-c  =  6'-6  +  <Ji;S 

woraus  unmittelbar  folgt,  dafs  auch  die  Zahlen  c',  c  mod.  p  inkongruent 
sind,  da  es  gemäfs  (A)  die  Zahlen  b',  b  sind. 

Somit  gilt: 

(B)  Unter  den  p^(p  —  1),  zu  p^  teilerfremden  Zahlklassen  niod-f 
befinden   sich  p(p—  1)*,   für   die  x^-^  —  \    gerade    durch  p,  fr"*^ 

1)  Ein  Ausdruck  heifst  „gerade"  oder  „genau"  teilbar  durch  p%  wenn  f  d»e 
höchste  Potenz  von  p  bezeichnet,  die  in  ihm  aufgeht. 
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—  1)*,  für  die  a*''~*  —  1  gerade  durch  Ji^',  endlich  p  —  1,  mod,  p  in- 
\gruenU  Zahlklassen,  für  die  xf~^  —  \  mindestens  durch  /)*  teil- 
'  wird. 

Durch  unvollständige  Induktion   wird  man  so  zu  folgendem  allge- 
inen  Satze  geführt: 

j  /.  Unter  dett  j)'*  "  ^ij>  —  1),  st*  p*  teil4^remden  Zahlklassen^)  motl.  p^ 
mdni  sich  resp.  |)"  - « (p  -  1)*,  ;»"  - "  (p  ~  1)»,  . . .,  p»  (p  -  1)*,  (p  -  1)», 
.  ^  3.F  - 1  _  1  gerade  durch  resp.  p,  p*,  . . .,  p"  —  *,  p*  -  *  teilbar  wird, 
htmd    für   die   noch  übrigen  p  —  1    Zaidliasamy    die  alle    zu    ein- 

?r   ntod.   p    inkongment   sind,   jp-^  —  1    minde^iens   durch   p"  teil' 
wird. 

Der.  Beweis  wird  durch  vollständige  Induktion  gefuhrt. 
Gesetzt,   der  Satz  sei   richtig  för  den  Modul  p",   so  sei   a,(i<n) 
le  der  p  "•  —  <•  +  ')  (p  —  \y  Zahlen,  für  die  xf-^  gerade  durch  p'  teil- 
r  sei,  d.  h.  es  sei  für  eine  festgehaltene  dieser  Zahlen  ß^: 

Ä)  af  -  a,  =  kp,    k  -j-  0  (mod.  p). 

Man    betrachte    die  Gruppe  der  p  Individuen  a^  -f  //p",  fi  =  0,  1, 
M  p  —  1-     Dann  wird: 

Ä)  (a,  +  Mi>")^  =  af +  vp«  +  ^ 

io  mit  Rücksicht  auf  (12): 

4)  {a,  +  yLpy  -  a,  +  kp^  -f  vp-  +  » 

td  demnach: 

^)  (o*  +  ^i»T  -  («i  +  inp'')  =  ^p'  -  Ml>"  H-  »'P"  +  ^. 

^  aber  Ä  nicht  teilbar  durch  p  ist,  und  t  <  w,  so  ist  die  linke  Seite 
tt  (15)  wiederum  gerade  durch  p'  teilbar.  Aus  den  p"~'*  + '^  (p— 1)* 
►  p'  Zahlklassen  0,  gehen  daher  p  ■  p"  ~  ^'  +  *^  ( p  —  1  )*  =  p"  +  *  —  (*  +  ^> 
1)*  mod  p"  +  '  neue,  zu  p"  +  '  teilerfremde  Zahlklassen  hervor,  für 
fleichfalls  ar''""* —  1  gerade  durch  p'  teilbar  wird. 

dagegen  a«  eine  der  p  —  1  Zahlklasseu  mod.  p",  für  die  j:>'  -  ^  —  1 
itens  durch  p*  teilbar  wird: 


aS 


o  +  Ap", 


1)  AoH  Oleichting  (16)  de«  Textt^a  preht  unmittelbar  horror,  dafg,  wenn  ar^""'  —  1 
^ine  Zahl  a  gerade  durch  p'  teilbar  igt,  dies  auch  Tür  alle  Zahlen  der  zu 
|N.  p"  gehörigen  Zahlklatise  gut,  und  ebenso  auch,  wenn  x**  ~  *  —  1  mindegtena 
^h  p^  teilbar  ist.  Die  sämtlichen  Zahlklassen  de«  Satzes  I  lassen  «cb  auf 
des  Satzes  11  explizite  hinschreiben. 
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Fh.  Met 


80    betrachte  man  die    Gruppe   der  p  Individuen   a«  -f  ftp",  /*  =*  0, 


p  ~  If  dann  ergiebt  sich : 


(17) 


(a„  +  /Ajo"y'-a^  +  3rp-  +  ' 


also  mit  Rücksicht  auf  (16): 


(18) 


(an  +  iiify  =  ö  +  Ai?»  4-  xp*-^' 


und  somit: 

(19)  (a,  +  fip^f  -  {a,  +  tip^)  =  (A  -  m);/"  +  xp'^  +  ^ 

Mithin  findet  für  die  linke  Seite  Ton  (19)  eine  Teilbarkeit  genule 
durch  />"  statt,  wenn  ^  ^^  A  (mod.  p),  dagegen  eine  solche  durcL  min 
destens  p"  +  ^,  wenn  ft  -r^  X  (mod,  2>)  gewählt  ist.  Demnach  gehen  an« 
den  |j  —  1  ZahLklassen  «„  mod.  ^j"  einmal  {p  —  1)*  neue,  za  p*"^' 
t^ilerfremde  Zahlklaesen  mod.  jf>'"  +  '  hervor,  für  die  a'p  — *  —  1  gerad« 
durch  ^j",  sodann  aber  p  ~  i  neue,  zu  |/"+*  teilerfremde  Zahlkluseo 
a„_^i  mod.  p^^^^  für  die  x^~^  —  1  mindestens  durch  |j*"^^  teil- 
bar wird. 

Endlich  gilt  für  irgend  zwei  dieser  letzteren  Zahlen  On  +  i,  ö,i  +  i,  «üp 
den  Zahlen  a«,  a,i  entsprechen  mögen: 

O^O)  »:  4_  1  =  rt^  +  /*  V>     «n  +  1  =  fl«  +  ^i>% 

also: 

(21)  a,;  ^.  I  -  a«  4. :  =  fl^  —  a«  +  v/>». 

Da  aber  nach  Voraussetzung  aä  —  a«  nicht  teübar  durch  p  ist, 
kann  es  auch  al,^i  —  a^  +  i  nicht  sein,  d.  h.  die  p  —  1  Zahlen  fl,+» 
repräsentieren  gerade  die  j)—l,  mod,  p  inkongruenten  und  zu  p 
primen  Zahlklassen,  die  es  überhaupt  giebt. 

Hiermit  ist  der  Satz  1  vollständig  bewiesen. 

Aus  der  Herleitung  des  Satzes  entnimmt  man  aber  auch  ujunittel' 
bar  das  Kriterium  daflir,  dass  für  eine  beliebig  vorgegebene  Zahl  i 
xf~^~l  gerade  durch  eine  i'"  Potenz  von;?  teilbar  ist,  und  «l«» 
Mittel,  diesen  Exponenten  i  zu  finden. 

Sei  wieder  a  irgend  eine  der  j?  —  1  Zahlen  1,  2,  . . .,  jj  —  1,  w  i«t 
nach  dem  von  Euler  erweiterten  Fer matschen  Satze: 


(22) 


«^-«f*- 


SO  dass  mit  jeder  der  Zahlen  n  für  irgend  eine  Primzahl  p  tue  unawl- 
liehe  Kette  von  Zahlen  k    als  mitgegeben  betrachtet  werden  dBif. 


-  A^  (A^,  ganz,  Q  =  \,  2 


•  ), 
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Nun  ist  jede  durch  p  nicht  teilbare  Zahl  Ä,  die  zwischen  den 
beiden  Primzahl potenzen  p^  und  p""^'  gelegen  sein  mag,  offenbar  auf 
eine  and  nur  eine  Weise  in  der  Form  darstellbar^}: 

(23)  Ä  =  a  +  |it,p  +  /ij/)»  +  /ijjp»  -f    •    -f  f^P*  +  /i„  +  j  p"  + » 

ja  -  1,  2,  ...,;>-!;     m*  =  0,  1,  . . .,  p  -  1  (A  =  1,  2,  . ,  .,  ri);| 

Dann  gilt: 

JJ.  Ist  in  der  DarsteUung  (23)  einer  (nicht  durch  p  teiUxtren)  Zahl  A 
I  der  kleinste  Index,  für  den: 

(24)  fii  -    Xi  (moil  p),    fL^  —  X^  (mod.  p)  (h  <  i), 
so  ist  Af~^  —  i  (fcnuu  durch  die  1**^  Potenz  vmi  p  t.eithar. 

Nunmehr  wenden  wir  ans  wieder  den  ein  besonderes  Interesse  be- 
ansprachenden  p  —  1  Zahlklassen  a„  mod.  p*  des  Satzes  I  zu,  die  20 
/>*  relativ  prira  sind,  die  mod.  p  inkongruent  sind,  und  für  die  x*"" *  —  1 
mindestens  durch  p"  teilbar  ist. 

Bekanntlich  sind  die  durch  1,  2,  ...,/)—  1  repräsentierten  p  —  l 
Zahlklaasen  a,  die  dem  Fermatschen  Satze  genügen:  rf-'  —  1  ^ö 
mod.  p,  gerade  die  sämtlichen  Wurzeln  der  Kongruenz: 

(25)  xP'^  -  1  =  0  (mod.  />); 

nach  Lagrange  wird  dann  aus  der  identisch,  d.  h.  fir  alle  Werte  x^ 
erfüllten  Kongruenz: 

(26)  xf-^-1  ^(x-l)(x-2)  ...  (j-p+l)  {mod.p) 
anter  andern  der  Wilsonsche  Satz  hergeleitet: 

(27)  12.3...(p-l)ii-l  (mod.  p). 

Die  Ableitung  von  (26)  aas  (25)  stützt  sich,  abgesehen  von  all- 
gemein gültigen  Hülfssätzen  aus  der  Algebra,  ausschliefslich  auf  den 
arithmetischen  Satz,  dafs  die  Differenz  irgend  zweier  der  Wurzeln 
1,  2,  ...,/)—  1  von  (25)  stets  zum  Modal  p  teilerfremd  ist 


1)  Allgemein  lauen  sich,  wie  Bofort  zu  venfizieren  ict,  die  ^(Ir),  sn  einer  in 
ihre  Primfaktoren  zerlegten  Zahl  Jt  =  p"»  p^pl*  -  Überfremden  ZahlklaaMn  le- 
prSMAtieren  durch  den  Aiudruck 

i  • 

und  »,  die  Zahlen  1,2.       ,  p.  —  1,  alle  fibrigen  «  aber  die  ZahJen  0,  1,  2,    . ,,  p,  —  1 
dorchlaofen. 
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Für  die  p-l  Zahlen  a„  -  a<^\  a^^\  , . .,  a</-»>  des  Satzes  I  gut 
das  vollkommen  Analoge.  Zunächst  sind  sie  die  siimtlichen  Wuraeln 
der  Kongruenz: 

(28)  xP-^^i=0  (mod.  p"), 

und  da  die  Differenz  irgend  zweier  dieser  Wurzeln  nicht  teilbar  durch 
Py  also  teilerfremd  zum  Modul  p"  ist^  so  besteht,  analog  zn  (26),  die 
für  alle  Werte  von  x  erfiillte  Kongruenz; 

(29)  xf-'^-l  i-{x-  a^^ >) {x  -  atf ')  . . .  (x  -  d^ "  ^O  (mod.  p"): 

IIL  Siiui  aSl\  a^*\  . . .,  aj/'"^*  die  Repräsentanten  der  p  —  1  ZaM- 
Uassettf  ßr  die  xp-'^  —  1  —0  (mod,  p"*)  wird,  so  besteht  als  AnaJugon 
zmn   Wilson  sehen  Satze  (27)  die  Kmigruenz: 

(30)  «;;) .  a<J)  . . .  oS^^-i)  ^  -  1  {mod,  p^)  (n  =  1,  2,  . . .), 

so  daß  der  Wilson  sehe  Saijs  nur  als  das  erste  GUed  einer  unmdÜdhm 
Kette  gleichgehauter  Kongruenzen  erscheint. 

Man  ersieht  femer  sofort  aus  (29),  dals  die  Summe  der  «,,  sowie 
die  Summe  ihrer  Produkte  zu  je  2,  3,  . .  .,  p  —  2  durch  p*  teilbar  »st 
Allgemein  gilt  der  Satz: 

IV.  I$t  jS,(a«)  eine  ganze  homogene  symmetrische  Funktion  der  o, 
vom  Grade  i,  so  ist  S^  teilbar  durch  p^  wenn  i  nicfU  teübar  durch  p— l  isL 

Für  fi=l  hat  den  Satz  Hen-  K.  Hensel  (a.  diese  Zeitschrift  (3) 
1,  319)  aufgestellt  und  bewiesen.  Seine  Beweismethode  ist,  wie  leicht 
zu  sehen,  für  w  >  1   nicht  mehr  verwendbar. 

Wir  führen  den  Beweis  mit  Hülfe  einiger  Sätze  aus  der  Algebra 
der  symmetrischen  Funktionen.  Versteht  man  unter  e^,  c,,  . . .,  c,  di« 
elementarsymmetrischen  Funktionen  von  v  Gröfsen  a^,  «,,  . . .,  a,,  so 
ist  jede  ganze  (homogene)  symmetrische  Funktion  i**°  Grades  der  a  eine 
ganze  ganzzahlige  Funktion  /"^(e)  «*''°  Grades  der  e;  zugleich  ist  das  G^ 
wicht  von  f^(e)  gleich  i,  d.  h.  für  jeden  Term  A.e*j*.e^  •  -  •  ^1*  ^^^  f 
ist  1.^1  -f  2.fj  -f  '  ■  •  H-  i*'^n  ^  i-  Es  seien  nun  im  besonderen  die  «, 
also  auch  die  e  ganze  Zahlen,  und  seien  alle  e  excl.  e^  durch  eine 
ganze  Zahl  k  teilbar,  so  mufs  auch  f\  durch  Je  teilbar  sein,  wenn  > 
nicht  teilbar  durch  n  ist.  Denn  in  f-  kann  nie  eine  Potenz  von  !• 
allein,  etwa  e^,  als  Term  auftreten ;  sonst  wäre  das  Gewicht  i  =  n«,  »Iw 
i  teilbar  durch  n,  gegen  die  Voraussetzung. 

Im   obigen  Falle  sind    die  a  vertreten  durch  die  a,,   die  Zahl  l 
dm*ch  p",  womit  Satz  IV  bewiesen  ist. 

Königsberg  i.  Pr.,  2.  Juli  1901. 
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GvPAsisaos  Sti^danos. 


Lorsque  le  point  (x^  y^)  s'eloigne  ä  rinfini  sur  la  droite  ay- 
les  compoaantes  de  la  force  ac€eleratrice  du  point  (j;,  y)  devieimen^ 


ac 


bc* 


(oy'  —  6a;')* 


ac^ 


ff 


{au' 


bx')* 


bc* 


H 


m  -  maf,  -j-  bf,r 


Si  la  courbe  donnee  est  une  conique,  H  se  reduit  ä  une  constjuite 
et  les  formiiles  precedenteg  conduiaent  aisement  aux  divers  restütati 
connua^),  relatifs  au  mouvement  sur  une  conique  d'un  point  sollicite 
par  uoe  force  centrale^  ou  bien  par  une  force  ayant  une  direction  fixe, 

2.  Si  un  point  mobile  {x,  y)  eat  sourais  ä  une  force  issue  d'uii 
point  fixe  {x^,  y^)  et  teile  que: 

oü  k  designe  une  conatante  et  m  une  fonction  de  x  et  y,  les  courl» 
decrites  par  ee  point,  aoua  diverses  conditiona  initiales,  ont  poor  eqia« 

tion  diflferentielie  celle  obtenue  en  eliminant  la  conatante   ,  de  Vequaäcm; 


X  y    —yx 


k 

,03. 


\  X  —  X^,  X     ]■ 

\y  -VirV*  I 

R^ciproquement,  ü  est  clair  que,  si  requation  difierentielle  oWmv 
en  eliminant  les  constantes  o  et  6  de  l'equation 

f{Xj  y,  Ojby  c)^Ö 
est  de  la  forme 


X  y 


y  X 


,^  C  Q, 


\y-ytr  u'  I 

c  deaignant  une  conatante,  fonction  de  c,  et  oj  une  fonction  de  /  rf  f 
les  eourbes  /*  =  0  peuvent  fitre  considereea  comrae  lea  trajectoires  Jim 
point  BoUicite  par  une  force  centrale  teile  que 

X  =  k{x-  arj  CO,     7=  k(y  -  yjt» , 

et  cela  quelle  que  aoit  la  constante  k. 


l)  Yoir  lea  notea  de  MM.  Darboux  et  Halphen  dana  le  tome  84  def  Ccoft* 
RenduB  de  Paris  (1677),  ainai  que  rartiele  de  M.  Appell:  Sur  Vhomogtt^* 
m^canigue,  mserd  dans  le  tome  XII  de  l' American  Jotimal  (1890). 

[Pour  completer  la  bibliographio  relative  an  aujet  traite  par  M,  SWjA»* 
noTia  ajoutons  cea  titrea:  G.  Battaglini:  „Nota  buI  movimento  per  unalifi«^ 
2"  ordine".  Atti  dei  Lincei  (3)  2,  911—212  (1877).  —  J.  Bertrandt  Note«« 
im  problöme  de  mecanique.  C.  ß.  118,  13 — 16,  1894.  —  A.  Potier:  NoU  «I 
im  problfeme  de  möcanique.    C.  R.  112»  102—104,  1884. 
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3.  Cottsiderons,  par  exemple,  les  diverses  transformees  dune 
iie  courbe  /*(«c,  y)  =  0,  par  des  homologies  ayaiit  pour  centre 
>rigiiie  des  coordomiees  0.  Si  en  resolvant  par  rapport  a  z  l'equa- 
on  fl-  ,  -j  =  0  on  obtient  s  =  Vg>{Xj  y),  ip{a',  y)  d^signant  ime  fonc- 
on  homogene  de  aecoud  degre  de  x  et  y,  requation 

■  nx  -f  iy  +  c  =    }/9(ir,  y) 

H^sentera  les  diverses  transformees  de  f(x,  y)  =  0  par  les  homologiee 

Kquestion. 

'   L'elimination  de  a  et  b   de  lequation   precedente  conduit  mainte- 

int  a  i'equation  differentielle  »uivante: 

Stt 


Aci:xy"  -  y'x")  =  (a:y'  -  yx^'^^'^"  ~ '^^', 
9>iii  9>m  9^22=  (^.»  ä^,  ^.j9- 


teat  pose 

P  Les  courbes  en  question  peuvent  donc  etre  considerees  comme  les 
rajectoires  d'im  mobile  somnis  a  Taction  d'une  force  issue  du  point  0 
it  teile  que: 

On  remarquera  en   particulier  le  cas  oü   qp    est  un  polynöme  du 

Jcond  degre  Ax-  -f  2Bxy  +  ^^'i/*  •    On  obtient  alors  des  coniques  tan- 

*nte&    aui    dein:    droites    g?  =  0.     Si   qo  =  x'  +  y",   c^s   coniques    ont 

»ngine  0  comme  foyer  commun,  et  la  force  centrale  suit  dana  ce  cas 

loi  d'attraction  de  Newton. 

Des  proprietes  analognes  ont  evidemment  lieii  pour  les  transfor- 
Ses  d'une  courbe  par  des  homologies  ayant  comme  centi*e  un  point 
®    quelconque,  pouvant  meme  etre  a  Tiniim. 

Cette  propriete  des  transformees  d'ime  courbe  par  des  bomologies 
*iit  un  centre  fixe  a  ete  d'abord  obtenue  par  M.  Darboux  (loc.  cit.), 
l*aide  de  coordonneea  polaires. 

■  4.  La  seconde  proposition  du  n**  2  peut  etre  completee  comme  il  suit: 
Si  1  equation  differentielle  obtenue  en  eliminant  «  et  ii  d'une  (^ua- 
f[Xf  y,  a,  6,  c)  =-  0  est  de  la  forme 

x'y"  —  y'x" 


y-  Vii 


,  =  c  a. 
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c'  etaat  une  constante,  fonction  de  c,  et  ta  une  fonction  de  x  et  y,  les 
conrbes  /  ==  0  ne  peiivent  etre  considerees  comme  les  trajectoires  d'un 
point  {x,  if)  Bollicite  par  une  force  dependant  seulement  des  coordonnee» 
{x,  y)j  que  d'une  seule  maniere,  qui  conaiste  ä  admettre 

quelle  que  soit  clu  reste  la  constante  k. 

Pour  demontrer  cette  propriete,  remarquons  d'abord  qu'elle 
dans  le  cae  oü  o  =  0,  soit  x'y'*  —  y'x"  =  0,  les  trajectoires  en  quea- 
tion  etant  alors  des  droites. 

Considerons  maintenaut  requation  differentielle  des  courbes  decntes, 
sous  diverses  conditions  initiales,  par  un  point  mobile  sollicite  par  une 
force 

X^xix,rf)>     Y=ilf{x,y), 

ne  de'pendant  que  des  coordonnees  du  point   (x,  y).     Cette  equation 
differentielle  sera  obtenue  en  elirainant  t  entre  les  dem  equations: 

rx"-ra!'  =  t''x> 

i'y"  -t"y'  =  t''H,, 

ou  encore  entre  eelles-ci: 

xy"-y'x"  =  t'Hx't  -y'x), 

r{x'y"-y'x'')  =  t'\x"^^y'x), 

oü    les  derivees  x\  x'\  y\  y'\  t\  t"  sont   prises   par   rapport  ä  um 
variable  independante  quelconque.     On  obtient  ainsi 

,  d 


3{a;'>  -  y"i)  +  (x'^  +  y' l^^x' ^  ^  y'u 


X  y     —  y  X 

x'y"  —  y'x"  x'-^  —  y^X 

Cette  equation  dÜferentielle  devant  comcider  avec  1  equation: 


x'y"  -y'x' 


^{x  ^  x,)y"  ^  (y  ~  y,)a"  .  **  dx 


,cto   ,     ,3« 


{x  -  aejy'   -  (y  —  yj«    ^ 


ay 


X  y    —  y  X 
obtenue  par  l'elimination  de  c    de  Tequation 
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ipfeut  que  IVjii  ait  Icf  identites 


x'>  --sTi  ^  {X  —  x^)y"  -  (y  -  y,)«;; 

«>  -  y'  z     («  -  *t)y'  -  (y  -  yi)«' ' 


L      qnelles  que  aoient  les  valeura  de  Xj  y,  x\  y\  x'\  y". 

^B        La  premiere  de  ces  identites^  pouvant  §tre  ^crite  eomme  il  suit 


f      t       tt  f       ti\\X   >Vt  ,     Z  1  r\ 

(^    ff         —   If    ^}\  u=0, 


exige  8oit  que  Ton  ait  x'y"  —  i/x"  ==  Oj  ce  qui  correapond  au  cas 
dejä  considere,  oü  les  trajeetoires  donnees  sont  des  droites,  soit  que  l'on 
ait  ideDtiquement: 

«  —  a,      y  —  y, ' 
c'est-ä-dire 

X^ix-x,)£l, 

^^(y-yO-si, 

Ä  designant  une  fonctiou  de  x  et  y. 

Si  Fon  remplace  maintenant  cee  valeurs  de  x  ^t  t  dans  la  seconde 
des  identites  precedentes,  on  obtient: 

,dSl    ,      ,d£l  ,dea    ,      ,  da 

Dette  relation,  devaot  aussi  etre  une   identite,   montre    que   Ton    doit 

designant  une  constante. 

Ainsi  se  trouve  demontree  la  proposition  ^noncee. 
On  peut  considerer  comme  cas  particulier  de  cette  proposition  un 
Itat  dö    a  Bertrand  (Compies  Rendus,  t.  84),  mais  obtenu   par 
analyee  differente,  celui  relatif  au  Systeme  de  coniques 

ax -{- by -{- c  =^  Y  {x  —  x^y  +  (y  —  yj)* 

jljant  pour  foyer  commun  le  point  (a-^,  t/J.  Voici  ce  que  Bertrand 
üt  ä  ce  propos:  «Si  Kepler  n'avait  deduit  de  l'obaervation  qu'une  aeule 
de  ses  lois:  Les  planHes  decrivetü  des  eUipses  dont  le  Soleil  occupe  le 
foyer^  on  aurait  pu,  de  ce  seul  resultat  erig^  en  principe  general,  con- 
clure  que  la  force  qui  les  gouverne  est  dirigee  vers  le  Soleil  et  inver- 
sement  proportionnelle  au  carre  de  la  distauce.» 
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5.    Remarquons  enfin  que  Ton  peut  demoniarer,  d'une  maniere  ans- 
logue,  cette  proposition  plus  generale: 

Les  diverses  courbes  que  peut  decrire  un  point  {x,  y)  sollicite  par 
une  force 

X  =  x(^,  y),    r=^(a:,  y), 

ne  dependant  que  des  coordoimees  du  point  (x,  y\  ne  peuvent  coTncider 
avec  les  trajectoires  d'un  point  (a;,  y)  sollicite  par  une  autre  force 
analogue 

x  =  Zife  y)y    Y=M^,  y), 

que  si  Ton  a: 

Je  designant  une  constante. 
Athenes,  3  mars  1901. 


Bemerking  zu  einem  Theoreme  des  Herrn  Cwojdzinski. 

■  Von  Eduard  Janisch  in  Prag. 

■  Dafs  solche  sechs  Punkt«,  wie  sie  in  Theorem  V  auf  S.  178  in  (3)  1 
leser  Zeiteehrift  auftreten,  überhaupt  auf  einem  Kegelschnitte  liegen, 
t  ohne  weiteres  zu  ersehen;  denn  sie  sind  zu  zweien  zentrisch -symme- 
isch  inbezug  auf  den  angegebenen  Mittelpunkt.  Liegt  speziell  der 
tnkt,  von  dem  Lote  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  gefällt  werden,  auf 
m  Umkreis,  so  zerfäUt  der  Kegelschnitt  in  die  doppelt  sti  suhlende 
wsmlinie  (IVallacelinie)  des  Punktes. 

Der  in  Rede  stehende  Satz  bleibt  auch  aufrecht,  wenn  an  SteUe 
s  Höhenschnittes  ein  beliebiger  Punkt  tritt,  die  Höhen  durch  die  nach 
•cm  Punkte  gezogenen  Ecktransversalen  ersetzt  und  an  SteUe  der 
'te  auf  die  Seiten  Parallele  zu  diesen  Ecktransversalen  eingeführt 
Ofden.  Es  giebt  dann  ebenfalls  eine  dem  Dreiecke  umschriebene 
i^Te  2.  Ordnung  (eine  Ellipse),  fBr  deren  Punkte  die  dorck  sie  ge- 
?^n  Parallelen  zu  den  Ecktransversalen  Fufspunkte  auf  den  Drei- 
*^8geiten  liefern,  die  in  gemder  Linie  liegen.  Die  Enveloppe  dieser 
-iTiden  ist  ersichtlich  eine  Affine  der  Steinerschen  Hypocyldoide. 

Die  punktweise  Konstmktion  der  erwähnten  Kurve  2.  Ordnung 
Jfcet  keine  Schwierigkeiten.  Nehmen  wir  eine  beliebige  Gerade  g  an, 
^he  die  Seiten  BC,  CA^  AB  des  Bezugsdreiecks  in   den  Punkten 

53,  6  trifft,  nennen  wir  S  den  Vertreter  des  Hohenschnittpunktefi, 
<i  ziehen  wir  folgeweise  durch  %,  59,  (£  die  Geraden  a,  b,  C,  die  sich 

zweien  in  %^^  !©,„  6(,  schneiden  mögen,  so  laufen  die  drei  Geraden 
^,  jB39o>  ^'6,  durch  einen  Punkt  T  jenes  Kegelschnittes.  Dab 
i  3  Geraden  durch  einen  Punkt  T  gehen,  ist  sofort  zu  ersehen; 
tin  sie  sind  die  KoUineationsstrahlen  für  die  zwei  Perspektiven  Brei- 
te ABCf  ^o$o(£o,  deren  KoUineationsachse  %  ist.  Dreht  man  nun 
ötwa  um  Ä,  »o  iafst  sich  leicht  nachweisen,  dala  der  Büschel  (g) 
ijektiv  ist  mit  den  Büscheln  der  Strahlen  ^S3o»  ^^<r  ^^  Eraeog- 
I  der  letzteren  —  der  Ort  von  T  —  ist  mithin  ein  Kegelachnitt 
D  die  Punkte  A^  B,  C  angehören. 
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Genau  dieselben  ScUafsfolgerungen  gelten  aber   auch,   wenn  wir 
noch  weiter  verallgemeinem  und  verlangen:  Es  soll  der  Ort  der  Punkte 
T  gesucht  werden^  welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dafs  die  Schnitt- 
punkte   der    Seiten    BO,    CA,   AB    des    Dreiecks    ABC    mit    den 
durch  solch  einen   Punkt   gezogenen  Parallelen   zu   den  Seiten  B'C, 
CA',  A'B'  eines  zweiten  Dreiecks  A'B'C  jeweils  in  einer  Geraden^ 
liegen.    Der  Ort  von  T  wird  auch  hier  ein  dem  Dreiecke  ABC  um- 
schriebener Kegelschnitt  sein  und  die  Einhüllende  der  g   eine  Enrre 
3.  Klasse,  welche  die  unendlich  ferne  Gerade  zur  Doppeltangente  be- 
sitzt.   Über  den  besonderen  Fall,  dafs  die  Ecken  des  Dreiecks  A'FC 
der  Beihe  nach  identisch  sind  mit  den  Ecken  B,  C,  A  (oder  C,  A,  B) 
des   Dreiecks   ABC,    wird   der   Verfasser  in   dieser   Zeitschrift  einen 
längeren  Aufsatz  veröffentlichen. 

Prag,  10.  Juni  1901. 
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ThatsHchlich  ist  die  Strahlung  eines  blanken  und  beniüsteü 
Platinblechs  sehr  verschieden  grofs,  und  in  meiuem  vorigen  Artikel 
habe  ich  gezeigt,  dala  zwei  so  verschiedene  Strahler  notwendig  b«i 
verschiedenen  Temperaturen  über  die  Schwelle  schreiten  müssen.  Ob- 
wohl F.  L.  Gray  von  seinem  Resultat  selbst  sagt  „This  result  may  at 
first  he,  to  some,  unexpected"  glaubt  er  doch  dasselbe  a  priori  als 
möglich  nachweisen  zu  können^  denn  er  fahrt  fort;  „but  a  little  consid- 
eration  will  show  that  it  might  have  been,  a  priorif  antieipated". 

Die  versuchte  Erklärung  ist  aber  irrig,  ebenso  wie  das  Resultat 
Draper  kam  zu  seinem  Gesetz,  indem  er  die  verschiedenen  Substanz«! 
in  einem  gleichkmjtenerten  Hohh'uum  (Flintanlauf)  erhitzte.  P.  L.  Gray 
erhält  ähnliche  Resultate^  indem  er  das  strahlende  Platinblech  mit 
einem  kastenförmig  gebogenen  Messingblech  umgiebt,  um  es  vor  Zug  etc. 
zu  schützen.  Eine  solche  Versuchsanordnung  wird  freilich  keinen  grofeen 
Unterschied  in  der  Glühtemperatur  des  Platins  zeigen,  gleichviel  ob 
das  Platinblech  spiegelnd  oder  geschwärzt  ist.  Denn  der  Beobachter 
erhält  in  beiden  Fällen  nicht  nur  die  reine  Platin-  oder  RufsstrahluBg, 
sondern  aufserdan  die  an  den  Wänden  des  Messinffkastens  zum  Plaiin- 
liech  gwikh}ewörf'ene  „erborgte"  StmldmKj.  Ein  im  vollkommen 
spiegelnden  Hohlraum  befindlicher  Strahl ungskörper  von  der  Tem- 
peratur T  liefert  sogar  nach  Kirch  hoff  die  vollkommen  „schwarae'* 
Strahlung  dieser  Temperatur. 

Wollte  Gray  die  hiankc  Platinstrahlung  beobachten,  so  hätte  er 
notwendig  den  Kasten  schwärzen  müssen^  damit  jede  erborgt«  Strahlung 
ausgeschlossen  worden  wäre.  Im  spiegelnden  Kasten  muTsten  di« 
Unterschiede  zwischen  blankem  imd  berufstem  Platin  wenigstens  nahew 
verschwinden. 

Im  Einklang  damit,  dafs  Gray  die  Strahlung  des  annabend 
schwaraen  Körpers  beobachtet  hat,  steht  auch  sein  Resultat,  dafe  du 
Leuchten  schon  bei  370''  C  beginne.  Bei  gut  im  Dunkeln  auagenihtem 
Auge  konnte  ich  bei  so  niedriger  Temperatur  nur  den  absolut  schwawa 
Körper  leuchten  sehen  und  zwar  nur  bei  peripherer  Beobachtung  mitteW 
der  Stäbchen,  da  die  erste  Glut  die  von  den  Netzhau t>j//tkA<^  i^ 
mittelte,  sogenannte  „Grauglut"  ist  (vergl.  meinen  vorigen  Artikel 

Charlottenburg,  lö.  Juli  1901. 
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Über  Absorption  und  Emission  theoretisch  definierten  absoUU ; 
Korper.  Dieser  ist  dadurch  charakterisiert,  dafs  er  „aWf  Strahlen,  dk 
auf  ihn  faUm,  voUkomnwn  absurhkri,  also  Strahlen  tveder  reflrktUrty  noch 
hindurf'Jdäfst.''  Kircbhoff  spricht  es  auch  aus,  dafs  die  Fonktion, 
welche  die  Energie  des  schwarzen  Körpers  in  Beziehung  zu  Wellen- 
länge  und  Temperatur  setzt,  unzweifelhaft  von  einfacher  Form  ist, 
atl«  Funktionen  es  sind,  die  nicht  von  den  Eigenschaften  eil 
Körper  abhängen,  und  fiigt  hinzu,  dafs  erst,  wenn  auf  experimentelleni 
Wege  diese  Funktion  gefunden  ist,  die  ganze  Fruchtbarkeit  seines  Satxet 
sich  zeigen  werde.     Dieser  Satz  lautet: 

^'       . 

wo  Ex  und  Ax  das  Emissions'  und  Absorptionsvermögen  eines  beliebigen 
Körpers  und  o  das  Emissionsvennögen  des  vollkommen  schwanen 
Körpers  für  die  gleiche  Temperatur  und  dieselbe  Wellenlänge  bedeuten 
Kennt  man  also  die  Strahlung  des  schwofsseti  Körpers  als  Funktion  wm 
Wellenlänge  uml  Temperatur  ^  so  sind  daämrch  die  StrafUungsgesets*'.  fOf 
alle  diejenigen  Körper  bekannt,  deren  AhsorpÜonsvemxögen  ebenfalls  als 
Funktion  von  Wellenlänge  und  Temperatur  gqfä^i  isf.  Experimente]] 
einfacher  dürfte  der  umgekehrte  Weg  sein,  duroh  die  Untersuchung 
der  Strahlung  eines  Körpers  mit  Hülfe  der  Kenntnis  von  e  auf  di« 
Absorption  A  zu  schliefsen. 

1.  Daa  Stefan -Boltzmannsche  Strahlimgagesetz.  —  Aa£  Grund  d« 
bis  1879  vorliegenden  Beobachtungsmaterials  hat  Stefan^)  das  nwli 
ihm  benannte  Strahlungsgesetz  aufgestellt,  dafs  die  GesamtbiraJduiig 
eines  Körpers  proportimml  ist  der  vierten  Potenz  seiner  ahsolutm  !>»■ 
peratw.  Dieser  Satz,  von  dem  Stefan  irrtümlich  glaubte,  dafs  er  dk 
Strahlungseigenschaften  so  verschiedener  Körper,  wie  Rufs,  Platin,  G]m 
etc.  darstellte,  erlangte  seine  wahre  Bedeutung  erst,  als  Boltzmana 
auf  theoretischem  Wege  das  gleiche  Gesetz  für  den  vollkommen  sdiwart» 
Körper  abgeleitet  hatte.*) 

a)  Tfieorie  von  L.  BoUsmann.  —  Nach  der  elektromagnetischen 
Lichttheorie  übt  ein  Strahl  auf  die  Flächeneinheit  bei  senkrechter  In- 
cidenz  einen  Druck  aus,  welcher  gleich  ist  der  in  der  Volumeneinheit 
in  Gestalt  dieser  Strahlung  enthaltenen  Energie»  Nach  Analogie  ein«r 
in  der  kinetischen  Gastheorie  üblichen  Sehlufsweise  wird  gefolgert,  daö 
in  einem  Würfel  mit  gleich  temperierten  Wänden  auf  jede  Würfelfliche 

1)  J.  Stefan,  SiUungaber.  d.  k.  Geselläch,  d.  Wisaensch,  zu  Wien  i31  7*, 
891--^428.     1879. 

2)  L.  Boltzmann,  Wied.  Ann.  22,  31  ff.  und  291—294,     1884 
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um  die  Strahlung  des  schwarzen  Körpers  mit  grofser  Annähenmg  auch 
bei  den  höchsten  Temperaturen  zu  verwirklichen  *),  konnte  eine  ex- 
perimenti'lle  Prüfung  vorgenommen  werden»  welche  ich  mit  W.  Wien 
begann  und  mit  E.  Frings  he  im  durchführte.  Wir  bedienten  um  ID 
diesem  Zwecke*)  metallischer,  innen  geschwärzter  Hohlkörper,  aus  den« 
Innerem  die  Strahlung  durch  eine  Öffnung  der  Wand  nach  aossen 
langen  konnte.  Es  zeigte  sich,  dafs  thatsächlich  innerhalb  des  beobachl 
Temperaturintervalls  von  HX)"  bis  etwa  ISOO**  C  die  Gesamtstrahlong  mit 
grofser  Aimäherung  zur  vierten  Potenz  der  absoluten  Temperatur  fort- 
schreitet. 

In  unserer  damaligen  Publikation  hatten  wir  die  thermoelektrisclw'fl 
Temperaturmessungen  auf  das  von  Holborn  und  Wien')  an  das  Qu- 
Pyrometer  angeschlossene  Le  Chateliersche  Norraalelement  bezogen. 
Nachdem  nimmehr  die  Temperaturskala  von  Holborn  ond  Dar*)  bu 
1150**  C  mit  dem  6'Mv>/o//'thennometer  neu  festgelegt  und  darfibtf 
hinaus  mittels  Extrapolation  an  die  thermoelektrische  Kraft  des  Tbenno- 
elementes  angeschlossen  worden  ist,  haben  wir  die  damals  gemeasenen 
Temperaturen  auf  die  neue  Skala  umgerechnet.  Die  so  umgerechneia 
Resultate  sind  in  der  folgenden  Tabelle  wiedergegeben. 


I. 

IL 

ra. 

IV. 

V. 

n 

Nr. 

Schwarzer 

Abs.  Temp. 

Redtuiert 

C     1A*9 

Abs.  Temp. 

Th&ik 

Körper 

beobachtet 

Ausschlag 

\j.    Iv 

berechnet 

— T.Iä 

1 

Siedetopf 

373,1 

156 

127 

374,6 

-1^ 

2 

Salpeterkessei 

492,5 

638 

124 

492,0 

+  0^ 

3 

» 

723,0 

3  320 

124,8 

724,3 

-M 

4 

n 

745 

3  810 

126,6 

749,1 

-4,1 

5 

n 

810 

5150 

121,6 

806,5 

+  3^ 

6 

1* 

868 

6  910 

123,3 

867,1 

+  0^ 

7 

Chamotteof«^ 

1378 

44700 

124,2 

1379 

-l 

8 

n 

1470 

57  400 

123,1 

1468 

+  2 

9 

n 

1497 

60600 

120,9 

1488 

-f9 

10 

» 

1535 

67  800 

122,3 

1531 

+  4 

Mittel    123,8 

In  ihr  ist  Ä  der  mit  dem  Bolometer  und  ChÜTanometer 
und  auf  die  Klappenteraperatur  17®  C'(290^  abs.)  reduzierte 


1)  W.  Wien  u.  0.  Lämmer.  Wie<L  Ann.  M,  451—456.     18M. 

S)  0.  Lummer  u.  E.  Pringsheim,  Wted.  Ann.  6$,  395— 41«.     IflVI. 

a)  L.  Holborn  n.  W   Wien,  Wied.  Ana.  47,  IM.    189t. 

4)  L.  Holborn  und  A.  Da  j.  Wied.  Ann. 68, 817. 1899;  Ana.d.Fh7i.S,M0klSII. 
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und  T  die  zugehörige  absolut«  Temperatur  des  schwarzen  Körpers;  es 
folgt  also  C  nach  dem  Stefanachen  Gesetz  aus  der  Gleichung 

^  =  C(T*-290*). 

Die  so  gefundenen  Werte  von  C  multipliziert  mit  10^"  sind  in  Kolumne  IV 
angegeben.  Mit  dem  Mittelwert  von  C  ist  aus  der  obigen  Gleiehuucr 
T  berechnet  und  in  Kolumne  V  eingetragen  worden.  Die  Zahlen  der 
Kolumne  VI  zeigen,  dafs  sich  die  Abweichungen  der  Resultate  vom 
Stefanschen  Gesetz  schon  durch  relativ  kleine  Fehler  in  der  Temperatur- 
beatimmung  würden  erklären  lassen.  Der  kleine,  bei  Benutzung  der 
alten  Temperaturskala  beobachtete  Gang  in  der  Abweichung  vom 
Stefanschen  Gesetz  fäUt  bei  der  neuen  Skala  ganz  fort. 

Unsere  Versuche  bestötigen  somit  nicht  nur  die  Richtigkeit  des 
Stefanachen  Gesetzes,  sondern  unt&-  Vot'aussetzHng  dmes  Gesrizi-s  hüiien 
sie  sogar  dazu  dienen  könftenj  eitie  walirticlteinlicftc  Korrektion  für  die 
ältere  Temperaturskala  anfzustdlen. 

Diese  Versuche  boten  aulserordentliche  technische  Schwierigkeiten 
dar,  da  es  nur  mit  grolser  Mühe  gelingt,  Hohlkugeln  in  einem  Cha- 
motteofeu  auf  eine  überall  gleichmäfsige  Temperatur  zu  bringen  und 
auf  konstanter  Temperatur  zu  halten. 

c)  Versucfw  mii  dem  ehktri^sch  (jeffUihten  schtrarzen  Körjter.  —  Um 
den  Giltigkeitsbereich  dieses  Fimdamentalgesetzes  der  schwarzen  Strah- 
lung noch  zu  erweitem,  konstruierte  ich  mit  F.  Kurlbaum')  den 
„elektrisch  geghikten"  schwarzen  Körper,  welcher  die  schwarze  Strah- 
lung nicht  nur  in  relativ  einfacher  Weise,  sondern  auch  noch  bis  zu 
Temperaturen  von  über  löCW  C  liefert.  Die  mit  diesem  Körper  aus- 
geführten Versuche  lehren,  dafs  das  Stefan-Boltzmannsche  Gesetz 
unterZugrundelegung  der  Holborn-Day  sehen  extrapolierten  Temperatur- 
skala sogar  bis  löOC**  C  und  darüber  hinaus  giltig  ist. 

Wenn  auch  erst  unsere  Versuche  mit  der  „schwarzen"  Strahlung 
eine  Klärung  imd  endgiltige  Entscheidung  gebracht  haben,  so  möchte 
ich  es  nicht  unterlassen,  der  Versuche  Schneebelia*)  zn  gedenken, 
welcher  ebenfalls  das  Stefansche  Gesetz  bestätigte  und  mit  seinem 
Resultat  ganz  vereinzelt  dasteht,  insofern  die  Experimentatoren  vor  und 
nach  ihm,  wie  Schleiermacher,  Bottomley,  H.  F.  Weber,  Edler 
u.  and.  zum  Teil  ganz  bedeutende  Äbweichimgen  vom  Stefanschen 
Gesetze  konstatieren  und  F.  Paschen^)  noch  im  Jahre  1893  aus  seinen 


1)  0.    Lämmer    und    F.    Kur I bäum:    Verhdlgn.  d.   Phja.   Ges.   Berlin    17, 
106—111,  1898  und  Ann.  d.  Physik  (4)  5,  829— 83G,  1901. 

2)  Schneebeli,  Wied.  Abu.  22,  430—438,  1884, 

3)  F.  Paschen,  Wied.  Ann.  49,  50—68,  1803. 
Axcblr  der  M«UiematIk  uad  rii^aik.    HL  Reibe.  li.  11 
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MesBUDgen  am  blanken  und  benifsten  Platin  schliefsen  zu  müssen  glaubt, 
dais  wahrscheinlicli  „sich  alle  festen  Körper  ähnlich  wie  Platin  verhalten 
werden"  Demgegenüber  sei  erwähnt,  dais  nach  unseren  Versuchen*) 
die  Strahlung  des  blanken  Piatina  fast  genau  zur  fünften  Potenz  fort- 
sehreitet  und  Rufs,  wenigstens  in  genügend  dicken  SchicJiten,  nahe  das 
Stefan  sehe  Gesetz  befolgt. 

d)  Versuche  Schtwebdis.  —  Die  auffallende  Thatsache,  dafs  Schnee- 
bell  als  der  Einzige  das  Stefan  sehe  Gesetz  innerhalb  eines  ziemlieh 
grofsen  Temperaturintervalls  fast  vollkommen  bestätigen  konnte,  läfst 
sich  nach  meiner  Meinung  leicht  aus  Schneebelis  Versuchüanordnimg 
erklären,  die  abweichend  von  allen  vorhergehenden  und  nachfolgenden 
ist,  und  durch  die  Schneebeli  eine  Strahlung  miXst,  welche  der 
„schwarzen"  sehr  nahe  kommen  dürfte. 

Schneebeli  verwendet  als  Strahlungsquelle  die  Gefäfswand  (ines 
Lußthermometers ,  dessen  Inhalt  etwa  500  ccm  beträgt  und  mit  einem 
Kapillarrohr  von  1  Meter  Länge  versehen  ist.  Als  Heizquelle  dient 
ein  doppelwandiger  sogen.  Perrotscher  Ofen  aus  Chamotte,  in  dessen 
innerem  Hohlraum  das  Luftthermometergefäfs  auf  eine  nahe  gleicJi- 
mäfsige  Temperatur  gebracht  wird.  So  kann  ßr  zunächst  sehr  genau 
die  Temperatur  der  strahlenden  Gefäfswand  beftinmien,  jedenfalls  ^ 
nauer,  als  es  alle  anderen  Methoden  zu  jener  Zeit  erlaubten. 

Um  die  Strahlung  der  äusseren  Wand  zum  Bolometer  gelangen 
zu  lassen,  durchbohrt  er  die  beiden  Ofemvätide,  schiebt  ein  dünnes  Ei^cf»- 
röhr  bis  nafte  an  die  Gefäfswand  und  bringt  aufseu  geeignete  Öffnungen 
an,  um  jede  „falsche  Strahlung''  auszuschliefsen. 

Diese  Anordnung  bewirkt  aber  gerade  das  Gegenteil  und  statt  der 
blofsen  Strahlung  der  äufseren  Gefäiswand,  mifst  Schneebeli  die 
Sti'ahlung  eines  fast  geschlosseneu  Hohlraums,  Das  im  gleickeu 
Heizraum  wie  das  Therm ometergefäfs  befindliche  Eisenrohr  wird  näm- 
lich auch  dessen  Temperatur  angenähert  annehmen,  sodafs  man  aofser 
der  an  und  für  sich  schon  stark  strahlenden  Porzellanwand  des  LoJft- 
thermometers  auch  noch  die  an  ihr  retli-ktierte  „erborgte"  Strahlung 
des  glühenden  Eisenrohrs  gleicher  Temperatur  erhält.  In  Wirklichkeit 
kommt  also  zum  Bolometer  die  xSfrahlum/  eines  nnhe  glcicJitetnpericrkn 
Hohlraums f  deren  „Schwärze"  diejenige  von  freistrahlenden  Metall- 
Oxyden  etc.  jedenfalls  bei  weitem  übertriflFt. 

Und  um  allen  Bedingungen  der  Neuzeit  gerecht  zu  werden,  benotet 


1)  0.  Lummer  und  F.  Kurlbaum,  Verhdlgn.  d.  Deutach.  Physik.  Gf. 
Bd.  1,  Nr.  12,  1899,  und  0.  Luinmer  «nd  E.  Pringaheim  ebenda  Bd.  I,  Nr.  It 
1809, 
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Schnee  bell  nach  dem  Vorbild  von  Baur*)  als  Bolometer  ein  Stanniol- 
gitter, welches  mittelst  Plüti^irlthrids  geachwiir/A  ist  imd  verwendet  so 
wiederum  unbewulst  den  schwärzesten  Stoff  (Platimnoor)  als  Em- 
pfänger. 

Durch  diese  glückliche  Vereinigung  verschiedener  Umstände  er- 
halt Schneebeli  bei  sehr  sorgfältiger  Ausführung  der  Messungen  die 
folgenden  Werte: 

T,  II  379  I   719  '   854  |  1007  ||  971 ,  1013  |  1097  |  1177°  abs. 

Jt*  -  r})/S||  9^  I  10,2"  I  10,9  I  10,6  II  71  I  71,6  I  71,5  ]      73^5 

wo  Ti  die  absolute  Temperatur  der  Gefäfswand,  T,  diejenige  des  Bolo- 
meters  imd  S  die  auf  gleiches  Mala  (für  jede  Reihe)  reduzierte  8trah- 
lungsmenge  bedeutet. 

Die  geringen  Abweichungen  erklären  sich  zwanglos  aus  der 
Schwierigkeit  der  Temperaturbestimmung  mittels  des  Luftthermometers 
bei  hohen  Temperaturen.  Dahingegen  scheint  mir  der  Graetzsche 
Einwand,  ob  die  gemessene  Temperatur  auch  wirklich  die  der  strahlen- 
den Wand  sei,  von  geringem  Einfluls,  insofern  es  ja  nur  auf  relative 
Temperaturen  ankommt  Auch  der  von  Schneebeli  selbst  erörterte 
und  später  von  Paschen  gerügte  Übelstaud,  dafs  bei  jedesmaliger 
Strahlungsmessung  durch  Hochziehen  der  Klappe  ein  kalter  Lui'tatrora 
eintritt,  dürfte  aus  demselben  Grmide  ohne  grofsen  Einilufs  auf  die 
Resultate  gewesen  sein. 

Wie  dem  auch  sei,  durch  die  glücklich  gewählte  Versuchsan Ord- 
nung hatte  Schneebeli  einen  so  gewaltigen  Vorsprung  vor  allen 
anderen  mit  frei sirahi enden  Oberflächen  operierenden  Beobachtern,  dafs 
er  erst  nach  der  Verwirklichung  der  schwarzen  Strahlung  überholt 
werden  konnte.  Alle  zur  Prüfung  des  Stefan  sehen  oder  zur  Auffindung 
eines  allgemein  giltigen  Strahlungsgeaetzes  an  beliebigen  Substanzen 
wie  Platin,  Eisenoxyd  etc.  unteruommeuen  Versuche  mufsten  not- 
wendig scheitern,  da  nur  der  schwarzen  Sirahlung  das  Gesetz  der  vierten 
Potenz  zukontmL 

Trotz  Aufwandes  von  ungehetierer  Arbeit  und  Anwendung  der 
verschiedensten,  oft  Htnnreichon  Methoden  haben  die  Versuche  mit  frei- 
strnhlendeu  Oberflächen  eigentlich  nur  gezeigt,  dafs  das  anfangs  lange 
für  richtig  gehaltene  Gesetz  von  Duloug  &  Petit  ganz  auszuscheiden 
hat,  ohne  aber  die  Frage  nach  „dem  Strahl ungagesetz"  zu  lösen.  Dabei 
war  man  so  tief  in  die  von  Stefan  verbreitete  Idee,  dafs  alle  Körper 


1)  C.  Baur,  Verhdlgii.  d.  Phye.  Gea.  Berlin,  Nr.  4,  16,  1882  und  Wied.  Ann. 
19,  17—21,  1883. 


das  gleiche  Strahl ungsgeaetz  befolgen,  eingedrungen,  dafs  man  liiher 
die  lUrhtifjkeif  der  vm-handenm  Vn'swhe  in  Ziveifel  sotjy  als  daIJs  man 
aus  den  für  Platin  und  Rufs,  Eisenoxyd  und  Glas  erhaltenen,  einander 
widersprechenden   liesnltaten  auf  die  Unrichtigkeit  jener  Idee  schlofs. 

2»  GescMclitliches  zur  Verwirklichung  der  schwarzen  Strahlung.  — 
Beim  Studium  der  Litteratur  auf  dem  Grebieti^  der  Strahlung  kann  man 
sich  der  Erkenntnia  nicht  erwehren,  dals  im  grofsen  und  ganzen 
ziemlich  planlos  gearbeitet  worden  ist.  Auch  begreift  man  schwer. 
warum  der  schwarzen  Strahlung  so  wenig  Beachtung  geschenkt  wurde, 
wenn  man  bedenkt,  dafa  Kirchhoff  schon  im  Jahre  1860  mit  genialem 
Scharfblick  nur  der  schwarzen  Strahlung  allgemeingültige  Naturgesetw 
voraussagte,  imd  dafs  Boltzmann  1884  auf  theoretischem  Wege  du 
Stefansehe  Gesetz  als  das  Gesetz  der  schwarzen  Strahlung  wahr- 
scheinlich machte.  Aber  noch  mehr!  Auch  kostbare  Fingerzeige 
in  Bezug  auf  die  Verwirklichung  der  schwarzen  Strahlung  sind  un- 
benutzt gelassen  worden.  Denn  abgesehen  von  der  Kirch hoffschen 
Hohlraumtheone  existieren  zwei  Arbeiten,  in  denen  die  Verwirkhchung 
der  schwarzen  Strahlung  teils  ausgeführt,  teils  vorgeschlagen  wu, 
schon  zu  einer  Zeit,  nach  der  man  noch  lange  vergeblich  bemüht  war, 
der  schwarzen  Strahlung  heizukommen.  Es  ist  nur  eine  Pflicht  der 
Billigkeit,  auch  diese  Arbeiten  näher  zu  beleuchten. 

a)  Zunächst  kommt  hier  die  Arbeit  Ghristansens  „Über  die 
Emission  der  Wärme  von  unebenen  Oberflächen"  in  Betracht.*) 

Um  die  Thatsache  zu  erklären,  dafs  das  Emissionsvermögen  der 
Metalle  durch  Kitzen  der  Oberfläche  wesentlich  erhöht  wird,  geht 
Christiansen  von  folgender  tJberlegimg  aus:  „Fällt  strahlende  Wanat 
auf  eine  unebene  Fläche,  so  verlassen  mehrere  Strahlen  erst  nach  der 
zweiten  oder  dritten  Reflexion  die  Oberfläche;  es  tindet  also  eine  Ter- 
gröiserte  Absorption  statt  und  daraus  folgt  nach  dem  bekannten  Gesetw 
von  dem  Zusammenhang  zwischen  Wärmeemission  und  -absorption,  dufe 
das  Emissionsvennögen  einer  solchen  Fläche  gröfser  als  das  einer 
ebenen  Fläche  ist." 

Zur  Verifikation  dieser  Überlegung  liefs  Christiansen  einen 
Lesliewürfel  strahlen,  dessen  4  Seitenflächen  verschieden  gestaltet  u»! 
matt  versilbert  waren.  Von  diesen  war  die  erste  ganz  eben  und  j^ 
die  dritte  aber  mit  121  konisfhen  Löciiern  versehen,  während  dieandewn 
aus  ebenen  unter  Winkeln  von  45**  und  dO°  gegen  einander  geneigt* 
Flächenteüen  bestanden.     Bei  Berücksichtigung  der  durch  BeflenMf^ 


1}  C.  ChriBtiangen    Wied.  Ann.  21,  864—369.    1884. 
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nen  StraUungsmenyenj   folji^t  für  das  Verhältais   der  Energie   der 
vier  Flächen  m  erster  Annäherung: 

^  M-,  :  W,  ■.W,:W,=.\:-i:\-^^-:  2,10, 

wenn  mit  a  das  Emiseionsvermogen  der  Löcher^  mit  fr  das  Absorptions- 
vermögen des  Silbers  bezeichnet  imd  das  Absorptionsvermögen  des 
schwarzen  Kurjvers  gleich  Eiiis  gesetzt  wird.  Der  Versuch  aber  ergab 
für  dieselben  Flächen  das  Strahlimgsverhältnis: 

I  ^'i  :  W^  :W^:W,=  l:  2,05  :  8,7  :  2,66, 

sodafs  die  Bedeutung  der  Oberflächenformen  sehr  deutlich  herausspringt 
und  auTserdem  das  interessante  Resultat  folgt: 


4  +  T-  =  8,7,  also  a 


32a. 


Setxt  man  auch  noch  das  Emissionsverraögen  des  schwarzen  Körpers 
.-^i   der  Beobachtungsfcemperatnr  gleich  Eins,  so  sagt   diese  Gleichung 
d&fs  das  EmissimiHvet^nögm  thr  Löcfier  32  med  (jrößcr  ah  da.s  der 
Fläche   ist.     Für   das  Absoi-ptionsvermögen    des   Silbers   erhielt 
'     Christiansen  a  —  0,039,    sodafs    das  Emissionsvermögen    der  Löcher 

^  u  =  1,04 

■    wird  und  Christiansen  mit   einigem   Recht  folgert:  „Man  sieht  cUsOj 
dafs  sie  als  kleitie  vollkommen  schwarze  Flecken  unrkm." 

I  Abgesehen    von    der    wichtigen   Thatsache,   dafs   hier  ziini    ersten 

Male   der  Weg   zur  Verwirklichung   der   schwarzen  Strahlung   gezeigt 
worden  ist,  seheint  mir  das  Resultat  wichtig,  dafs  in  praxi  schon  ko- 
nische Hohlräume  die  schwarze  Strahlung  liefern,  welche  nach  Kirch- 
hoffs  Folgerung  nur  in  vollkommen  geschlossenen  Hohlräumen  besteht. 
Aber  auch  Christiansen  scheint  mit  der  Kirebhoffschen  Hohl- 
rauratheorie  nicht  verti-aut  gewesen  zu  sein,  da  er  weder  diese  als  Er- 
Wämng  für  seine  Resultate  heranzieht,  noch  den  Namen  Kirchhoffs 
nbi'rhaupt    erwähnt.     Es   bestätigt  sieh  somit  auch  hier,   dafs  man  hei 
^em  ungeheuren  Reichtum,   welchen  der  Kirch  ho  ffsche  Satz  für  die 
'^pelttralanalyse   und   die    Kenntnis  der  Gestirne   mit  sich  brachte,    die 
"nichtigen  strahlungstheoretischen  Folgerungen  Kirchhoffs  aus  seinem 
besetze  fast  gar  nicht  beachtete. 

b)  Um  so  überraschender  wirkt  es,  dafs  unmittelbar  darauf  Boltz- 
'''Äiin  sogar  die  wichtige  praktische  Konsequenz  der  Hohlraumtheoric 
'^^T'chhoffs  zieht,  welche  zur  Realisierung  der  schwarzen  Strahlung 
^^^isi.    In  seiner  Arbeit'):  ,yüher  eine  von  Hrn.  Bartoli  entdeckte  Be- 


l)  L.  Boltzmann,  Wicd.  Ann.  22,  31  n.  ff.  1884, 


166 


6,  LoKim: 


Ziehung  der  Wärmeskablumj  zum  zweiteti  Hauptsatz^'  streut  Boltzmanii 
gelegentlich  mitten  in  die  numerische  Berechnung  jener  Beziehung 
folgende  interessante  Bemerkung  ein: 

„Ich  bemerke  hier  gelegentlich,  dafs  ich  schon  längere  Zeit  die 
experimentelle  Untersuchung  der  Wärmestraixlen  teils  im  ganzen,  teil« 
zum  Zwecke  spektraler  Zerlegimg  begann,  indem  ich  die  Strabliinj 
eines  rings  mit  gleichtemperierten  Wänden  umgebenen  Raumes  ans 
einem  kleinen  Loche  oder  Spalte  dieser  Wände  für  die  eines  schwarzen 
Körpers  substituierte,  ein  Prinzip  benutzend,  welches  unlängst  Chris 
tiansen  zur  Erklärung  der  stärkeren  Strahlung  geritzter  Metalle  an- 
wandte. Durch  Vergleichung  mit  der  Strahlung  ebener  Körper  kJ5aiite 
dann  auch  deren  Emissionsvermögen  bestimmt  werden.** 

In  dieser  Arbeit  geht  Boltzmann  von  der  Bartoli sehen  Her 
leitung  aus,  dafs  die  Wärmestrahlen  bei  der  Bestrahlung  einen  Drnd 
auf  den  Körper  ausüben.  Mit  Hufe  eines  Kreisprozesses  wird  sodtnn 
eine  numerische  Beziehung  zwischen  dem  Ätherdmck  und  der  Wanin? 
fitrahUmg  im  spiegelnden  Hohlraum  berechnet  und  durch  Ubertraguuii 
des  Stefan  sehen  Gesetzes  auf  diese  „schwarae"  Strahlung  die  ÖroJse 
des  Ätherdrucks  abgeleitet  Es  ist  dies  die  numerische  Beziehoflg, 
welche  Boltzmann  k^urz  nachher  in  seiner  oben  excerpierten  Arbeit: 
.^Ählüihmg  des  Stefansclieu  Gtsdzt's,  betreffend  die  WärmesfrahhtH/  föH 
der  Temperatur  am  der  elektromagnetischen  Lichttheorie"  verwendet,  um 
das  Stefan  sehe  Gesetz  als  dasjenige  der  schwaraen  Strahlung  zu  er 
weisen. 

In  dieser  viel  gelesenen  und  berühmt  gewordenen  Arbeit  spricht 
aber  Boltzmann  weder  von  seiner  Absicht,  experimentelle  Strahlungs- 
messungen ausfuhren  zu  wollen^  noch  wiederholt  er  auch  nur  rai' 
einem  Wort  jenen  Vorschlag ,  die  schwarze  Strahl luig  durch  einen 
gleichtemperierten  Hohlraum  mit  einer  Öffnung  zu  realisieren.  Nor  » 
konnte  diese  Idee  in  Vergessenheit  geraten,  zumal  Boltzmann  nach 
seiner  eigenen  Aussage  die  begonnenen  Experimente  wegen  der  exp^n- 
mentellcn  Schwierigkeiten  nicht  durchgeführt  hat.  Es  dürfte  intw- 
essieren,  dafs  sogar  Boltzmann  selber  es  vergessen  hatte,  seine  Ide« 
publiziert  zu  haben,  wie  überhaupt  damals  offenbar  kein  Intereisse  f^ 
die  schwarze  Strahlung  vorhanden  war,  insofern  auch  die  Referate  in 
den  Fortschritten  der  Physik  und  den  Beiblättern  nichts  von  Bolti- 
manns  Vorschlag  enthalten. 

W^ährend  aber  diese  wichtigen  Bausteine  von  den  Eiperimentatorefl 
unbenutzt  am  Boden  liegen  gelassen  wurden,  trug  Boltzmann»  Theone 
noch  reiche  Früchte,  zu  denen  vor  allem  die  von  W.  Wien  fDr  ^* 
maximak'  Energie  der  schwarzen  Strahlung  im  Spektrum  abgeleitet« 
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Gresetze  gehören.  Auf  die  Herleitimg  dieser  GeBetxe  und  ihre  experi- 
mentelle Bestätigung  kommen  wir  später  ausführlich  zurik-k. 

c)  Wie  sühon  erwähnt,  datiert  die  experiraenteUe  Messung  der 
schwarzen  Strahlung  erst  von  dvm  Zeitpunkt,  da  W.  Wien  und  ich 
von  neuem  die  Verwirklichung  schwarzer  strahlender  tind  absorhieretider 
Körper  in  Gestalt  gleichtemperierter  Hohlräume  vorschlugen^)  Durch 
die  Erfahrung  hatten  wir  erkannt,  dafs  der  Verwendung  von  Plattn- 
blechen,  die  mit  Metalloxyden  üherzogen  sind,  vorerst  rein  technische 
Hindernisse  im  Wege  stehen.  Die  Überzüge  sind  nicht  gleichmäfsig 
herzustellen  und  verdampfen  in  hoher  Temperatur,  Glüht  man  sie 
elektrisch,  so  grenzen  infolge  ungleichmäTsigen  Überzuges  bedeutende 
Temperaturdifferenzen  an  einander,  die  sfationär  neben  einander  bestehen 
bleiben.  Bestreicht  man  z.  B.  ein  blankea  Platinhlech  auf  einer  Seite 
mit  einer  feuerfesten  Substanz,  so  ist  die  Rückseite  der  bestrichenen 
Stelle  stets  dunkler  als  ihre  Umgebung,  während  die  Leuchtkraft  der 
bestrichenen  Stelle  bei  geringer  Ausdehnung  sogar  heller  vom  glühenden 
Fiatin  sich  abhebt,  trotz  ihrer  niedrigeren  Temperatur.  Aulaerdem  be- 
reitet die  Temperaturbestimmung  eines  solchen  elektrisch  geglühten 
Bleches  sehr  grofse  Schwierigkeiten.  Auch  sind,  wie  erwähnt,  die 
Metalloxyde  weit  entfernt,  wie  der  schwai*ze  Körper  zu  strahlen,  während 
Rufs  oder  Platiimioor  in  höheren  Temperaturen  ihre  Eigenschaften 
ändern  und  Glas  schon  hei  niederen  Temperaturen  schmilzt.  Das  reine 
Platin  ist  aber  seilest  im  geschmolzenen  Zustand  ein  vollkommener 
Spiegel,  ähnlich  dem  Quecksilber.  Gerade  diese  Eigenschaft  zu  spiegeln 
führt  nun  dazu,  die  Körper  zu  schwarzen  zu  machen,  wenn  man  zu 
ihrer  Ei  genstrahl  iing  noch  fremde  „erborgte"  Strahlung  fügt,  indem 
man  sie  durch  andere  glühende  Körper  bestrahlen  läfst 

Es  lassen  sich  leicht  die  Bedingungen  ableiten,  unter  denen  ein 
helkhiger  Körper  die  sdiwarze  Strahlung  aussendet. 

Für  undurchsichtige  Körper,  wie  Platin,  gilt  zwischen  Ahaorptions- 
^pd  BeÖexious vermögen  die  Beziehung; 

Bodafs  das  Kirchhoff  sehe  Gesetz  die  Form  annimmt: 

alle  Gröfsen  bezogen  auf  die  gleiche  Wellenlänge  und  Temperatur.  In 
dieser  Form  lautet  das  Gesetz  also :  Die  Emission  des  schwarzen  Körpers 
ist  gleich  der  Emission  eines  beliebigen  Körpers^  vermehrt  um  den  Brueh- 
teil    iier    schwarstii    StraJdniHj,    welcher    von    detn    betreffenden    Körper 


l)  W,  Wien  und  0.  Lummer,  Wied.  Ann.  5ti,  4&  1—456.    189&. 
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reflektiert  wird.    Nur  wenn  12  =  0  ist,  wird  auch  e  =  E.    Ist,  wie  beim 

blanken  Platin,  Ji  sehr  grofs,  das  Absorptionsvennögen  A  also 
klein  [uiclit  zu  verwechseln  mit  dem  Absorptionsindex  oder  Absorption 
koeffizieuten,  welcher  im  Gegenteil  für  jedes  Metall  sehr  grolä  i«tl" 
so  mufs  auch  die  „erborgte^*  Strahl imgsmenge  (el?)  sehr  grofs  werden, 
damit  die  Platinstrahlnng  der  schwarzen  gleich  wird.  Berechnet  man 
z.  B.  die  gegenseitige  Zustrahlung  zweier  Platinbleche,  so  findet  man, 
dafs  sie  sich  %Fie  zwei  schwarze  bestralilen,  wenn  beide  Bleche  die 
gleiche  Temperatur  haben  und  einander  eTitweder  unendlich  nahe  sind 
oder  bei  endlicher  Entfernimg  genügend  grofse  Ansdehnung  habenJ) 
Man  gelangt  also  auch  hierdurch  zu  dem  Kesnltat,  welches  Kirchhoff 
ganz  allgemein  in  seiner  Theorie  des  Hohlraums  mit  gleichtemperierten 
Wänden  ausgesprochen  hat. 

Nach  einer  von  Kirchhoff  aus  seinem  Gesetze  gezogenen  Folgerung 
stellt  sich  nämlich  im  Innern  eines  jeden  von  gleich  temperierten,  übrigens 
beikbigcH  Körpern  umgebenen  Raumes  eine  solche  Dichtigkeit  der  Energie 
der  Strahlung  her,  als  ob  diese  Körper  voUkommeu  schwarz  wären.  Mau 
hat  also  die  sogenannte  Strahlung  eines  schwarzen  Körpers  als  den 
Zustand  des  Wlirmegleichgewichts  aufzufassen,  weshalb  Herr  Wien 
vorgeschlagen  hat,  die  Strahlung  eines  schwarzen  Körpers  überhaupt 
als  „Zustand  des  Wärmegleiehgeicichis.^^  zu  definieren.^)  Diese  strengens 
Definition  wird  auch  gerechtfertigt  durch  die  Überlegung,  dafs  « 
Körper,  tlie  in  Luft  sieh  wie  schwarze  Körper  verhalten,  praktisch 
nicht  geben  kann^  weil  jeder  Körper  Dispersion  zeigen  mufs,  also  nicht 
für  alle  Farben  denselben  Brechungsindex  haben  kann. 

um  die  schwarze  Strahlung  dem  Experiment  zuj^nglich  xu 
machen,  mufs  man  notwendig  in  den  gleiehtemperieiien  Hohlraum  eine 
Öflnung  machen,  durch  welche  die  Strahlung  nach  aufsen  gelangt 

Von  dieser  Ofinung  erhalt  die  innere  Oberfläche  keine  Strahlung, 
und  hierdurch  wird  eine  Abweichung  vom  Zustande  des  Wärmegleich- 
gewichts bedingt.  Den  Grad  der  Abweichung  berechnet  man  am  Ijesten 
durch  Aufsuchung  der  Strahlung,  die  von  einem  ins  Innere  gelangenden 
Strahlenbündel  wieder  nach  aulsen  reflektiert  wird.*)  Nach  dem  Kirch- 
h  0  ff  sehen  Satz  ergiebt  sich  hieraus  dann  auch  die  Emission  des  Hohlraums. 

Durch  Umkehrung  des  ausgesprochenen  Prinzips  gelangten  wir 
ohne  weiteres  auch  zur  Verwirklichung  schivarzer  absorbierender  Bolo- 


1)  Nüheres   siehe  O.  Lumraer.    Natur^visscnsch.    Rnndachau   11,   No.  8, 
und  8.     1896. 

2)  W.  Wien,  Wied.  Ann.  52,  133.  1894. 

3)  \V.  Wien  und  0.  Lämmer  a.  a.  0. 
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meier.  Da  es  aber  schwer  ist,  vollkommene  Hohlräume  aus  dünnem 
Blech  von  1/1000  mm  Dicke  herzuBtellen,  wie  es  Kurlbaum  und  ich 
zu  unseren  Bolometerii ^)  verwenden,  und  da  auch  die  Empßndlichkeit 
wegen  des  geringen  Widerstands  darunter  leiden  würde,  so  wendet  man 
hier  vorteilhafter  apieifchidc  llilllen  an.  Denn  nach  Kirch  hoff  stellt 
sieh  nicht  nur  im  gleichtemperierten,  sondern  auch  im  vnUkomiHcn 
spiegdnden  Hohlraum  die  schwarze  Strahlung  her.  Mag  die  spiegelnde 
Hülle  aber  genügen,  um  die  mit  stark  absorbierenden  Substanzen  wie 
und  Platinraoor  belegten  ßnlometerstreifen  noch  absorbierender 
en  zu  lassen  *)j  zur  Erzeugimg  der  schwarzen  Sfrahhiugscnetyic, 
bei  hohen  Temperaturen,  ist  die  spiegelnde  Hülle  zu  verwerfen. 
Hier  verdient  der  gleich  temperierte  Hohlraum  entschieden  den  Vorzug, 
und  es  kann  der  von  Paschen  verwendete  elektrisch  geglühte  Platinstreif 
im  spiegelnden  Hohlraum  nicht  als  schwarzer  Körper  angesehen  werden. 
d)  Auf  sehr  originellem  Weg  kam  gleichzeitig  mit  uns  St  John^) 
zu  der  Verwirklichung  der  schwarzen  Strahlung,  als  er  die  Strah- 
lungseigenschaften der  im  Auerstrumpf  enthaltenen  Erden  untersuch  te- 
il St.  John  brachte  in  einem  Chamotteofen  blanke  und  geschwärzte 
Platinbleche  zur  Weifsglut  und  liefs  deren  Strahlung  durch  eine  Öff- 
nung des  Ofens  austreten.  Die  aulseu  sehr  verschieden  emittierenden 
Substanzen  erschienen  im  Ofen  dem  Auge  von  so  nahe  gleicher  Hellig- 
keit, dafs  St.  John  anfangs  glaubte,  es  seien  die  Oxyde  abgefallen. 
Als  durch  Einführung  eines  ffektthUen  Eisenrohres  die  Reflexe  der  Ofeu- 
wände  des  glühenden  Heizraumes  abgeblendet  wurden,  erschienen  die 
Helligkeitsunterschiede  wieder  wie  aulserhalb  des  Ofens.  Die  John- 
schen  Versuche  zeigen  also  aulser  der  Wirkung  des  gleichtemperierten 
Hohlraums,  dafs  die  bedeutende  Strahlung  der  Substanzen  im  Auer- 
strumpf nicht  einer  Luminiszeuzwirkung  zu  verdanken,  sondern  eine  Folge 
reiner  Temperaturstrahlung  ist.  Um  diese  Frage  exakt  zu  entscheiden 
und  die  Abweichungen  luminiszierender  Körper  vom  Kirch hoffschen 
Gesetz  experimentell  festzustellen,  hatten  auch  Wien  und  ich  a.  a.  0. 
vorgeschlagen,  einen  gleich  temperierten  Hohlraum  innen  mit  den  be- 
treffenden Substanzen  zu  belegen  und  die  Strahlung  mit  der  des 
schwarzen  zu  vergleichen. 

Im  Gegensatz  zu  St.  John  schiebt  Bunte*)  die  enorme  Strahlung 
der  seltenen  Erden  auf  eine  Jmtalyüsche'^  W^irkung,  infolge  deren  den 

1)  O.  Lummer  und  F.  Kurlbaum,  Wied.  Ann.  4«,  204—284,  1892. 

2)  Über  die  Ausfilhning  vergl  F.  FaBchen,  Wied.  Ann.  60,  72«,  1897  und 
0.  Lonimcr  und   E.  Prinpsheim,  Wied,  Ann.  ö»,  :197,  1897. 

3)  Ch.  E.  Saint- John,  Wied,  Ann.  5«,  433—400,  1896. 

4)  Bunte,  Verhdlgn.  d.  Deutsch.  Chem.  Ges.  Berlin  1899. 
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feinsten   Teilchen    eine    höhere   Temperatur   erteilt  wird,    als   sie  die 
Bunsenflamme  besitzt.    Und  bei  der  experimentellen  Prüfung  der  Strah- 
lung der  verschiedenen  Erden  findet  Bunte  thatsächlich,  dafs  die  im 
Auerlicht   stark-   und   schwachleuchtenden  Mischungen  gleiches  Strah- 
lungsyermögen   haben.     Da   Bunte   diese   Substanzen   aber   in  einen 
langen,  elektrisch  geheizten  Kohlerohr  glüht,  so  sind  seine  Versuche 
nicht  beweiskräftig;  vielmehr  begeht  er  hier  denselben  Trugschlafs  wie 
seinerzeit  Drap  er  (vergl.  d.  Z.  S.  I  S.  82)  und  hat  wie  dieser  durch  du 
gefundene  Resultat  lediglich  die  Kirchhoff  sehe  Theorie  vom  gleich- 
temperierten Hohlraum  bestätigt 

So  sehen  wir  auch  an  diesem  Beispiele,  daüs  erst  die  Kenntnis  des 
schwarzen  Körpers  und  seiner  Verwirklichung  zu  einwandsfreien  BeBol- 
taten  auf  dem  Gebiete  der  Strahlung  führen  konnte. 

(Fortaetzting  folgt.) 


über  diö  Bedeutung  elektrischer  Methoden  und  Theorien 

für  die  Chemie. 

Von  W.  Nernst  in  Göttingen. 

Voitrag  •),  gehalten  am  '27.  September  1001  auf  der  73.  NaturforscherverBammlung 

zu  HamLarg. 

Wenn  in  der  anaclaaiilichen  Sprache  der  Atomistik  die  (Jhemie  als 
die  Wissenschaft  von  der  Bildung  der  Moleküle  überhaujit  aus  den 
Atomen  und  von  ihrem  Zerfall  in  die  Atome  bezeichnet  Averden  kann, 
so  beschäftigt  sich  die  EleJctrochetnk  mit  dem  Werden  mid  Vergehen 
elekü'iseh  geladener  Moleküle,  die  man  nach  Faraday  kurzweg  als 
Ionen  bezeichnet.  Da  nun  in  zahlreichen  chemischen  Reaktionen  die 
Ionen  eine  bereits  klar  erkamite  Rolle  spielen  und  da  in  vielen  anderen 
ihre  Mitwirkung,  wenn  auch  noch  nicht  sicher,  so  doch  wahrscheinlich 
ist,  so  springt  die  Bedeutung  der  Elektrizitätslehre  auch  für  die  reine 
Chemie,  nicht  nur  für  die  Elektrochemie,  in  die  Augen;  alle  elektrischen 
experimentellen  Methoden  und  alle  theoretischen  Envägungen  aus  tier 
ElektrizitJitslehre,  die  auf  die  Ionen  Anwendung  linden,  sind  der  Chemie 
bereits  von  Nutzen  oder  können  es  werden. 

Nun  ist  es  eine  T.vichtige  Erfahrungathatsache,  dal's  gerade  das 
Wasser  zahlreiche  gelöste  StoÖe  in  loneti  zu  spalten  vermag;  dadurch 
ist  dies  Lösungsmittel  für  die  Elektrochemie  nicht  nur,  sondern  ftlr 
die  Chemie  überhaupt  von  der  allergrölsten  Bedeutung.  Es  ist  übrigens 
kaum  daran  zu  zweifeln,  dala  auch  die  fundamentale  Rolle  des  Wassers 
im  tierischen  imd  pflanzlichen  Organismus  auf  verwandte  Ursachen 
zurückzuführen  ist.  Wahrscheinlich  hiingt  das  eigenartige  Verhalten 
des  Wassers  mit  seiner  hohen  Dielektrizitätskonstante  zusammen,  welche 
in  der  That  diesem  Lösungsmittel  eine  ganz  besondere  Stellimg  zuerteilt. 
Jedenfalls    ist    es    von    vornherein    klar,    dafs    in    den    experimentellen 


1^  Das  Folgende  ist  ein  .Auszug  aus  dem  Vortrag,  den  Herr  W. Nernst  am 
27.  IX.  ly Ol  auf  der  73.  NaturforBcherveraammlung  zu  Hamburg  gehalten  hat,  Der 
voUständigc  Vortrag  iat  bei  Vandenhoeck  und  Ruprecht,   GötÜngen,   orachieuen. 
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Methoden  thr  Elektrochemie  die  wässerigen  Lösungen  die  vielseitigsten 
und  bequemsten  Versuchsobjekte  sind. 

Wenn  wir  also  nunmehr  dazu  übergehen  wollen,  die  wichtigsten 
elektrischen  Methoden  der  Chemie  kurz  zu  charakterisieren,  so  wissen 
wir  bereits,  dafs  es  sich  hierbei  immer  um  Ionen  handeln  wird.  Bei 
der  Behandlung  dieser  Frage  ergab  sich  nun  das  Ton  vornherein  an- 
schaulieho  Resultat,  dafs  bei  der  Untersuchung  der  Ionen  alle  Methoden 
anwendbar  sind,  die  über  den  Bau  der  gewöhnlichen  elektrisch  neutralüi 
Moleküle  uns  zu  unterrichten  sich  eignen ;  mau  kaim  Molekidargewichte- 
hestimmungen  und  Konstitutionsbestimmungeii  an  den  Ionen  genau  so 
ausführen,  wie  an  den  gewöhnlichen  Molekülen.  Dazu  aber  treten  als 
neu  und  eigenartig  diejenigen  Methoden  hinzu,  welche  sich  an  die 
elektrische  Ladmig  der  Ionen  wenden,  und  dieses  sind  eben  die 
elektrischen  Methoden  der  Chemie.  Ich  glaube,  dafs  der  vorstcbende 
einfache  Satz  die  vollständige  Systematik  der  elektrochemischeü 
Forschungsmethode  enthält. 

Wenn  wir  also  z.  B.  ein  Salz  in  wässeriger  Lösung  untersnchen 
wollen,  so  werden  wir  zunächst  durch  Anwendung  der  van  t'Hoff 
Avogadro sehen  Regel  das  Molekulargewicht  bestimmen  können;  hie^ 
durch  allein  werden  wir  in  vielen  Fällen,  wie  Arrhenius,  der  B^ 
gründer  der  modernen  Anschauung  über  die  elektrolytiache  Dissoziation, 
zuerst  gezeigt  hat,  über  Menge  und  Art  der  Ionen,  in  welche  d« 
Salz  zerfallen  ist,  Auskunft  erhalten,  besonders  wenn  wir  damit  du 
Heranziehen  chemischer  Analogieu  verbinden;  in  den  meisten  Fall«n 
sind  ja,  wie  Hittorf  schon  in  seinen  klassischen  Arbeiten  nachwies^ 
die  chemischen  Radikale  mit  den  Ionen  identisch,  und  über  die  Natur 
dieser  Radikale  giebt  das  allgemeine  chemische  Verhalten  des  Salxw 
in  der  Regel  hinreichenden  Aufschlufs.  Wie  schon  bemerkt,  stehen 
uns  aber  auch  spezifisch  elektrische  Methoden  zur  Verfügung,  uml 
indem  wir  einerseits  von  der  Thatsache  Gebrauch  machen,  dafs  die 
Ionen  unter  dem  Einflufs  elektrischer  Kräfte  zu  wandern  vermögen, 
und  dafs  andererseits  die  elektromotorische  Kraft  zwischen  Metall  und 
der  Lösung  durch  Natur  und  Menge  der  Ionen  bestimmt  wird,  gewiimeu 
sowohl  Messimgen  der  elektrischen  Leitfähigkeit  wie  solche  der  elektn»- 
motorischen  Kraft  ihre  Bedeutung  auch  für  die  rein  chemische 
Forschung. 

Dank  den  Arbeiten  von  Friedrich  Kohlrausch  ist  die  B^ 
Stimmung  der  Leitfaliigkeit  von  Lösimgen  zu  einem  hohen  Grade  v>a 
Einfachheit  imd  Sicherheit  gebracht  worden.  Ein  kleines  Induktorium« 
eine  Wheatstonesche  Brücke,  ein  Widerstandskasten,  ein  Telephon 
und  ein  mit  Elektroden  versehenes  Glasgefäfs  bilden  das  ganze  physi- 
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kaiische  Rüstzeug,  dessen  mau  zur  Bestimmmig  der  Leitfähigkeit 
bedarf.  Einen  umfassenden  Überblick  über  die  Anwendungen  dieser 
Methode  für  die  Chemie  zu  geben  ist  hier  nicht  der  Ort;  aber  an 
einem  Beispiele,  das  durch  die  Arbeiten  von  Ostwald  hervorragende 
Wichtigkeit  gewonnen  hat,  möchte  ich  wenigstens  ihr  Wesen  ver- 
anschaulichen. 

DalJs  in  wässeriger  Losung  die  verschiedenen  Säuren  sehr  ver- 
schiedene Stärke  besitzen,  ist  eine  längst  bekannte  chemische  That- 
sache;  ihre  wissenschaftliehe  Formulierung  gelang  jedoch  erst  in 
neuerer  Zeit  mit  Hilfe  der  lonentheorit*  imd  der  Lehre  der  chemischen 
Massenwirkung.  Alle  Säuren  liefern  nämlich,  in  Wasser  aul'gelöat,  eine 
mehr  oder  minder  grol'se  Menge  der  positiv  geladenen  Wasserstoff! onen; 
die  allen  Säuren  gemeinschaftlichen  und  daher  spezifisch  sauren  Reaktionen 
sind  mm  eben  Reaktionen  des  Wasserstoffions,  Nach  dem  Gesetze 
der  chemischen  Massenwirkimg  aber  reagiert  eine  Molekülgattimg, 
gleichgiltig  ob  elektrisch  neutral  oder  geladen,  um  so  energischer,  je 
mehr  Wasserst  off  i  onen  sie  enthält.  Da  man  nim  mit  Hilfe  der  elek- 
trischen Leitfähigkeit  am  einfeu^hsten  und  genauesten  die  Menge  der 
Wasserstoff! onen  einer  in  Wasser  gelösten  Säure  ermitteln  kann,  so 
erkennen  wir,  wie  die  Messung  der  elektrischen  Leitfähigkeit  ims  über 
die  Stärke  einer  Säure  imd  somit  über  die  wichtigste  Seite  ihres 
chemischen  Verhaltens  Aufschlufs  giebt. 

In  komplizierteren  Fällen,  besonders  bei  der  Untersuchung  der 
«ogenannten  komplexen  Salze,  tritt  der  Leitfähigkeitsmessung  die 
Untersuchung  der  lonenwanderung  ergänzend  an  die  Seite;  indem  man  die 
zu  untersuchende  Lösung  elektrolysiert  und  die  mit  Verschiebung  der 
Ionen  verbundenen  Konzentrationsänderungen  an  den  Elektroden  be- 
stimmt, läfst  sich  die  Frage  entscheiden,  ob  ein  Element  oder  Radikal 
mit  dem  Strome  oder  dem  Strome  entgegen  wandert;  im  ersteren  Falle 
befindet  es  sich  in  einem  positiven,  im  zweiten  Falle  in  einem  negativen 
Ion.  Bereits  Hittorf  zeigte  bei  seinen  grundlegenden  Messungen  der 
Oberführungszahlen,  dafs  auf  diesem  Wege  häufig  die  Frage  leicht 
entschieden  werden  kann,  ob  man  ein  typisches  oder  ein  sogenanntes 
komplexes  Salz  vor  sich  hat. 

Während  die  Leitfähigkeit  einer  Lösung  durch  die  Summe  der 
Leitfähigkeiten  aller  darin  vorhandenen  Ionen  bedingt  wird,  imd  somit, 
besonders  in  komplizierten  Fällen,  in  denen  eine  gröfsere  Anzahl  ver- 
ichiedener  Ionen  tn  der  Lösung  vorhanden  ist,  die  Deutung  der  Ver- 
suchsergebnisse nicht  ganz  einfach  wird,  liefert  die  Bestimmung  der 
plektromotorischon  Kraft  die  Menge  von  einer  ganz  bestimmten  Ionen- 

weil   die  Spannung  der  Elektroden  aufser   von   ihrer  eigenen  Be- 
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schaffenheit  in  wässerigen  Lösungen  nnr  noch  von  der  Konzentratioii 
der  loneuart  abhängt,  welche  die  betreffende  Elektrode  in  die  Lösuiig 
entsendet.  Der  Apparat,  der  für  die  Ausführung  dieser  Messungen 
erforderlich  ist,  bietet  in  seiner  Handhab img  ebenfalls,  wie  bei  der 
Messung  der  Leitfähigkeit,  keine  besonderen  Schwierigkeiten;  ein 
empfindliches  Galvanometer  oder  Elektrometer,  ein  Nonnalelement  und 
ein  Widerstaudskasteu  sind  in  den  meisten  Fiülen  zur  Ausführung 
der  Messung  vollkommen  ausreichend. 

Bestimmen  wir  also  die  elektromotorische  Kraft  eines  SilberdrafaiH 
gegen  eine  Lösung,  so  vermag  diese  Messung  uns  Aufschluis  zu  gel^H 
über  die  Menge  der  Silberionen,  die  in  der  Lösung  vorhanden  sind, 
und  zwar  liegt  es  in  der  Natur  der  Formel,  welche  die  elektromotorische 
Kraft  und  die  Konzentration  der  Silberionen  verbindet,  dafs  die  pro- 
zentische Genauigkeit  unabhängig  von  der  Menge  der  in  der  Losung 
vorhandenen  Silberionen  ist.  Man  ist  daher  in  der  Lage,  Konzentratiooeii 
von  einer  Kleinheit  noch  relativ  sicher  zu  bestimmen,  wie  sie  wohl 
auf  keinem  anderen  Wege,  z.  B.  auch  nicht  durch  die  Hilfsmittel  der 
Spektralanalyse  unter  den  günstigsten  Bedingungen,  geniesaen  weidn 
können. 

Auch  hier  muls  ich  mich  darauf  beschränken,  an  einem  Beispiele 
die  Anwendbarkeit  dieser  Methode   zu  erläutern.     Das  Wasser  ist  ui 
reinem   Zustande  ein   fast   völliger  Nichtleiter  der  Elektrizität;   es  ist 
mit  andern  Worten  nur  zu  einem  äufserst  kleinen  Bruchteile  in  seine 
Ionen,    das    Wasserstoffion    und    das   Hydroxylion,    zerfallen.     Da  von 
diesen  lonenarten  das   eine   fiir  die  Säuren,   das   andere  fiir  die  Bö«eu 
typisch  ist,  so  ist  das  Wasser  gleichzeitig  saurer  und  basischer  Natur, 
d.  h.  es  ist  gleichzeitig  eine  schwache  Säure  und  eine  schwache  BmL 
Für   zahlreiche   chemische  Reaktionen   des  Wassers   war   es   nun  von 
Wichtigkeit,    die  Stärke  der  sauren  und  der  basischen  Funktionen  d« 
Was-sers  kennen  zu  lernen,  und  es  mufsten  zu  diesem  Zwecke  die  sehr 
kleinen  Mengen   von  Wasserstoff ionen  bestimmt  werden,  die   in  eiaer 
neutralen   oder  besser  alkalischen   Lösung  vorhanden   sind.     Ostwali 
und  Arrhenius    lösten    gleichzeitig    und    unabhängig    diese    Aufp»!*^. 
indem  sie  die  elektromotorische  Kraft  einer  mit  Wasserstoff  belatieui»» 
Platinelektrode,  die  lediglich  von  der  Konzentration  der  Wasserstoffioiufli 
abhängt,    bestimmten  imd   daraus  die   gesuchte  aufserordentlich  klein» 
Konzentration  der  Wasserstoffionen  ermittelten. 

Die    bisher   besprochenen   elektrischen   Methoden    sind   gleichsiö 
Sonden^  die  der  Forseher  au  chemische  Verbindmigen   auzidegen  u»l 
mit  Hilfe   deren  er  sie  sozusagen  abzutasten  vermag.     Die  Eleki 
giebt  aber  auch  Mittel   an   die  Hand,  durch   die  man,   wie  mit  ei 


über  die  Bedeutung  elektrischer  Methoden  und  Theorien  für  die  Chemie.     175 


scharfen  Werkzeuge,  die  chemischen  Verbiadiiugen  /ersehne ideu  kaim; 
dieses  Hilfsmittel  ist  das  erste,  das  die  elektrochemische  Forschung 
erbracht  hat,  uämlich  die  Eloktrolvse.  Vermöge  der  elektrolysiereudeii 
Kraft  des  galvaüischeii  Stromes  ist  man  ja  imstande,  auch  die  featestcu 
Verbindungen  mit  Leichtigkeit  in  ihre  einfacheren  Bestandteile  auf- 
zulösen. 

Der  Mechauismuß  der  Elektrolyse  ist  überaus  einfach  und  durch- 
sichtig;  ein  Strom,  der  einen  Elektrolyten  durchfiiefst,  führt  die  positiven 
Ionen  zur  einen,  die  negativen  Ionen  zur  anderen  Elektrude,  und  zwar 
findet  diese  Wanderung  der  Ionen,  wie  schon  oben  aiLseinandergesetzt, 
unter  dem  Einßufs  des  elektrischen  Zuges  statt,  der  von  den  entgegen* 
gesetzt  geladenen  Elektroden  auf  die  Ionen  ausgeübt  wird.  Bei  hin- 
reichend starker  Ladung  der  Elektroden,  d.  h.  bei  hinreichender 
ßlektromotoriseher  Ivraft  des  elektrolysierenden  Stromes,  gelangen  die 
Ionen  an  beiden  Elektroden  zur  Abscheidung;  indem  sie  au  die  Elek- 
troden ihre  elektrische  Ladung  abgeben,  gehen  sie  in  gewöhnliche, 
d.  h.  elektrisch  neutrale  Moleküle  über,  welche  dem  elektrischen 
Knge  nicht  mehr  unterliegen  und  demgemäfs  entweichen  können. 
Der  eigentlich  primäre  Vorgang  in  der  Elektrolyse  ist  also  nichts 
ftnderes,  als  der  Übergang  elektrisch  geludentr  Ionen  in  elektrisch 
neutrale  Molekülarten,  und  die  Arbeit,  welche  der  Strom  bei  der 
Elektrolyse  zu  leisten  hat,  besteht  also  m  erster  Linie  darin,  den 
Ionen  ihre  elektrischen  Ladungen  zu  entreil'sen,  und  zwar  gleichzeitig 
den  positiven  Ionen  ihre  positive  Elektrizität  au  der  einen,  den 
feiegatiTen  Ionen  ihre  negative  Elektrizität  au  der  andern  Elektrode. 
jDiese  Arbeit  ist  nun  aber  um  so  gröfoer,  je  höher  <lie  an  den 
Elektroden  wirkende  elektromotorische  Kraft  ist,  und  da  wir  letztere 
ibei  geeigneter  Versuchsanordnung  beliebig  zu  steigern  imstande  sind, 
fc  erkennen  wir,  dals  kein  Ion  seine  Ladung  so  stark  zu  binden  ver* 
^Ülg,  dafs  wir  nicht  durch  hinreichend  starken  elektrischen  Zug  sie 
den  Ionen  zu  entziehen  imstande  wären.  Mit  Hilfe  des  Stromes  können 
i^ir  dementsprechend  die  stärksten  chemischen  Kräfte  Ql>erwäliigen. 

Während  bei  der  Elektrolyse  der  galvanische  Strom  cbemiwslM 
I  Verwandtschaften  löst,  wird  bei  dem  umgekehrten  Phänomen,  <ier 
tgalTanischen  Stromerzeugung,  chemische  Energie  ia  elektriflchfi  am- 
Besetzt.  Auch  der  MechuiuimaB  dieser  Vorgänge  '\»i  mit  Hilie  dm* 
^onentheorie  und  der  Theorie  dee  osmotischen  Dmeke»  in  neuerer  Zeii, 
P^e  ich  glaube,  klargestellt  worden.  Die  AufUimtng  dei  Zinks  z.  B.  in 
^taem  galvaniaeben  Elemente  ist  im  Prinzip  ähnlich  d«r  Aofldfoog 
■'g^nd  einer  beliebigen  äobilutt  in  einem  Ldtonginitttel;  da«  Eigen- 

che,  was  bei  der  AnflSsong  des  Zinks  uoeh  hinzukommt,  fjert^i 
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lediglich  darin,  dafe  hier^  wie  bei  den  Metallen  überhaupt,  nicht  elek- 
trisch neutrale  Moleküle  in  Losung  gehen,  sondern  dafs  es  sich  «dabei 
um  Ionen  handelt.  Dadurch  aber  ist  notwendig  mit  der  Auflösung 
des  Zinks  eine  elektinsche  Verschiebung  verbunden,  die  unter  geeignoton 
Versuchsbedingungen  als  geschlossener  galvanischer  Strom  in*  E^ 
scheinung  tritt. 

Aber  auch  wenn  man  ohne  besondere  Vorkehinmg  Zink  oder  ein 
Metall  in  Säuren  löst,  ist  damit  ein  elektrischer  Vorgang  untrennbar 
verbunden;  von  dem  Zink  werden  Zinkionen  in  die  Säure  entsandt, 
während  gleichzeitig  die  chemisch  und  somit  auch  elektrisch  äquivalente 
Menge  von  Wasserstoffionen  umgekehrt  aus  der  Lösung  zum  Zink 
übertritt,  um  nach  Abgab©  der  Ladung  als  elektrisch  neutraler  Wasser- 
stoff zu  entweichen.  Genau  so,  wie  für  die  Elektrolyse  die  Spannoug»- 
differeuz  an  den  Elektroden  maisgebend  ist,  wird  auch  dieser  chemiscLe 
Prozelfl,  wie  in  zahlreichen  neueren  Arbeiten  gezeigt  wurde,  »uä- 
schHelslieh  durch  die  elektrische  Potentialdiflerenz  zvnschen  Metall  and 
Losung  bestimmt. 

Der  primäre  Vorgang  bei  der  Auflösung  eines  Metalls  ontar  j 
Wasserstoffentwicklimg  besteht  also  in  der  Abgabe  der  positiven  Ladung 
des  Wasaerstüffions  an  das  betreffende  Metall.  Leiten  wir  etwa  Chlor 
in  die  Lösung  eines  Jodids,  so  wird  gewöhnliches  Jod  in  Freiheit 
gesetzt  und  das  Chlorion  tritt  an  die  Stelle  des  Jodions;  auch  hier 
besteht  der  chemische  Prozefs  also  wesentlich  in  einer  Dislokation 
einer  elektrischen  Ladung,  und  zwar  handelt  es  sich  bei  diesem  Beispiele 
um  eine  negative  Ladung.  Nach  aufsen  verrät  sich,  wie  es  in  der 
Natur  dieser  Erscheinung  liegt,  die  elektrische  Natur  dieser  Prowa» 
nicht  weiter;  elektrostatische  Ladungen  oder  galvanische  Ströme  tretüB 
dabei  nicht  auf  Wohl  aber  läist  sich  die  Richtung,  in  der  soldü 
chemischen  Umsetzungen  stattfinden  müssen,  aus  den  lonenpotentiala 
ableiten. 

Schon  daraus,  dafs  das  Phänomen  der  Elektrolyse  in  der  Spaltoflg 
selbst  der  festesten  chemischen  Verbindungen  besteht,  wird  e«  klar,  daft 
bei  chemischen  Verbindungen  elektrische  Kräfte  eine  wichtige  Roll* 
spielen;  im  einzelnen  haben  wir  überdies  soeben  gesehen,  dafs  bei 
manchen  chemischen  Prozessen  der  primäre  Vorgang  in  einer  Dfr 
loktttion  elektrischer  Ladungen  besteht.  Damit  tritt  denn  zugleich  die 
Frage  an  uns  heran,  ob  nicht  etwa  die  chemischein  Kräfte  überhaupt 
elektrischer  Natur  sind. 

Ehe  wir  darüber  Betrachtungen  anstellen,  inwieweit  die  Forscboni: 
in  das  äu/serst  hypothetische  Gebiet  der  Natur  der  chemischen  Affinität 
zur  Zeit  vorgedrungen  ist,  möchte  ich  kurz  noch  darauf  eingehen,  *>' 
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die  chemische  Afänität  gemessen  werden  kann.  Wenn  zwei  Substanzen 
bei  ihrer  Berührung  in  ruache  chemische  Wechselwirkung  zu  treten 
Termögen,  so  sagt  man  in  der  Regel,  dafs  sie  eine  grofse  chemische 
Af&nitat  besitzen;  dies  ist  einwandsfrei,  aber  keineswegs  die  Umkehrung 
dieses  Satzes,  dafa  nämlich  Substanzen,  die  sich  auch  bei  innigster 
Berührung  gegen  einander  indifferent  verhalten,  keine  Attinität  besitzen. 
Der  Verlauf  eines  cheuii  sehen  Prozesses  ist  zwar  proportional  der 
wirkenden  chemischen  Kraft,  aber  er  hängt  auTserdem  auch  noch  von 
der  Grofse  der  Widerstände  ab,  die  im  betreffenden  Fall  zu  über- 
winden sind.  Auch  bei  sehr  grofser  chemischer  Affinität  kann  die 
Reaktionsgeschwindigkeit  verschwindend  klein  sein,  wofür  ein  Gemenge 
von  Wasserstoff  und  Sauerstoff  ein  Beispiel  bildet;  trotz  der  grofsen 
Afßuitat  dieser  Elemente  bleiben  sie  bei  gewöhnlicher  Temperatur  so 
gut  wie  vollkommen  passiv,  weü  der  zu  überwindende  chemische 
Widerstand  sehr  grofs  ist.  Genau  wie  die  Intensität  eines  galvanischen 
Stromes  der  wirkenden  elektromotorischen  Kraft  direkt  und  dem  ent- 
gegenstehenden elektrischen  Widerstände  indirekt  proportional  ist,  so 
gilt  für  die  rein  chemischen  Prozesse  ein  analoges  Gesetz:  die  Reaktions- 
geschwindigkeit ist  der  chemiscben  Kraft  oder  der  chemischen  Affinität 
direkt  und  dem  chemischen  Widerstände  indirekt  proportional.  In 
einem  galvanischen  Elemente  werden  beide  Gesetze,  das  Oh  rasche 
Grundgesetz  der  elektrischen  Ströme  und  das  chemische  Grundgesetz 
des  Reaktionsverlaufs,  identisch,  weil  hier  galvanischer  und  che- 
mischer Widerstand  zusammenfallen,  die  Reaktionsgeschwindigkeit  nach 
Faradays  Gesetz  der  Stromintensität  gleich  wird  und  die  Kraft  der 
chemischen  Affinität  des  stroraliefemdeu  Prozesses  in  dem  betrachteten 
galvanischen  Elemente  einfach  seine  elektromotorische  Kraft  ist.  Ebenso 
aber  wie  das  Ohm  sehe  Gesetz  auch  auf  elektrische  Ketten  Anwendimg 
findet,  in  denen  keinerlei  chemische  Prozesse  eich  abspielen,  wie  bei 
den  Dynamomaschinen  oder  den  Thermosäulen,  so  gilt  das  analoge 
I  chemische  Grundgesetz  auch  bei  Reaktionen,  in  denen,  wie  z.  B.  bei 
^■^erbrennungser scheinungen,  das  Auftreten  galvanischer  Ströme  nicht 
^fcachgewiesen  und,  weim  es  sich  lediglich  um  die  Einwirkung  zwischen 
^fclektriscben  Isolatoren  bandelt,  geradezu  ausgeschlossen  ist.  Immerhin 
^BlreiBt  die  grofse  Ähnlichkeit  der  beiden  besprochenen  Gesetze  bereits 
^auf  eine  Beziehung  zwischen  chemischem  Prozefs  und  galvanischem 
^— ätrome  oder  besser  galvanischer  Entladung  hin. 

^H  Aus  den  vorstehenden  Überlegungen  ersehen  wir  bereits,  dafs  die 
^Ppwtimmung  der  elektromotorischen  Kraft  eines  galvanischen  Elementes 
^^Sni  gleichzeitig  die  Grofse  der  Affinität  des  betreffenden  stromliefernden 
chemischen  Prozesses  liefert.     Mau  kann  letztere  Grofse  aber  auch  auf 


JLfohlT  dar  Matbamatik  uud  Pliyslk.     iJl   Hcibi<.    II 


1:2 


1T8 


W.TSwBmr: 


zahlreiclieQ  anderen  Wegen  ermitteln;  wie  nebenbei  bemerkt  sei,  liefert 
jede  Methode,  die  zur  Keimtnis  der  maximalen  Arbeitsleistung  einer 
cliemisclien  Umsetzung  oder,  wie  man  eö  auch  ausdrückt,  zur  Be- 
stimmung der  damit  verbundenen  Änderung  der  freien  Euei^e  führt, 
gleiclizoitig  die  chemische  Affinität  der  betreffenden  stofflichen  Um- 
setzung. Uie  Messung  der  elektromotorischen  Ki'aft  ist  aber  die  viel* 
seitigste  und  genaueste  Methode,  und  wir  sehen  also,  wie  auch  hier 
wieder,  wo  es  sich  um  die  Messung  einer  der  wichtigsten  chemischen 
Grölsen  handelt,  eine  rein  elektrische  Methode  au  der  Spitze  steht. 

Historisch   wäre   über  die  Frage   nach   der  Natur  der   chemischen 
Verwandtächaft  etwa  folgendes  zu  bemerken.     Bei  der  Beschäftigung 
mit    der    anorganischen    Chemie    zeigte    sich    in   der  Zusammensetzung 
zahlreicher   chemischer   Verbindungen  ein    deutlicher    Dualismus;   man 
konnte    die   Elemente    imd    liadikale    in   zwei    Kategorien    teilen,   die 
positiven  imd  die  negativen,  und  man  fand,  dals  die  positiven,  wie  die 
negativen  Itadikale  je  untereinander  meistens  relativ  schwierig  reagieren, 
dals  aber  ein  stark  positives  mit  einem  stark  negativen  Radikale  sich 
stets  glatt  zu  einer  wohl  charakterisierten  chemischen  Verbindung  ver- 
einigt.    Die  Erkenntnis  dieser  Thatsache  ist  der   bleibende  Inhalt  der 
elektrochemischen  Theorie  von  ßerzelius;  dais  der  grolle  Begründer 
der  analytischen  Chemie  dies  Verhalten  der  Elemente  dadurch  zu  er- 
klären suchte,  dafs  er  die  eine  Kategorie  als  in  freiem  Zustande  positiv, 
die    andere  als  negativ   geladen  ansah,    eine  Annahme,    die   gegen  die 
Elemente  der  Elektrizitätsiehre  verstöfat,  ist  im  Grunde  eine  unweeent- 
liehe  Zugabe  zu  seiner  Theorie.    Thatsächlich  war  es  Berzelius  »ach 
wohl  mehr  darum  zu  thun,  den  von  ihm  so  oft  beobachteten  DualismoB 
in   den  chemischen  V'erbindungen   durch   die  Analogie   mit  den  beiden 
Elektrizitäten    anschaulich    zu    machen,    als   eine    streng  physikalistcbe 
Erklärung  der  Wirksamkeit  chemischer  Kräfte  zu  liefern. 

Nun     entdeckte     die     aufblühende     organische    Chemie     zahUo»© 
chemische    Verbindungen,    bei    denen    die    einseitig    dualistische   Auf' 
faasungsweise    vollkommen    versagte,    und    so   entstand    die,   wie  mw» 
sich   kurz  ausdrückt,   unitarische  Theorie  der  Konstitution  organische«' 
Verbindungen,  d.  h.   eine  Valeuztheorie,  die   sich  um  jenen  Dualismus 
nicht  kümmert. 

Gegenwärtig  kann  man  wohl  sagen,  dafs  eine  rein  ^initarische  Aüf- 

fasaungsweise  der  chemischen  Verbindungen  ebenso  einseitig  wäre,  wie 

die  rein  dualistische  Auffasaungsweise  von  Berzelius;  wir  müssen  eben 

aimehmen,  dafs  bei  der  Bildung  chemischer  Verbindungen  sowohl  ein* 

heitlich   wirkende   Kräfte  zur  Geltung  kommen,  wie  es  z.  B.  die  too 

Masse  zu   Masse   wirkenden  Newtouschen  Attraktionskräfte  sind,  al> 
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,  ist  das  Faradayache  elektrolytische  Gnmdgeseiz,  wonach 
die  gleiche  Stronimenge  aus  den  verschiedensten  Elektrolyten  immer 
chemisch  äquivalente  Mengen  in  Freiheit  setzt.  Da  nach  allem,  was 
wir  darüber  wissen,  das  erwähnte  Oesetz  mit  gröfster  Exaktheit  zutriflft, 
so  kann  die  Thatsache,  dafs  die  verschiedenartigsten  einwertigen  Ionen 
die  gleiche  Elektrizitätsmenge  binden^  als  sicher  verbürgt  gelten. 

Was  die  mehrwertigen  Ionen  anlangt,  so  findet  man,  dafs  die 
zweiwertigen  Elemente  oder  Radikale  genau  doppelt  soviel,  die  drei- 
wertigen genau  dreimal  soviel  Elektrizität  binden,  als  die  em- 
wertigen  u.  s.  w. 

Diese  höchst  merkwürdigen  Thatsachen  lassen  sich  nun  ungemein 
einfach  und  anschaulich  deuten,  wie  schon  Helmholtz  in  seiner 
Faraday-Rede  (1881)  angedeutet  hat.  Wenn  wir  an  der  stofflichen 
Natur  der  Elektrizität  festhalten,  wozu  man,  wie  Helmholtz  ebenda 
betonte,  vollkommen  berechtigt  ist,  —  und  ich  glaube  nicht,  da(s  sich 
seitdem  hieran  etwas  geändert  hat  — ,  so  sind  die  Ionen  eine  Art  von 
chemischer  Verbindung  zwischen  Elementen  und  Radikalen  einerseits 
und  der  Elektrizität  andererseits.  Wenn  nun  femer,  wie  wir  schon 
sahen,  die  verschiedensten  Elemente  oder  Radikale  immer  sich  nur  mit 
einer  ganz  bestimmten  Quantität  freier  Elektrizität  oder  einem  Multiplum 
davon  verbinden,  so  kann  man  das  am  einfachsten  durch  den  Setx 
ausdrücken:  für  die  Verbindungen  zwichen  gewöhnlicher  Materie  imd  der 
Elektrizität  gilt  genau  das  gleiche  chemische  Grundgesetz,  wie  für  die 
Verbindungen  der  gewöhnlichen  chemischen  Substan2;en  iintereinandefj 
nämlich  das  Gesetz  der  konstanten  und  multiplen  Proportionen. 

Erinnern  wir  uns,  dal's  vor  etwa  einem  Jahrhundert  die  Ent- 
deckung jenes  chemischen  Grundgesetzes  Änlafe  zur  Einführung  der 
Atomistik  in  die  exakte  Naturwissenschaft  gab,  und  dal»  bis  auf  da 
heutigen  Tag  dieses  Gesetz  die  sicherste  experimentelle  Unterlage  jedw 
molekulartheoretischen  Betrachtung  geblieben  ist.  Ohne  die  atomistischf 
Naturauffassung  ständen  wir  diesem  fundamentalen  Naturgesetze  völlig 
ratlos  gegenüber,  während  es  uns  vom  Standpunkte  der  Atomistik  w» 
geradezu  selbstverständlich  erscheint. 

Genau  so  liegt  die  Sache  offenbar,  wenn  es  sich  um  die  Auffaftung 
des  obigen  elektrochemischen  Grundgesetzes  handelt;  denken  wir  um 
die  elektrischen  Flui  da  als  kontinuierlich,  so  bleibt  es  völlig  unerklärlicli, 
warum  die  verschiedensten  Elemente  ond  Radikale  immer  gerade  eine 
ganz  bestimmte  Elektrizitätsmenge  bilden  oder  gerade  ein  MultiploB' 
davon.  Sofort  aber  wird  es  zur  notwendigen  Konsequenz,  wenn  wir 
die  Elektrizität  als  in  einzelne  Atome  von  unveränderlicher  Grofae  wii 
geteilt  denken. 
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Hierdurch  gelangen  wir  also  sozusagen  zu  einer  cheinisclien  Theorie 
der  Elektrizität,  die  wir  zum  Schhifs  noch  kurz  betrachten  wollen. 
Aufser  den  bekannten  chemischen  Elementen  hätten  wir  zwei  neue 
anzunehmen,  gebildet  von  den  poBitivon  und  negativen  Elektronen,  wie 
man  diese  elektrischen  Atome  bezeichnet;  diese  Elemente  sind  chemisch 
einwertig,  d.  h.  die  Valenz  eines  Elementes  kann  durch  ein,  die  eines 
zweiwertigen  Elementes  durch  zwei  Elektronen  gesättigt  werden 
u.  8.  w.  Das  Atomgewicht  dieser  Elektronen  kann  für  die  Zwecke 
der  Chemie  als  verschwindend  klein  angesehen  werden.  Forschungen 
auf  ganz  anderen  Gebieten,  die  in  erster  Linie  das  Studiimi  der 
Eathodenstrahlen  betrafen,  imd  worüber  Herr  Dr.  Kaufmann,  ein  sehr 
erfolgreicher  Bearbeiter  dieses  Gebietes,  am  letzten  Mittwoch  von  dieser 
St-elle  aus  berichtet  hat,  haben  es  übrigens  wahrscheinlich  gemacht, 
dafs  das  Atomgewicht  der  negativen  Elektronen  etwa  y^^^  des  Atom- 
gewichts des  Wasserstoffs  ist.  Freilich  ist  die  Frage  noch  offen,  ob 
es  sich  hier  um  eine  wirkliche  Masse  im  gewöhnlichen  Sinne  handelt. 
Jedenfalls  aber  ist  diese  Gröfse  in  der  That  bei  chemischen  Arbeiten 
verschwindend,  insofern  als  etwaige  durch  die  negativen  Elektronen 
bedingte  Gewichtsveränderungen  innerhalb  der  unvermeidlichen  Fehler 
auch  der  genauesten  bisherigen  chemischen  Analysen  liegen.  Ob  die 
positiven  Elektronen,  wie  nicht  unwahrscheinlich,  das  gleiche  Atom- 
gewicht haben,  wissen  wir  nicht,  weil  man  in  diesen  die  den  Kathoden- 
strahlen entsprechende  Erscheinung  noch  nicht  aufgefunden  hat.  Die 
Eigentümlickkeiten ,  welche  diesen  beiden  Elementen  zwischen  allen 
anderen  eine  ganz  entschiedene  Äusnahmestelle  verleihen,  sind  die  von 
ihnen  ausgehenden  eigenartigen  KrafVwirkungen,  die  von  der  Newton - 
sehen  Attraktion  der  gewöhnlichen  Elemente  und  Verbindungen  so 
vollkommen  verschieden  sind.  Die  Behandlung  dieser  Kräfte  bildet 
eben  dem  physikalischen  Teil  der  Elektrizitätslehre,  die  seit  Coulomb 
and  Ampere  mit  der  Erforschung  der  Gesetze  jener  Kräfte  sich 
beschäftigt  hat.  Dasjenige,  was  für  die  Chemie  in  Betracht  kommt^ 
nämlich  die  elektrolytische  Leitung,  die  elektroly tische  Zersetzung  und 
die  galvanische  Stromerzeugung  habe  ich  in  dem  ersten  Teile  meines 
Vortrages  besprochen,  und  wir  haben  dabei  konstatiert^  dafs  sich  diese 
Erscheinungen  in  der  That  aus  den  elektrischen  Grundgesetzen  heraus 
anschaulich  deuten  lassen. 

Wenn  man  fragt,  warum  denn  diese  beiden  Elemente  von  polu* 
entgegengesetztem  Charakter  eine  solche  Ausnahmestellung  im  Ver- 
gleich zu  allen  übrigen  einnehmen,  so  ksuin  man  diese  Frage  allerdings 
mit  gleichem  Recht  aufwerfen,  aber  ebensowenig  beantworten,  wie  die: 
warum  ist  das  Chlor  gerade  das  Chlor,  warum  hat  das  Natrium  gerade 
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die  EigenBchftften  des  Natriums  u.  s.  w.    Die  Eigenscliafteii  der  Elemeote 
können    wir    zur   Zeit   eben   nicht   ableiten,    wir   müssen    sie  pinfaci 
nehmen,  wie  sie  sind.  —  Übrigens  erinnert  das  gegenseitige  Verhältni 
der  positiven  und  negativen  Elektronen  ein  wenig,   aber  aucb  nur  eä 
wenig,  an  das  Verhältnis  zwischen  zwei  optischen  Isomeren. 

Die  Ionen  sind,  wie  schon  bemerkt,  als  chemische  Verbindi 
zwischen  gewöhnlichen  Atomen  und  Radikalen  und  den  Eleki 
aufzulassen ,  imd  zwar  sind  es  gesättigte  chemische  Verbind 
Wenn  wti*  nümlich  etwa  im  Chlornatrium  das  Natriumatom  durch  «B 
negatives  Elektron  substituieren,  so  bekommen  wir  das  negatire  ).' 
Chlorion;  wenn  wir  das  Chloratom  durch,  das  positiv  geladene  Elektrtiö  ^ 
ersetzen,  so  bekommen  wir  das  positive  Natriumion.  Man  sieht  akoj 
dafs  die  Ionen  sieh  vollständig  in  das  Schema  der  Substitutionstheone 
einordnen,  sobald  wir  die  atomistische  Auffassung  der  Elektrizität  xu 
Hilfe  nehmen.  Gleichzeitig  wird  auch  der  gewaltige  ünterschi«! 
zwischen  freiem  Chlor  imd  dem  Chlorion,  zwischen  freiem  Natrium 
und  dem  Natriumion  offenbar;  denn  genau  so,  wie  das  pbysikaliBche 
Verhalten  des  freien  Chlors  und  des  freien  Natriums  ganz  anders  ist 
als  wenn  diese  Elemente  in  einer  ehemischen  Verbindung,  wie  etw« 
Chlornatrium,  vorhanden  sind,  so  wird  ihr  Verhalten  durchgreifend 
durch  die  Verbindung  mit  den  elektrischen  Elementaratomen,  d.  h.  durch 
den  Übergang  in  den  lonenzustand,  geändert. 

Dafs  sich  übrigens  die  Ionen  in  der  That  wie  gesättigte  Vor 
bindungen  verhalten,  geht  unter  anderem  auch  aus  folgender  Thatsache 
hervor.  Aufser  den  chemischen  Verbindungen,  die  sich  dem  Sehern» 
der  Valenztheorie  unterordnen,  giebt  es  auch  sogenannte  Molekäl- 
verbindungen;  um  hierfür  ein  Beispiel  zu  nennen,  so  vermag  das 
Platinchlorid  sechs  Ammouiakmoleküle  zu  addieren.  Es  ist  nun  s^ 
bemerkenswert,  dafs  die  Ammoniakmoleklile  durch  Ionen  ersetzbar  aiwl 
wie  die  Forschungen  von  Werner  gezeigt  haben,  und  dafs  also  anch 
die  Ionen  in  der  Art  und  Weise,  Molekülverbindungen  zu  bilden,  fiich 
vollkommen  den  gewöhnlichen  gesättigten  Verbindungen  an  die  Seit« 
steUen. 

Es  liegt  nun  die  Frage  nahe,  ob  sich  die  Substitution  im  Chlo^ 
natrium  nicht  noch  einen  Schritt  weiter  führen,  d.  h.  ob  sich  nitht 
gleichzeitig  das  Natriumatom  und  das  Chloratom  durch  ein  negatiTtt 
imd  ein  positives  Elektron  substituieren  läfst;  das  Resultat  diewr 
Substitution  wäre  also  eine  Verbindung  aus  einem  positiven  und  cinsm 
negativen  Elektron.  Wir  hätten  so  ein  elektrisch  maaseloses,  neutnls 
oder  wenigstens  so  gut  wie  masseloses  Molekül.  Über  diese  Ver* 
bindung   und    über   die   Rolle,   die   sie   vielleicht   in   chemischen  oud 
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'mischen  Prozessen  spielt,  wissen  wir  noch  nichts  Bestimmtes. 
:^.;»  ;i    liese    Verbindimjren    wirklich    existieren,    und    sollte    es    uns 
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n-ar,  dafs  im  Vorhalten  des  Lichtüthers,  jenes  his  heute  noch 
^lothetischen  Agens,  diese  Molekülgattung;  eine  Rolle  spielt. 
•  Grund  dieser  Anschauung  können  wir  uns  nun  hald  ein 
>d  üher  das  Verhältnia  von  dualistischer  zu  unitarischer  An- 
;  weise  verschaffen.  Die  verschiedenen  Elemente  (bez.  Radikale) 
i  den  positiven  und  negativen  Elektronen  verschiedene  chemische 
^^  diejenigen  Elemente,    die  zum   positiven   Elektron  eine   aus- 

^"  le    Verwandtschaft    zeigen,    bilden    die    positive   Gruppe    von 

Elementen;    entsprechend    besitzen    die    negativen   Elemente    eine    Ver- 
wandtschaft   zum    negativen    Elektron.      Aufserdem    besitzen   die    ver- 
schiedenen Elemente   untereinander  eine  chemische  Affinität,   die  nicht 
€laren  Chiiraktera  ist.     Dementsprechend  können,  ohne  dafs  die  Eiek- 
nen    eine    Roüe    spielen,    zwei    Atome   eines   Elementes   eine    feste 
»mische   Verbindung  eingehen;    ich   erinnere   nur   an   die   Festigkeit, 
mit   der  sich   zwei  Wasserstoffatome   oder  zwei   Stickstoffatome  unter- 
einander zu  einem  Molekül   vereinigen.     Dasselbe  gilt  von  vielen  Ver- 
bindungen der  Metalloide  untereinander,  wie  Chlorjod,  Schwefelphosphor 
u.  8.  w.     Ebenso    vermögen    die   Metalle  untereinander  zahlreiche  Ver- 
bindungen   einzugehen,    bei    denen    wir    ebenfalls    gar   keinen    Anlafs 
haben,  auf  eine  Beteiligung  von  Elektronen  zu  scbliefsen.    Der  Kohlen- 
stoff   insbesondere,    der    einen   Übergang    zwischen    den    ausgesprochen 
positiven   und   den   ausgesprochen  negativen  Elementen  bildet,  vermag 
mit  beiden  Kategorien  von  Elementen  zu  reagieren,  und  da  auch  hier 
die  Elektronen  aus  dem  Spiele  zu  bleiben  scheinen,  so  wird  die  Möghch- 
keit  einer  rein   unitarischen  Auffassungsweise   bei   den   KohlenstoffVer- 
bindungen  verständlich, 
^p      Sobald   aber  ein   positives  und  ein  negatives  Element  miteinander 
^Äagieren,  tritt  die  Fähigkeit  der  lonenspaltung  auf,  d.  h.  mit  diesem 
Hneniischen  Prozesse   ist  eine  Addition  oder  Aufspaltung  eines   masse- 
iosen    elektrisch    neutralen  Moleküls    verbimden;    es    scheint   mir  sehr 
bemerkenswert,    dafs  diese  Vorgänge   mit  einer  viel  durchgreifenderen 
jgVerändenmg  des  gesamten  Verhaltens  verbunden  sind,    als  diejenigen, 
j^iei  denen  eine  Mitwirkung  der  Elektronen  nicht  stattzufinden  scheint^ 
denn    während    die    Verbindungen    der  Metalle   untereinander    deutlich 
metallischen    Charakter    bewahren    und    die    Verbindimgen    zwischen 
Metalloiden    ebenfalls    deutlich    an    das    Verhalten    ihrer    Bestandteile 


184     W.  Nehmst:  Über  d.  Bedeatuug  elektr.  Methoden  u.  Theorien  f.  d.  Chemie 

erinnern»  entstellt  offenbar  etwas  ganz  Neues  und  Eigenartige«,  wenn 

ein  Metall  mit  einem  Metalloide  reagiert.  Eine  Substanz  wie  CWor- 
natriuni,  weist  gegen  ibre  Komponenten  tlie  denkbar  grofsten  Ver- 
Bcbiedenheiten  auf,  wie  auch  bei  der  Bildung  solcher  Verbindungen 
offcnbiu'  ganz  besonders  mficbtige  chemiscbe  Kräfte  mitwirken. 

Natiirlicb  scheint  es  nicht  unmöglich,  dafs  auch  bei  den  nicht 
polaren  Wechselwirkungen  elektrische  Kräfte  im  Hintergründe  sieb 
befinden,  wie  man  ja  auch  jetzt  schon  vielfach  hofft,  die  Newtonsche 
Attraktion  ähnlich  wie  es  mit  der  Optik  gelang,  auf  elektrische 
Phänomene  zurüekfiihren  zu  können.  Das  ist  aber  doch  lediglich  Sache 
der  Zukunft;  zur  Zeit  wird  man  gut  daran  tbun,  die  Kräfte  polarer 
Natui"  sorgfältig  von  den  unitariscben  zu  trennen. 

Das  hier  dargelegte  Schema  läfst  die  Möglichkeit  vorhersehen, 
dafs  ein  Element  oder  Radikal  mit  einem  positiven  oder  negativen 
Elektron  zu  reagieren  vermag,  ohne  dafs  gleichzeitig  ein  anderes 
Element  von  entgegengesetzt  polarem  Charakter  sich  des  fnv 
gewordenen  Elektrons  bemächtigt.  Wenn  dies  geschähe,  so  würde 
das  freie  Elektron  in  Analogie  zu  den  gewöhnlichen  chemischen  Pro- 
zessen mit  einem  bestimmten  Dissoziationsdruek  in  Freiheit  gesetzt 
werden,  der  sich  in  der  lebendigen  Kraft  des  fortgescbleuderteu  freiea 
Elektrons  äufsem  würde.  Vielleicht  verdanken  die  Becquerelstrahleo 
einem  solchen  chemischen  Prozesse  ihre  Entstehung;  da  man  auch  hier 
bisher  nur  das  Auftreten  freier  negativur  Elektronen  bc*obachtet  hat^ 
so  gewinnt  es  überhaupt  den  ÄJischein,  als  ob  die  positiven  Elektronen 
viel  schwieriger  zu  isolieren,  d.  h.  viel  fester  von  den  Elementen 
metallischer  Natur  gebunden  seien,  als  die  negativen  Elektronen  tod 
den  Metalloiden. 
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Adolf    Kneser,    Lehrbucli    der    VariationBreohnung.      Braanschweig, 

Friedrich  Vieweg  und  Sohn.      1900.     XVI  u.  312  8.    8*. 

Die  Variationsrechnung  hat  eine  eigenartige  Geschichte.  Unternimmt 
man  es,  das  Interesse  der  Mathematiker  für  diese  Disciplin  festzustellen»  indem 
man  die  darauf  bezüglichen  Abhandlungen  und  Werke  Jahr  für  Jahr  ab- 
sahltf  80  ergehen  sieh  auiffalleade  Verschiedenheiten.  Drei  scharf  hervor- 
tretende Maxima  fallen  Kunächst  auf,  die  etwa  zu  den  Jahren  1700,  1740, 
1765  gehören;  ihnen  entsprechen  die  Namen  Jac.  und  Job.  BernouUi, 
Euler,  Lagrange  und  die  Stufen  der  Entwicklung  von  der  Stellung  und 
Lösnng  besonderer  Aufgaben  bis  zur  Auffindung  allgemeiner  Methoden  und 
der  Schaffung  eines  besonderen  Algorithmus.  Der  ersten  Blütezeit  folgt 
im  Abstände  von  etwa  70  Jahren  eine  zweite:  mit  Anfang  der  dreifsiger 
Jahre  des  neunzehnten  Jahrhunderts  beginnt  die  Häufigkeitskurve  wieder 
zu  steigen  imd  bleibt  von  1835  bis  1855  auf  einer  erheblichen  Höhe. 
Einmal  erfahrt  die  Aufgabe  der  Variationsrechnung  Erweiterungen,  teils 
von  geometrischer  Seite  durch  Steiners  noch  lange  nicht  genug  gewürdigte 
Arbeiten,  teils  von  analytischer,  indem  nach  dem  Vorgange  von  Gaafs 
doppelte  und  mehrfache  Integrale  in  den  Kreis  der  Betrachtung  gezogen 
wurden.  Dann  aber  wird  die  durch  Ansätze  von  Legendre  (1786)  und 
Lagrange  (1801)  begonnene  Kritik  der  Variationsrechnung  durch  Jacob  i 
fortgesetzt,  dessen  Untersuchungen  über  die  zweite  Variation  bis  in  die 
neueste  Zeit  hinein  ihre  Fruchtbarkeit  bewiesen  haben. 

Etwa  seit  1875  beginnt  ein  neues  Steigen  der  Kurve,  und  in  dem 
Gebiete  dieses  Maximums  befijiden  wir  uns  noch  gegenwärtig.  Die  Weier- 
strafssche  Schule  hat  hier  einen  hervorragenden  Anteil;  es  handelt  sich 
darum,  die  Theorie  von  Grund  aus  neu  aufzubauen,  sodafs  den  Forderungen 
der  „Weierstrafsschen  Strenge"  genügt  wird.  Was  Weierstrafs  selbst 
betrifft,  so  sind  wir  auf  die  Abhandlungen  einiger  seiner  Schüler  an- 
gewiesen, die,  wie  HeiT  Kneser  sich  ausdrückt,  „zwar  in  erster  Linie  den 
eigenen  Untersuchungen  der  Verfasser  gewidmet  sind,  aber  auch  in  modi- 
fizierier  und  verallgemeinerter  Weise  alle  wesentlichen,  auf  unsem  Gegen- 
stand bezüglichen  Ideen  von  Weierstrafs  enthalten". 

Da  Herr  Kneser  für  die  Eneyklopädie  der  mathematischen  Wissen- 
schaften einen  Bericht  über  die  Variationsrechnung  liefern  wird*),  will  er  in 
seinem  Lehrbuche  unter  Verzicht  auf  eingehende  historische  Angaben  und  die 


l)  Der  Bericht  i«t  bereit»  gedrückt,  nur  noch  nicht  ausgegeben. 


Die  Hed. 
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Erörterung  von  PrioritJitsiTageD  einen  Abrifs  dieser  Disziplin  geben,  so  wie 
er  auf  dem  gegenwärtigen  Standpunkt  der  Entwicklung  gegeben  werden 
kann.  Eine  solche  nach  einheitlichem  Plane  erfolgende,  auf  einheitlichen 
Grundsätzen  henihcnde  Dai-stcllung  zu  liefeni,  war  keine  leichte  Aufgabe; 
denn  wenn  auch  die  Art  der  Durchführung  und  die  Zielpunkte  der  Unter* 
STichung  von  vornherein  feststanden,  so  galt  es  doch,  sich  durch  ein  Ge* 
strtipp  doraen voller  Untersuchungen  den  Weg  zu  bahnen,  und  der  eij 
Thätigkeit  des  Verfassers  blieb  vieles  überlassen.  Deshalb  ist,  was  er 
leistet  hat,  weit  mehr  als  ein  Lehrbuch  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Worte?, 
es  ist,  wie  die  folgende  Übersicht  über  den  Inhalt  des  Werkes  zeigen  wird, 
zugleich  ein  Beitrag  zur  Fortbildung  der  Variationsrechnung,  der  von 
bleibendem  Wert  sein  wird;  einen  Beweis  hierfür  bildet  die  Thatsache,  dafs 
bereits,  dadurch  angeregt,  andere  Autoren  weitergehende  Untersuchungen 
angestellt  haben, ^) 

Nachdem  in  dem  ersten  Abschnitt  (S.  1 — 19)  Begriff  und  GruMdreifdM 
der  Varüitionftrechnmig  behandelt  worden  sind,  werden  in  dem  zweiten 
(S.  20 — 42)   notivendhje   Beditvjmtgm    dafür    aufgestellt,    daljs    ein   Integral 


n  Ge- 


b 

J=Jf{x,y.9')dx 


(•-H) 


ein  Extremum  ist.  Herr  Kneser  bedient  sich  dabei  einiger  neuer  tennini 
technici,  die  sich  in  einer  vom  Ref.  an  der  Universität  Kiel  gehaltenen,  mit 
Übungen  verbundenen  Vorlesung  sehr  gut  bewilhrt.  haben  und  allgemeiap 
EinMhrung  verdienen.     Die  Kurven,  die  der  Differentialgleichung 

dx\d}f'l       dy 

genügen,  bezeichnet  er  als  die  zu  dem  Integrale  J  gehörenden  Esirmck^ 
(S.  24).  Soll  femer  /  unter  der  Bedingung  ein  Extremum  sein,  dafs  dw 
Endpunkt  der  Eitremale  auf  einer  gegebenen  Kurve  Hegt,  so  sagt  er,  d»li 
die  Extremale  zu  der  Kurve  fransversal  Hege  (S.  32). 

In  dem  dritten,  umfangreichsten  Abschnitt  fS.  43 — 116),  der  den 
Mittelpunkt  des  Buches  bildet,  werden  hinrcichrndr  Bedit}ffun{trn  drf  Ei- 
tremum'^  von  /  entwickelt.  Auch  hier  finden  sich  glücklich  gewählte  Aus- 
drücke, so  die  folgenden  Bezeichnungen,  deren  Bedeutung  leicht  ersichtlich 
ist:  Feld  eines  Bogens  (S.  44),  wdiere  und  engere  Nachbarschaft,  stario 
und  schwaches  Extremum  (S.  54),  ordentliches  und  anfserordentliciies  \'tt- 
schwinden  des  Weierstrafsscben  Ausdruckes  ^  fS.  78),  extremäler  BrfW- 
ptmJd,  extrmial  Hnjugiirte  PtifiJdc  (S.  89),  Normalvariatkm  (S.  Ol).  Tn* 
zweofcmäfsig  erscheint  es  dagegen,  dafs  von  einer  „Legendreschen  Be- 
dingung" bei  einem  siarhn  Extremum  gesprochen  wird  (S,  60);  wer  di# 
Litteratui-  über  den  Gegenstand  nicht  kennt,  wird  daraus  entnehmen,  d»& 
Legendre    diese   Bedingung    aufgestellt    habe,    während    er   doch   nur  dw 


1)  Über  das  Verhältnis  der  Untersuchungen  von  Herrn  Kneser  zu  deaM 
von  Herrn  Hilbert  vergleiche  man  dessen  Bemerkungen  in  dem  Abdrack  »ra» 
Vortrages  „Mathematische  Probleme"  {dieses  Archiv  (3)  1,  231—236). 

Zusatz  Oktober  l'JOI 
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schwache  Extrem  um  behandelt  hat;  st^tt  Jacobische  und  Legen  dresche 
Bedingung  würde  es  violleicht  besser  heifsen:  Stetigkeits-  und  Vorzeichen- 
bedingong. 

Der  Aufgabe,  dafs  -/  ein  Extreraum  seiu  soll,  während  gleichzeitig  ein 
»weites  Integral  K  derselben  Art  einen  gegebenen  Wert  hat,  ist  der  vierte 
Abschnitt  (8.  117  — 170)  gewidmet.  Es  folgen  Verallgemeinerungen  der 
vorhergehenden  Untersuchungen,  Wiihi-end  die  Kurven,  die  ein  Extromum 
liefern  sollen,  ui*spriingHch  als  stetig  gekrümmt  voraui>geset7.t  wurden, 
werden  im  Abschnitt  5  (S.  171 — 192)  auch  diskontinuierliche  Lösungen 
zugelassen,  ohne  dafs  freilich  dieser  schwierige  Gegenstand,  dem  besonders 
Steiner  und  Weierstrafs  ihre  Aufmerksamkeit  zugewandt  haben,  er- 
schöpfend behandelt  würde.  Im  sechsten  Abschnitt  (S.  193 — 226)  wird 
angenommen,  dafs  die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  Ableitungen  be- 
liebig hoher  Ordnung  enthält i  die  scharfsinnigen  Untersuchungen  des  Herrn 
Zermelo  waren  hier  eine  wichtige  Vorarbeit.  Schliefslich  wird  auch  der 
Begriff  des  Integrals  verallgemeinert,  indem  im  siebenten  Abschnitte 
(S.  227 — 262)  an  die  Stelle  der  Quadi-atur  das  Integral  eines  .Systems 
gewöhnlicher  Differentialgleiehungpn  tritt.  Endlich  geschieht  auch  der 
Übergang  zu  Funktionen  von  mehreren  Veränderlichen.  Ohne  sich  in  leere 
Allgemeinheiten  zu  verlieren,  besehrllnkt  sieh  Herr  Kneser  darauf  (Ab- 
schnitt 8»  8.  263 — 306),  die  Untersuchung  im-  den  Fall  eines  Doppel- 
integrals durchzufähi-en,  auf  den  Herr  Kobb  die  Weierstrafs  sehe  Theorie 
ausgedehnt  hatte. 

Es  folgt  noch  ein  ausführliches  Litteraturverzeichnis  (S.  307 — ^311); 
sehr  nützlich  ist  auch,  dafs  auf  S.  XV  alle  die  Paragraphen  zusammen- 
gestellt sind,  in  denen  die  15  von  Herrn  Kneser  ausgewählten  Aufgaben 
behandelt  werden.  Mit  Recht  hat  er  auf  die  eingehende  Diskussion  von 
Aufgaben  grofse  Sorgfalt  vei-wandt.  Geistreich  gestellten,  geistreich  ge- 
lösten Aufgaben  verdankt  ja  die  Variationsrechnung  ihren  Ursprung,  und 
die  Vertiefung  in  besondere  Probleme  ist  auch  später  der  Antrieb  zu 
weiteren  Fbi-tschritten  gewesen  und  wird  es  in  Zukunft  bleiben;  denn  zu 
allen  Zeiten  wird  die  von  Leibniz  am  höchsten  gestellte  nrs  invenif^fU  des 
Mathematikers  besonders  in  der  Stellung  schöner  Aufgaben  in  Erscheinung 
treten. 

Reichhaltigkeit  des  Inhalts  und  eine  den  Forderungen  modemer  Strenge 
entsprechende  Behandlung  des  Stoffes  sind  grofse  Vorzüge  des  Kneserschen 
Werkes.  Bei  einem  Lehrhuche  darf  man  jedoch  auch  noch  andere  For- 
derungen stellen.  Vor  altem  soll  die  Darstellung  den  Bedürfhissen  der 
Lernenden  entsprechen.  Dieses  Ziel  zu  erreichen  ist  im  Laufe  der  Jahre 
immer  schwerer  geworden,  denn  unbedingte  Strenge  und  leichte  Verständlich- 
keit stehen  in  einem  gewissen  Gegensatz  zu  einander;  Strenge  verlangt 
häufig  lange  Entwicklungen,  deren  Zweck  nicht  unmittelbar  einleuchtet. 
Dafs  diese  Schwierigkeit  überwunden  werden  kann,  zeigt-,  um  einige  Bei- 
spiele herauszugi'eifen,  Picards  glänzend  geschriebener  Ti-ait^  d^Analyse» 
68  zeigen  die  Bände,  in  denen  Engel  und  Scheffers  die  tiefgründigen 
Ideen  von  Sophus  Lie  dargelegt  haben. 

Worin  besteht  nun  diese  Kunst  der  Darstellung?  Von  wesentlicher 
Bedeutung  ist  wohl,  dafs  der  Autor  es  versteht^  die  dem  Stoffe  immanente 
Gliederung  dem  Leser  zum  klaren  Bcwufstsein  zu  bringen.    Das  geschieht,  um 
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einige  elementare  Regeln  anzufliliren,  indem  umfangreichen  Untersuchungen  ein 
Plan  ihrer  Durchführung  vorausgeschickt,  indem  bei  den  einzelnen  Stadien  der 
Durchführung  angegeben  wird,  was  erreicht  ist,  und  was  zu  thun  noch  übrig 
bleibt,  indem  die  bewiesenen  Lehrsätze  und  Theoreme  jedesmal  ausdrücklich 
formuliert  und  womöglich  durch  besondere  Typen  hervorgehoben  wejden. 
Dazu  kommt  dann  die  geschickte  Anordnung  des  Stoffes,  ftb*  die  sich  keine 
bestimmten  Regeln  geben  lassen. 

Das  Gegenteil  hiervon  ist  eine  Darstellung,  bei  der  der  Leser  ohne 
Rnhepause  weitergeführt  wird,  ohne  dafs  er  weifs,  wohin  der  Weg  geht 
und  wo  er  sich  gerade  befindet,  bei  der  er  sich  dem  Autor  als  Führer 
blindlings  anvertrauen  mu£5,  der  ihm  zuruft:  „Allez  en  avant,  la  foi  tous 
viendra".  Lobatschefskijs  Schriften  sind  ein  Beispiel.  Von  ihnen  hat 
Gaufs  gesagt,  dafs  sie  einem  verworrenen  Walde  gleichen,  durch  den  m, 
ohne  alle  Bäume  erst  einzeln  kennen  gelernt  zu  haben,  schwer  ist,  den 
Durchgang  und  die  tlbersicht  zu  finden.  In  vortrefflicher  Weise  kennzeichnet 
Gaufs  hierdurch  die  Schwierigkeiten,  die  der  Leser  zu  überwinden  hat, 
wenn  er  sich  auf  einen  Standpunkt  erheben  will,  von  dem  aus  er  die  dar 
gestellte  Theorie  in  der  Gesamtheit  ihrer  Verzweigungen  umfassen  ond 
erkennen  kann,  welche  Bedeutung  ihr  in  dem  System  der  Mathematik  xn- 
kommt. 

Es  genüge  zu  sagen,  dafs  die  Forderungen,  die  Herr  Kneser  an 
diejenigen  stellt,  die  sich  nicht  blofs  die  Handhabung  eines  Formelappsiatss 
aneignen,  sondern  den  Geist  der  Variationsrechnung  erfassen  wollen,  reckt 
erheblich  sind.  Dazu  kommt  noch,  dafs  der  Lernende  nicht  schrittweise 
vom  Leichteren  zum  Schwereren  geführt  wird,  sondern  dafs  er  sich  di« 
Theorie  sofort  in  der  Allgemeinheit  und  Abstraktheit  aneignen  soU,  die  im 
Laufe  der  Entwicklung  allmählich  erreicht  worden  ist.  Es  ist  gewifs  fttr 
eine  strenge  Behandlung  des  Extremums  eines  Integrales 


-ff{.y.'£)ä. 


unbedingt  erforderlich,  x  und  if  als  Funktionen  eines  Parameters  t  ansuMkea. 
Im  Grunde  bedeutet  das  aber,  dafs  man  Integrale  der  Form 


betrachtet,  bei  denen  1/  und  s  eindeutige  Funktionen  von  x  sind.  Vom 
pädagogischen  Standpunkte  aus  wird  es  sich  aber  empfehlen,  den  Kursm 
der  Variationsrechnung  mit  Aufgaben  zu  beginnen,  bei  denen  nach  d«" 
Natur  der  Aulgabe  die  Ortlinate  als  eindeutige  Funktion  der  Abscisw  an- 
zunehmen ist,  und  erat  auf  Grand  der  hierbei  gewonnenen  Einsicht  di» 
Diskussion  des  allgemeinen  Problems  vorzunehmen.  Ebenso  läfst  die  An- 
ordnung des  Stoffes  im  dritten  Abschnitt  zu  wünschen  übrig,  dessen  centnü« 
Bedeutung  bereits  hervorgehoben  wurde.  In  ihm  werden  zunächst  unter  gewi««a 
Voraussetzungen  und  Beschränkungen  hinreichende  Bedingungen  des  starte» 
und    schwachen   Extremums    von   /  entwickelt,    und    erst   hinterher  erfthri 
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Leser,  warum  jene  Voraussetzungen  berechtigt  und  jene  Beschrankungen 
forderlich  waren.  Eine  Darstellung,  bei  der  das  Ziel  des  Abschnittes: 
die  Außtiiluru/  ftinrcichtmkr  Bf'dingumjtn  auch  den  Schlufs  der  Unter- 
suchung bildete,  wäre  vorzuziehen;  freiUuh  mtifste  dann  in  einer  Einleitung 
der  Plan  der  Untersuchung  dargelegt  werden. 

Man  könnte  gegen  diese  Ausstellungen  einwenden,  dals  alles  das 
WAS  im  Vorhergeheaden  angettlhrt  worden  ist^  nur  die  Schale  betrifft^ 
daXis  aber  der  Kern  des  Knes ersehen  Werkes  vortrefflich  ist,  dafs  es  auf 
solider  und  gewissenhafter  Arbeit  beruht,  und  dafs  der  Leser,  der  die 
Geduld  und  Ausdauer  hat,  dem  Verfasser  bis  ans  Ende  zu  folgen,  filr 
SMoe  Mühe  reich  belohnt  wird.  Die  Entscheidung  mögen  die  Leser  treffen, 
denen  vor  allem  zu  raten  ist,  dafs  sie  sieb  nicht  etwa  durch  den  ersten 
Abschnitt:  Beffriff'  und  Qrundreffdn  der  VarMHoftaredmnng  abschrecken 
lassen,  der  weitaus  der  schwächste  ist    Es  sei  gestattet,  hierauf  zum  Schlufs 

€h  mit  einigen  Worten  einzugehen. 
Aufgabe  des  ersten  Abschnittes  hätte  es  sein  sollen,  den  Begrriflf 
Variationsrechnung  in  voller  Allgemeinheit  und  mit  der  für  solche 
grundlegenden  Auseinandersetzungen  erforderlichen  Schärfe  des  Ausdrucks 
ro  entwickeln  und  den  Übergang  zu  den  in  den  folgenden  Abschnitten 
durchgeführten  Untersuchungen  dadurch  zu  bewirken,  dafs  dargelegt  wurde, 
warum  dabei  gewisse  einschränkende  Annahmen  gemacht  werden  müssen 
und  was   zu   leisten   übrig  bleibt,  wenn  man  sich  von  diesen  befreien  will. 

An  Stelle  davon  giebt  der  ei-ste  Abschnitt  eine  durch  kein  inneres 
Band  verknüpfte  Zusammenstellung  von  Definitionen  und  Bezeichnungen,  die 
im  Folgenden  gebraucht  werden,  und  während  sonst  eine  erfreuliche  Prä- 
cision  des  Ausdrucks  herrscht,  ist  hier  das  Gegenteil  zu  konstatieren.  So 
heifst  es  z.  B.  S.  3^4:  „Sieht  man  dx,  Sy  und  ihre  ersten  Ableitungen 
als  kleine  Gröfsen  an  und  macht  die  entsprechenden  Vernachl^sigungen, 
so  gehe  /in  in  6u  über."  Hier  hätte  gesagt  werden  müssen,  dals  es  eine 
Einschränkung  für  Sx  und  &if  bedeutet,  wenn  man  ihre  ersten  Ableitungen 
als  kleine  Gröfsen  derselben  Ordnung  ansieht.  Bedenklich  ist  femer,  weil  es 
den  Lernenden  leicht  verwirrt,  dafs  hier,  wie  an  mehi-eren  anderen  Stellen  des 
ersten  Abschnittes,  von  Vernachlässigungen  die  Hede  ist  Der  Mathematiker 
hat  niemals  das  Recht  etwas  zu  vernachlässigen,  und  wenn  man  bei  einer 
Reihenentwicklung  das  Aggregat  der  Glieder  erster  Dimension  mit  einem 
besonderen  Namen  oder  Buchstaben  belegt,  so  ist  das  keine  Vemachläsaigung. 
Noch  bedenklicher  ist,  dafs  „<5jr  und  Sy  als  kleine  Gröfsen  angesehen 
werden".  Ja  es  heifst  sogar  (S.  1):  „Die  Grölse  dy  =  tp(x  +  dx)  —  (p{x) 
ist,  wenn  dx  klein  Ist,  das  Differential  von  y".  Das  ist  zum  mindesten 
eine  Definition  des  Differentials,  die  von  der  üblichen  abweicht,  nach  der 
Differentiale,  wenn  man  ihnen  überhaupt  selbständige  Existenz  zubilligen 
wiU,  gegen  Null  konvergierende  Inkremente  der  Veränderlichen  sind  (vergl. 
Encyklopadie  der  mathematischen  Wissenschaften,  Bd.  II.  8.  69). 

Kiel.  Paul  Stäckel. 
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Bemerkungen  znr  Entgegnung  des  Herrn  Föppl.*) 

Biese  Eatgegnimg  giebt  mir^  zu  meinem  Bedauern,  keine  Veranlassung, 
irgend  eine  der  in  meiner  Besprechung  vorgetragenen  Bemängelungen  zu 
modifizieren.  Nur  einige  Bemerkungen  der  Entgegnung,  welche  den  tbat- 
sächlichen  Verliältuüsen  nicht  entsprechen,  mögen  einer  näheren  Beleuchtung 
unterworfen  werden. 

Den  Satz  von  Caatigliano  über  die  Differentialquotienien  der  Defor- 
mationsaibeit  habe  ich  in  der  Besprechung  nach  der  zitierten  Übersetzung 
des  Originals»  wo  er  sich  auf  den  Seiten  18  und  42  befindet,  dem  Wort- 
laut nach  angegeben.  Unter  „äuTseren  Kräften"  versteht  in  diesem  Satx 
Castigliano  diejenigen  in  den  Systempunkten  angreifenden  KrÄfte,  welchen, 
an  den  Systempunkten  selbst,  die  Spanmmgen  das  Gleichgewicht  hallen. 
Auch  sagt  er  (Seite  8),  dafs  ein  Si^stem,  waches  nacft  der  Deformaüfim 
|/arr  heiracMet  wird,  unter  dem  Mnßufs  der  äufsercn  Kräfte  im  Gl 
ist.  Bei  Castigliano  sind  daher  sämüiche  8tützkräfte  (AoflagerkrÜie) 
äufsere  Kräfte, 

Herr  Föppl  erklärt,  dafs  die  Auf  lagerreaktionen  „niciü  zu  den  SaDMm 
Kräften  gerechnet  werden  köimen^S 

Castigliano  beherrschte  die  Statik  so  hinreichend,  dafs  er 
dafs  beim  Weglassen  der  Auflagerreactionen  (oder  einzelner  derselben),  dÜ 
nach  Herrn  Föppl  übrig  bleibenden  äufsercn  Kräfte,  an  dem  als  starr  b«* 
trachteten  Körper  nicM  Gleichgewicht  hervorrufen. 

Hiemach  glaube  ich,  auf  die  weiteren  Ausfahrungcn  des  Herrn  Föppl 
nicht  eingehen  zu  sollen. 

Rechnet  man  in  jeder  gröfseren  Brückenbauanstalt  wirklich  nach  dfa 
Auffassungen  des  Herrn  Föppl? 

Der  Irrtum  des  Castiglianoschen  Satzes ^  der  auch  bei  dem  g^ 
gebenen  Beweise  hervortritt,  liegt  darin,  dafs  Castigliano  so  verfehlt,  »b 
ob  eine  bestimmte  Funktionsdarstellung  der  Deformationsarbeit  verm^^  dtr 
äufsercn  Kräfte  existierte,  während  es  unbegrenzt  viele  solche  Darstellung«! 
giebt.  Der  Satz  selbst  ist  daher,  in  dem  von  Castigliano  ihm  gegebenen 
Wortlaut,  gänzlich  unbestimmt.  Diese  Vielfaehheit  der  Funktionsfonnen  wini 
aber  einflul'slos,  wenn  man  das  Minimum  der  Deformationsarbeit,  unter  dir 
Voraussetzung  der  Erfüllung  der  Gleichgewichtsbedingungen  zwischen  dm 
äüfseren  Kräften  aufsucht^  unter  welcher  Voraussetzung  die  yencbiedejui 
Formen  äquivalent  sind. 

In  das  Dilemma:  „Ob  die  Lasten  die  Ursache  der  Durchbiegnng« 
oder  die  Durchbiegmigen  Ui"sache  der  Lasten  sind**  verflochten  zu  werden, 
hat  Poncelet  wohl  nicht  verdient. 

Die  Bemängelungen  des  §  65  bezogen  sich  sachgemilfs  auf  die  t«d 
Verfasser  gegebenen  Gleichungen  für  die  Verschiebungen  der  Punkte  eine» 
isotropen  Körpers,  bei  deren  Entwickelung  das  Gebiet  des  Wärmeeinfltös« 
ausgeschlossen,  und  mit  keiner  Sübe  erwähnt  wurde.  Herr  Föppl  üher 
trägt  den  Dissens  auf  das  ausgeschlossene  Gebiet,  um  eine  Widerlegag 
zu  konstruieren.  Ich  will  ihm  gern  auch  auf  dies  Gebiet  folgen.  Schoo 
vor   sechzig  Jahren  haben  Duhamel  und  Franz  Neumann  nachgewieK-o, 


1)  Vgl.  (3)  1,  3&2  if. 
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d&£s  ein  in  seinen  verschiedeoen  Stellen  ungleich  erwärmter  isotroper  Körper, 
auch  ohne  Einfluss  von  Kräften  auf  das  Innere  oder  die  Oberfläche  desselben, 
innere  Spannungen  erlangt.  Diese  erfolgen  so,  als  ob  auf  den  Körper,  so- 
wohl im  Innern  wie  an  der  Oberfiäube^  sich  das  Gleichgewicht  haltende 
Kräfte  einwirkten,  deren  einfache  Darstellung  von  diesen  Autoren  gegeben 
wurde.  Diese  „etwaigen  Eigenspannungen'*"  sind  daher  der  Theorie  der 
allgemeinen  Gleichungen  tur  die  Verschiebungen  eines  isotropen  Körpers 
zugänglich.  Allerdings  nicht  ähnlich  liegt  es  mit  den  sogenannten  „Gufs- 
spannungen".  Wenn  solche  in  dem  auf  (/leichßrmige  Temperatur  gebrachten 
isotropen  Körper  vorhanden  sind,  so  werden  sie  D-iskontimtitfittn  in  den 
Verschiebungen  verdankt.  Diese  Diskontinuitäten  sind  von  derselben  Art, 
wie  diejenige,  die  der  von  Herrn  Fopp]  in  demselben  Band  der  Vorlesungen, 
Seite  330,  behandelten  Aufgabe  entspricht.  Wenn  man  über  ein  Rühr  aus 
isotropem  Material  ein  zweites  erwärmtes  überechiebt,  dessen  innerer  Durch- 
messer im  erwärmten  Zustand  diese  Übersclüebung  noch  gerade  erlaubt^  so 
hat  man  nach  Abkühlung  beider  Kohre  auf  gleiche  Temperatur  einen 
isotropen  Körper  mit  „Eigenspaunungen"  vor  sich,  Eine  thatsächiiche 
Diskontinuität  der  Verschiebungen  fimdet  statt  Ifings  der  Cylindertläche, 
welche  der  äufseren  Obertiäclie  des  inneren  und  der  inneren  Oberfläche  dei 
äoGseren  Rohres  gemeinschaftlich  ist.  Daher  die  Möglichkeit  der  Eigen- 
spannungen.  Das  tiefere  Verständnis  dieser  Verhältnisse  geht  wohl  weniger 
ans  der  angewandten  Natun^ässenschaft  als  aus  den  Betrachtungen  der 
reinen   Mathematik  hervor. 

In  Beziehung  auf  die  Bemängehmgen  der  Entwickelung  der  Lagrange- 
sehen  Gleichungenj  die  aus  einem  Irrtum  von  meiner  Seite  hervorgegangen 
sein  sollen,  bemerke  ich  Folgendes.  Wenn  man  für  die  Untersuchung  der 
Bewegung  eines  Lagrang  eschen  Systems  den  Anfangspunkt  und  die  Axen- 
btge  des  zu  verwendenden  rechtwinkligen  Koordinatensystems  festgesetzt  hat, 
und  sich  für  eine  bestimmte  Wahl  der  unabhängigen  Parameter  (der  all- 
gemeinen Koordinaten)  entschieden  hat,  so  werden  die  rechtwinkligen  Ko- 
ordinaten der  einzelnen  Systempunkte  völlig  bestimmte  Funktionen  dieser 
Pantmeter,  welche  noch  etwa  wiHbürlidt  bleibende  Konstanten  nicht  weiter 
enUialten.  Wenn  dagegen  nach  Herrn  Föppl  die  Wahl  des  Anfangspunktes 
der  Vektoren  und  die  Achsenlage  (Wahl  der  Vektoren  *,  j^  k),  ebenso  wie  die 
der  Parameter  q^  erledigt  ist,  so  enthalten  die  Koordinaten  der  ein- 
zelnen Systempunkte  noch  anderweitige  HUlliirifdi  bleibende  Konstanten. 
Spaltet  man,  nach  der  Äusdrucksweise  des  Herrn  Föppl,  die  Gleichungen 
für  die  r  in  ihr©  drei  Komponentengieichungen,  so  enthalten  die  Koordinaten 
der  Systempunkte  noch  diejenigen  Willkiirikhkeilen  als  Konstanten,  die  mit 
der  wtllkürlkhm  Wahl  der  Normahtelluntj  Urfjvnd  einer  Stellung  des  Systems) 
verbanden  sind.  Der  Ausgangspunkt  der  Entwickelungen  des  Herrn  Föppl 
deckt  sich  also  nicht  mit  demjenigen  von  Lagrange.  Wird  die  Über- 
eöiistinunnng  der  Endformeln  behauptet,  so  ist  von  Herrn  Föppl  der 
Nachweis  zu  führen,  dafs  altgcmehi  bei  der  Bildung  der  lebendigen  Kräfte  L 
die  ttUlkürtU'heti  Konstanten  seiner  Formeln  herausfallen.  Ein  einzelnes 
Beispiel*)  beweist  dafür  nichts.    Auch  gehört  gerade  dieses  Beispiel  zu  den- 

1)  Gewöhnlich  wird  die  Ma^ae  de«  „physikalischen  Pendels"  nicht  in  eine 
Ebene  ausgebreitet  vorauBgeBetzt.  Versagt  für  das  einfachste  räumliche  Beispiel 
die  neue  vereinfachende  Methode? 
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jenigen,  von  denen  er  auf  Seite  281  (Bd.  IV)  sagt:  „Für  solche  Mechanismen 
haben  aber  die  Lagrangeschen  Gleichungen  wenig  Wert,  obschon  sie, 
wenn  man  die  Sache  recht  gelehrt  darstellen  will,  auch  dazu  verwendrt 
wei-den  können."  Wir  wollen  aber  den  betreffenden  Nachweis  von  Herrn 
Föppl  nicht  fordern,  sondern  ihm  nui-  die  Frage  vorlegen:  Welche  Not- 
wendigkeit gebietet  die  Einführung  der  Vektoren  Xq? 

Es  scheint  mir,  um  mit  den  eignen  Worten  des  Herrn  Föppl  ru 
sprechen,  dafs  er  seine  Ent Wickelungen  der  Lag  ran  gesehen  Gleichungen  selbst 
für  Mathematiker  sehr  gelehrt  dargestellt  hat,  und  dafs  in  den  Erwägiuigcs, 
die  dazu  führen,  nm"  eine  für  das  Verständnis  nutzlose  Ersehwemiig  dtf 
Untersuchung  liegt. 

Der  Beweis,  den  Herr  Föppl  in  der  2.  Auflage  der  Vorlesungen 
das  Lagrang esche  Theorem  der  Hydrodynamik  vorlegt,  ist  wiederum  »dir 
bedenklieh.  Er  ist  aus  dem  Traite  de  Mecanique  von  Poissou  reproduiierv 
aber  ohne  die  Kritik,  die  Pols  so  n  selbst  an  diesem  Beweis  vor  mehr  als 
siebzig  Jahren  geübt  hat.  Derselbe  Beweis  würde  in  wörtlicher  Wtede« 
holung  auch  für  die  Ftüssüjkdi^bewcgungen  uniei'  dtni  Einftufs  der  BetUaf 
das  Lagrang  esche  Theorem  ergeben.  Für  diese  Bewegungen  gilt  es  be- 
kanntlich nicht. 

In   Beziehung  auf  das   Theorem   des  Herrn  Föppl,   dafs    bei  der  Br 
wegung    einer    Flüssigkeit    (unter    Voraussetzung    eines    Geschwüidigkeits- 
Potentials)    in    einem    ringförmig    geschlossenen    Rohr,    die    Bewegung  ,JB 
ganzen    genommen'^    nidif    wirbelfrei    sei,    der   Sitz    des   „Wirbels*''   an  den 
Flüssigkeitsgrenzen  liege,  ist  zu  der  Entgegnung  des  Hemi  Föppl  Folgeud« 
zu  bemerken.     Wenn  für  alle  Punkte  innerhalb  eines  abgegrenzten  Batton 
die  Geschwindigkeitsverteilung,  also  die  Komponenten  «,  r,  ir  als  Funktionfio 
des  Orts  zu  bestimmter  Zeit  gegeben  sind,  so  sind  auch  die  Rotationskom]K>- 
nenten  (WLrbelkomponenten)   an  jeder  Stelle   dieses  Baumes   sofort  mit  g^ 
geben  und  stehen  fest,  ohne  jede  Beziehung  zu  Angaben  über  Bewegung^ 
m  Räumen,   die   aufserhalb   des  abgegrenzten  Raumes  liegen.      Pur  die  B^ 
wegung   der   Flüssigkeit   in    einem   im   Rohre   abgegi'cnzten   Stromfaden  (be 
stationärer  Bewegung),  die  nach  Herrn  Föppi  „im  ganzen  genotnmen"'  nicbt 
wirbelfrei   ist,   scheint   nunmehr  Herr  Föppl   den  Sitz   des  Wirbela  rnftv- 
halb    des   Stromfadens    zu   suchen,    da    er  Bedingungen    für   aufscrhnlh  d» 
Raumes  desselben  gelegene  Räume  heranzieht     Es  handelt  sich  aber  nur  att 
die  Bewegimg  im  Stromfaden,  die  feststeht,  und  um  eine  ideale  reibuDg^i«» 
Flüssigkeit.     Was  den  angeführten  Satz  des  Herrn  Föppl  über  die  ^^- 
Btandslose  Bewegung  eines  Körpers  von  bdit  biger  Gestain  in  einer  reib«^»- 
losen    Flüssigkeit   anbetritft,   so   kann   ich   nicht   einsehen,   dafs  er  mit 
aus  Larabs  Hydrodynaraics   angeführten   identisch^   oder   auch   nur  so 
verwandt  ist,    dafs   ich,    wenn   letzterer   mir   vorgelegen,   die    Bi 
unterlassen    hätte.      Wenn    der   Satz,    dafs    för   eine   homogene   Kngd 
durch  den  Schwerpunkt  gehende  Gerade  Hauptachse  ist,  für  einen  Körpe^r^ 
beliebiger  GesfaU  in  Änspmch  genommen  würde,  so  könnte  ein  solches 
fahren   nicht   auf  den   bekannten    Satz   der  drei  steis   cxistierendm  aaJf* 
ander   senkrechten  Hauptachsen   gestützt  werden.     Der  Vorwurf  dM   AJ9<f| 
Mifsgriffs  entfällt  daher. 

Die  in  diesen  Bemerkungen  nicht  bei-ührten  Verschiedenheiten  der  Je' 
fasaung,    die    bestehen    bleiben,    sind   durch   die   beiderseitigen  Ättfs«ni|^ 
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hinreicbeDd  präzisiert,   und  bedürfen  kftiner  erneuten  Beleuchtung.     Meiner- 
seits ist  daher  die  Diskussion  über  den  vorliegenden  Gegenstand  abgeschlossen. 
Charlottenburg.  J-  Weikoaktbn. 


Erwiderung  a.uX  die  vorstehenden  BemerkimgeD  des  Herrn  Weingarten. 

J^^  Für  den  Leser,  der  sich  die  Mttbe  nimmt,  die  einschlägigen  Stellen  in 
'  meinem  Buche  nachzuschlagen,  wird  es  nicht  schwer  sein,  sich  über  die 
xwiscben  Herra  Weingarten  und  mir  bestehenden  Streitpunkte  auf  Grund 
dessen,  was  vorausging,  ein  eigenes  Urteil  zu  bilden,  auch  ohne  dafs  ich 
hier  noch  einmal  ausführlich  darauf  zui-ückkime.  Nur  ein  Punkt,  den  ich 
in  meiner  ei-sten  Entgegnung  wohl  nicht  ausführlich  genug  bebandelt  habe, 
möge  aus  Anlafs  der  letzten  Äufserungen  des  Herrn  Weingarten  noch  ein- 
mal besprochen  werden.  Es  handelt  sich  um  die  Gufsspannungen,  über  die 
Herr  Weingarten  sagt: 

„Allerdings  nicht  ähnlich  (wie  bei  den  durch  ungloicbmäfsige  Erwär- 
mung hervorgebrachten  Spannungen)  liegt  es  bei  den  sogenannten  „Gufs- 
spannungen"/* 

Um  diese  Behauptung  zu  widerlegen,  betrachte  ich  wieder  einen  Lampen- 
cylinder,  von  dem  ich  jetzt  voraussetzen  will,  dafs  er  bei  irgend  einer 
ungleichförmigen  Erwärmung  spannungsios  gewesen  sei.  Wenn  er  nach 
der  Abkühlung  überall  dieselbe  Temperatur  angenommen  hat,  besteht  in 
ihm  ein  System  von  Eigenspannongen,  die  man  mit  vollem  Rechte  auch  als 
Guisspan nungen  bezeichnen  kann,  da  ja  in  der  That  die  Gufsspannungen 
durch  Abkühlung  aus  einem  .spannungslosen  Zustande,  der  bald  nach  dem 
Gusse  noch  besteht,  dadurch  hervorgehen,  dafs  sich  die  verschieden  warm 
gebliebenen  Teile  um  ungleiche  Beträge  abkühlen  müssen,  um  in  einen  Zu- 
stand von  gleicher  Temperatur  zu  gelangen.  Man  sieht  aber  nun  schon, 
dafs  jeder  durch  verechieden  starke  Abkühlung  hervorgebrachte  Spannungs- 
zustand  ebenso  auch  durch  eine  entsprechende  ungleichmäfsige  Erwärmung 
hervorgerufen  werden  könnte,  und  dafs  daher  zwischen  beiden  Fällen  der  von 
erm  Weingarten  behauptete  Unterschied  nicht  besteht. 

ßichtig  ist  allerdings,  dafs  man  in  besonders  einfach  gelagerten  Fällen 

ie  Eigenspannungen  —  wie  sie  nun  auch  ira  übrigen  entstanden  sein  mögen 

auf  Diskontinuitätsflächen    der   elastischen    Verschiebungen    zurückführen 

in.    Im  allgemeinen  Falle  ist  eine  solche  Zurückfülirung  aber  nicht  mög- 

Nimmt  man  z.  B.  an,  dafs  in  einem  Lampencjlinder  ein  System  von 

_enspannuugen  bestehe,  das  auf  eine  einzige  DiskoutiDuitÄtsfläche  der  Ver- 

*cAiebungeu    zurückgeführt  werden    könnte,    so  müfste    der  Cylinder^    wenn 

^o.     ihn   längs  dieser  Fläche  aufreifst  und  aufklaffen  läfst,  nachher  überall 

g^     spannungslosen  Zustande   sein.     Im  allgemeinen    wii"d   aber  ein    einziger 

.-^■^'^^ög  dieser   Art    natürlich    nicht   genügen,   um  alle    Eigenspannungen   zu 

^s^iitigen.     Selbst  nachdem  man  den  Cylinder   in  beliebig  viele  Bruchstücke 

^**-gt  hat,   werden  im   allgemeinen  in  jedem  Bruchstücke  noch  Eigenspan- 

iiuaxgen  —    wenn    auch   von   entsprechend   geringerem   Betrage    —    zurück- 

^^^Aifeben    sein.      Man    erkennt    daher    leicht,    tIaCs    im   allgemeinsten    Falle 

^^^^tidlieh  viele  Diskontin uitÄtsöftchen  der  Verschiebungen  angenommen  werden 

huvvxis^ej^      Esj  „^t^g  ja   nun  sein»   dass   ein   Mathematiker  daran   keinen  An- 
I       AnbiT  der  MittheniKtik  aud  Fbfdk.    UI.  B«lbe.    11  IS 
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stofs   Eimmt;  jeder   Naturfoi-scher    wird    aber  wohl    erklären,    dafs  ihi 
einer  solchen  Darstellung  nicht  gedient  sei. 

Der  Satz  in  meinem  Buche,  an  den  sich  diese  Erörterungen  knüpfen, 
lautet:  „Diese  (die  Gufsspannungen)  hängen  aber  von  Umständen  ab,  die 
mit  unserer  Aufgabe  nichts  zu  thua  haben  uud  deren  Berechnung  daher 
auch  nicht  vorlangt  werden  kann".  Der  Leser  möge  nun  entscheiden,  ob 
mir  ein  Vorwurf  daraus  zu  machen  ist,  dafs  ich  es  unterliefs,  hier  beizufügen, 
dafs  man  diese  Spannungen  auf  ein  System  von  im  allgemeinen  unendÜidi 
vielen  Diskontinuitätsflächen  zurllckzuführen  vermöchte,  dafs  aber  durch  diese 
Darstellung  die  Berechnung  der  Spannungen  selbst  uro  keinen  Schritt  weiter 
gefordert  würde. 

Schliefslich   erwidre   ich   noch   »luf  die    zum   physikalischen   Pendel 
steUte  Frage  des  Herrn  Weingarten: 

„Versagt  für  das  einfachste  räumliche  Beispiel  die  neue  Tereinfachend 
Methode  r' 
dafs  die  Methode  nicht  versagt^  und  dafs  sieh  die  Formeln  für  dieMD 
Fall  nur  wenig  von  den  für  den  früheren  Fall  angeschriebenen  unterschcidoL 
Da  man  aber  von  dem  Leser,  der  sich  ein  zutreffendes  Urteil  über  die  Vektor- 
Methode  bilden  will,  erwaiien  mufs,  dafs  er  sich  zuvor  wenigstens  so  weit 
mit  dieser  Methode  vertraut  gemacht  hat,  um  sich  derartig  einfache  Ynigea 
ohne  fremde  Reihülfe  selbst  beantworten  zu  können,  sehe  ich  davon  ab,  die 
Formeln  auch  für  diesen  Fall  anzuschreiben.  Ana  dijmselben  Grunde  gehe 
ich  auch  auf  die  übrigen  hiermit  im  Zusammenhange  stehenden  Äufserungen 
des  Herrn  Weingarten  nicht  weiter  ein. 

München.  A.  Pöppl. 


Otto  Pnod.  Algebra  mit  Einsohlura  der  elementaren  Zablentheone. 
Vrn  -(-  345  Seiten.  Göschen -Leipzig,  1899. 
Um  die  im  Bande  VI  der  „Sammlung  Schubert"  gegebene  Algebn 
beurteilen  zu  können,  muls  man  berücksichtigen,  dafs  die  „Praxis  der  Glei- 
chungen" in  einem  später  herauszugebenden  besonderen  Bande  diirch  Hemi 
Runge  behandelt  werden  wird.  Während  dieses  letztere  Buch  imiweifelluift 
„den  Anforderungen  der  Praktiker  im  weitesten  Mafse  R<?cbnimg  trage»" 
wird,  ist  die  P  und  sehe  Algebra  für  den  Praktiker  im  wesentlichen  ohne 
Bedeutung  und  nur  für  die  Studierenden  der  Mathematik  im  engeren  Sinne 
brauchbar.  HeiT  Pund  ist  Anhänger  Krön  eck  er  s  und  hat  sich  beniühl, 
dessen  Terminologie  und  Begrifisbildungen  auch  schon  bei  elementareren 
Gegenständen  zur  Verwendung  zu  bringen^  und  zwar  in  gröfserem  Umfange, 
als  man  dies  in  sonstigen  modernen  Lehrbüchera,  z.  B.  denen  Netto«  tta<l 
Webers,  findet.  Bekommt  hierdurch  das  vorliegende  Buch  einen  ausge- 
sprochenen Charakter,  so  ist  doch  dieses  LTnternehmen  gleichwohl  nicht 
ohne  Schwierigkeit.  Die  Benutzung  des  Begritfs  der  „Modulsysteme"  ßr 
die  Zwecke,  die  hier  vorliegen»  wird  vielleicht  von  manchen  für  ein  wenig  be* 
denklich  gehalten  werden.  Es  ist  ja  freilich  verständlich,  dafs  der  Kennfr 
der  grofsen  Bedeutung,  welche  dieser  Begriff  in  der  allgemeinen  arithmeti- 
schen Behandlung  der  algebraischen  Gebilde  besitzt,  denselben  in  möglichst 
weitem  Umfange  anzuwenden  bestrebt  ist.  Auch  soll  gern  zugeslandeti 
werden j    dafs    verschiedene   Eut Wickelungen,    die   Behandlung    der   linear«» 
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Kongruenzen,  die  Lösung  linearer  Gleichungen  u.  a.,  bei  Gebrauch  der 
Modulsjsteme  unter  den  einbeiÜichen  Gesichtspunkt  der  Äquivalenz  der 
Modttlsysteme  gerückt  werden.  Aber  man  könnte  doch  Bedenken  hegen, 
ob  der  lernende  Leser  den  Begriff  des  Modulsystems  an  der  vom  YerDuser 
zur  Einföhrung  gewählten  Stelle  und  in  d^r  von  ilim  bevorzogten  Gettalt 
als  einen  der  Sache  gemäfsen  anerkennt  Es  heifst  8.  33:  t,Wir  nennen 
den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  von  a,  6,  c,  •  ■  •  auch  das  ans  den  Zahlen 
a,  6,  c,  •  •  ♦  als  Elementen  gebildete  Modulsjstem."  Wird  die  Einführung 
des  Inbegriffs  aller  Zahlen  aa-f-|Jfe-|-yc-{-*--  mit  ganzzahligen 
CL,  ßyfy  •  '  '  für  zu  schwierig  gehalten,  so  bleibt  bei  der  hier  gewählten  De- 
finition filr  den  Anf&nger  immer  ein  gewisser  Widerstreit  zwischen  der  Be- 
nennung und  deren  Bedeutung.  Anch  bei  der  späteren  B&ckkehr  zum  Begriff 
des  Modulsjstems  (S.  104)  hat  es  der  Lernende  nicht  ganz  leicht  Dort 
kommen  Modulsysteme  für  lineare  Funktionen  zweier  Variabein  mit  beliebigen 
Koeffizienten  in  Betracht  Vielleicht  wäre  hier  besser  zunächst  die  Erweite- 
rung des  Begrifis  des  ModuLqrstems  an  die  Spitze  gestellt,  ehe  man  zum 
BegnfT  der  Äquivalenz  der  Modulsjsteme  vorgeht  Wenn  Kronecker  in 
Yoriesnngen  über  Detenninantentbeorie  u.  a.,  an  allgemeine  Begriffs  an- 
knüpfend, im  wesentlichen  einen  deduktiven  Entwickelongsgaag  befolgte,  so 
ist  f&r  ein  einfahrendes  Lehrbuch  dodi  aach  der  induktive  Weg  seiner 
leichteren  Fafsbarkeit  wegen  beachtenswert  Daö  der  Herr  Verfasser  viel 
Neigung  hat,  deduktiv  zu  operieren,  sidit  man  an  seiner  EinfÜhrong  der 
zahlentheoretiscfaen  Funktion  ^(in)  8.  47  ff.  über  methodische  Fragen 
wizd  der  Zwiespalt  der  Mwwmgsp  nalftriieii  immer  bwfcehga  bkiben.  Be- 
ttaditci  umb  aber  die  mütgeaät  Budi  aUeiB  anf  mibsd  isriiHflisn  Inhalt, 
M  kaaB  BMUB  rar  bewoadcra,  mit  weleliem  Oetdiiek  der  VerfiuMr  bei  dm 
gcxiiigeii  smr  YerSigm^  sieiieadwi  Baame  wiik&di  in  die  TbsAii  der 
Alfebn  enigefökrt  hat  Vor  allem  gilt  dies  vom  letzten  Abschnitt,  wtldber 
TOB  der  m^gebnisdMn  Anflftumg  der  Gladnagen  auf  CStuad  der  Tbeone 
der  FtemntatiMMgrappee  hradelL  Dieter  ib  der  GkkkaapUhBom  aaert- 
belirikhe  and  dar  Algehn  eigene  OrmpftaibfgnM  wird  ttrigeni  watk  wAoa 
ia  frükarai  TeOea  dm  Backes  eiagelUvt  aad  eiageikt  fiae  BeÜM  aUea- 
theoietiaches  Abadmitte,  wddie  die  Teilbarkeit  der  gßmm  Zahlen,  sowie 
dieKoBcrnasen  cntsn  and  hAce«n  Gtades  behandeJa,  Agcn  sieh  der  Eat- 
«iehJaqg  anaaglue  ein  and  diraea  ihreemüs  wieder  sam  Asabaa  der  alf»' 
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,,Grußdzüge"  zu  erbeben.     Auch  bier   macht  sich  der  Text   auf  Kosten 
Übujigsmaterials  \'iel  zu  breit.     Es  mufs  immer  wieder  betont  werden, 
füj-  den  Rechen-  und  Algebra-Unterricht  eine  reichhaltige  AufgabenÄammlung 
die  Hauptsache  bleibt. 

In  den  ^,Gi-UEdzügen'^  fällt  weiter  das  gänzliche  Fehlen  der  Gleichungei] 
auf.  Dieser  Mangel  dürfte  allein  genügen,  um  die  „GrundÄÜge"  als  unge- 
eignet für  eine  Einführung  in  die  Algebra  erscheinen  zu  lassen. 

Berlin.  £.  Jahkk£. 


W.  Ooering.     Die  AuMndmig   der   rein   geometrischen    Qai 
des  Kreises  und  die  Teilung  jedes  beliebigen  Winkels  und 
in  eine  beliebige  Ansabl  gleicher  Teile.     Dresden  1899,  £.  Schflr- 

mann.  13  S. 
Die  vom  Verfasser  mitgeteilte  Konstruktion  ist  natürlicli  auch  nur  «in« 
angenäherte  und  lautet  »o:  Gegeben  der  Quadrant  MAB  mit  M  als  Knut 
mittelpunkt.  Errichte  über  der  Sehne  AB  das  rechtwinklige  Dreieck  ABC 
mit  «^^jBC=  1-ß,  <^  BAC=  lB\  sodann  über  vi C  das  rechtwinklige 
Dreieck  ÄCD  mit  <^ACD^11{,  <CA1)  =  {R  u.  s.  w.  Alsdaan 
führt  die  ins  Unendliche  fortgesetzte  Konstruktion  zu   einem   rechtwinklig 

Dreieck  mit    der  Hypotenuse    ^Z=— . 

Das  ist  offenbar  nur  die  Konstruktion  der  bekannten  Formel 


a  a  a 

COB  — -  COB  -—  C08   — 

2  4  8 


durch  welche  jeder  Kreisbogen    darstellbar   ist.     Nach    Cantors   Geach-  i 
Math,  n,  595  geht  diese  Formel  schon  auf  Vieta  1593  zurück. 

Berlin,  E.  JikBNKE. 

Wilh.  Killilig.    Lehrbuch  der  analytisohen  Geometrie  in  homogenes 
Koordinaten.     Erster  Teil:  Die  ebene  Geometrie.     Mit  b()  Ftgoiw 
im    Text.     Paderborn    1000.      Ferdinand   Öchöningh.     XLU,   22U  S.  - 
Zweiter  Teil:    Die  Geometrie  des  Raumes.      Paderborn  1901.    ft" 
dinand  Schtiningh.     VIII,  3t]  1  S. 
Wer    eine   Vorlesung    über   analytische   Geometrie    gehalten  hat,  wirf 
unzweifelhaft,   so  viel    er   auch  versucht  hat,   in  dieselbe  hineinzuverw«ba» 
am   Schlüsse   die   Eraptindung  haben,   er  habe   noch    immer  sehr  viel  mehr 
bei  Seite  liegen  lassen  müssen,  als  er  zu  erürtem  im  stände  war,  mid  diee» 
Empfindung    wird   ihm   auch   dann   nicht  erspart^   wenn  er,   von  vomiien'Ui 
auf  höhere  algebraische  Kurven  und  um  so  mehr  aut  transcendente  Kon** 
auf  Raumkunren    und   auf  Oberfliicben   höherer  Art    verzichtend,  einzig  di* 
Gerade  und  die  Kegelschnitte,  die  Ebenen  und  die  Oberflächen  zweiten  OrfcA» 
zu  behandeln  sich  vornahm.    Herr  Killing  hat,  offenbar  von  dem  gle.kDfi 
Gefühle  aus,  an  eine  Vorlesung  ganz  elementarer  Natur,  welche,  scheint  <-s 
sich    der   einzigen    D esc artes sehen    Pmiktkoordinaten    bedient,  'eine  zw«" 
angeschlossen,    welche    homogene   Koordinaten    im*\    zwar   .sowohl    hoino^w 
Punkt-    al:«   horaogeue   Linienkoordinaten,   später  Tetraederkoordinaten,  ^tf 
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weDdet,   und   welche  in   ihnen   das  Mittel  Endet,  weit  tiefer  in  den  Gegen- 
stand einzudringen,  sowie  auch  weit  allgemeinere  Betrachtungen  anzustellen, 
als    sie    bei   einem   ersten    Unterrichte   gestattet   sind.      Aus   dieser   zweiten 
Vorlesung  ist  das  kleine  Lehrbuch  entstanden,  dessen  erster  Teil  die  ebene 
Geometrie,     der    zweite    Teil    die    Ramngeometrie    behandelt.       Von    ana- 
lytiBeben  Hilfslehren  setzt  Herr  Killing  nur  die  Theorie  der  Determinanten 
als  bekannt  voraus,  auf  Infinitesinialbetrachtungen  erhebt  er  keinen  Ansprach. 
Wir  gestehen  gern,  dafs,  als  wir  das  verhältnismärsig  dünne  Buch  durchgelesen 
hattexL,  zuerst  die  Frage  sich  uns  aufdrängte,  ob  denn  wirklich  220  und  301 
Seiten  ausgereicht    hatten,    den    gewaltigen  Stoff   zu    bewältigen,   und  dafs, 
als  der  Augenschein  uns  zur  Bejahung  zwang,  als  zweite  Frage  die  erschien, 
ob  Studierende  im  stände  sein  werden,  den  Killiogschen  Vorlesungen  zu  folgen? 
Auch  diese  Frage  möchten  wir  für  den  ersten  Teil  etwa  vom  dritten  Bogen  an 
unbedingt  bejahen,  während  wir  die  erste  Einführung  in  die  Lehre  von  den 
trimetrischen  Koordinaten,  deren  Schwierigkeit  Herr  Killing  sich  vollständig 
bewufst  ist,  gern  noch  etwas  breiter  angelegt  sähen.  Vielleicht  täuschen  wir  uns; 
aber  wir  können  Zweilel    nicht    unterdrücken,    ob    jene    ersten  Kapitel   auf 
ToUes  Verständnis  treffen  mögen,  wie  es  zur  Anwendung  doch  unumgänglich 
ist.      Zu  den  bestgelungenen    und    k!ai"sten  Teilen    dos  Buches    rechnen   wir 
dagegen  §§  8 — 11   von  den  aneigentlichen  Gebilden  in  der  Ebene,  worunter 
Herr  Killing  die  unendlich  fernen  Gebilde  versteht.    Bei  den  Kurven,  d.  h. 
bei  den  Kegelschnitten,  ist  die  Lehre    von    den  Polaren    an   die   Spitze  ge- 
stallt, indem  ein  Punktepaar  gesucht  wird,  wplches  die  Durchsehnittspunkte 
einer  Transversalen  mit  der  Kurve  zu  vier  harmonischen  Punkten  ergänzt; 
die  durch  den  Pol  selbst  hindurchgehende  Polare  bildet  den  Sonderfall  der 
Berührungslinie,     Die  Anordnung    der    letzten  Paragraphen    des  Buches  ist 
von  der  gewöhnlich  gebrauchten  sehr  verschieden.     Erst  nachdem  die  Sätze 
von  Pascal  und  von  Brianchon  erwiesen  sind,  wird  mittels  des  Pasca Ischen 
Sifates    die    Erzeugung    der   Kegelschnitte    durch   projektive   Strahlenbüschel 
Wgtleitet.    Dann  schliefst  sich  als  §  29  der  Kreis  und  die   unendlichfemen 
Kreispunkte  an.    Hier  kommen  also  ganz  spät  die  Chordalen,  der  Chordal- 
mittelpunkt, die  Ähnlichkeitspunkte,  lauter  Gegenstände,  welche  häufig  noch 
vor  den  Kegelschnitten  erörtert  werden.     Nun  kehrt  Herr  Killing  zu  den 
Kf^dschnitten  zurück    und    nimmt  deren    Hauptachsenproblera    in    Angriff. 
Endlich  ist  §  31   als    letzter   Paragraph    den  konfokalen    Kegelschnitten  ge- 
widmtt,  welche  als  solche  definiert  werden,  zu  welchen  die  unendlich  fernen 
Kreispunk-te  gehören:  So  erscheint  der  Begriff  der  Brennpunkte  selbst  ganz 
MO  Schlüsse  der  Betrachtungen.    In  einer  ersten  Vorlesung  über  analytische 
"  ometrie  der  Ebene    wäre    das    wohl    kaum  zu  empfehlen;    aber   in    einer 
eiten  erhöht  der  Wechsel  in  der  Reihenfolge  unzweifelhaft  den  Reiz  und 
eine    gewisse  Spannung  der  Zuhörer,    wann    wohl    diese   oder  jene 
bekannte  geometrische  Thatfiache  an  die   Reihe  kommen  werde.     Der 
ite  Teil    behandelt,    wie    schon    gesagt    worden    ist,    die   Geometrie   des 
.     Das   ist  an   sich    ein   erh*>blich   schwierigerer  Gegenstand    als  die 
■ie  der  Ebene,  und  auch  die  Killingsche  Darstellung  stellt  an  den 
r,  den  wir  uns  unter  allen  Umständen  wiederum  ab  mit  den  wichtigBieii 
^t«achen  schon  bekannt  voraussetzen,  ziemlich  hohe  Anforderung«!!,  trots- 
J»Oi   infinitesimale    Lehren    nicht    in   Anspruch    genommen    werden.       Diese 
kung  bildet  eine  wesentliche  Verschiedenheit  gegen  Hesi 
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AnaljtriscJiP  Geometrie  des  Raumes,  von  welchen  sich  Hr.  Killing  im 
übiigcn  ziemlich  boeinflusssen  liefs^  me  es  bei  den  anerkannten  Vorzn^en 
jenps  klassischen  Werkes  kaum  anders  möglich  war.  Wir  müssen  uns 
freilich  dagegen  verwahren,  als  sollt«  hiermit  behauptet  werden,  Hr.  Killing 
habe  sich  an  Hesse  angelehnt.  Plan  und  Inhalt  zeigen  bei  beiden  We 
die  bedeutendsten  Unterschiede;  nur  in  Einzelheiten»  z.  B.  in  der 
lung  des  Hauptachsenproblems  bei  den  Oberflächen  zweiten  Grade«, 
eine  Ähnlichkeit  hervor.  Der  Stoff  ist  in  36  Paragraphen  gegliedert,  Eni- 
sprechend  dem  in  der  Geometrie  der  Ebene  eingeschlagenen  Gange  ist  der 
Lehre  von  den  Polarebonen,  dann  der  von  den  Polartetraedem  die  grSfste 
Aufmerksamkeit  geschenkt,  und  sie  dient  als  Grundlage  der  späteren  Unte^ 
suchungen.  Von  den  Oberflächen  zweiter  Ordnung  wendet  sich  der  Ve^ 
fasser  im  20.  Paragraphen  zu  den  Oberflächen  zweiter  Klasse,  xind  beide 
geben  im  weiteren  Verlaufe  Gelegenheit,  Flächenbüsehel  zweiter  Ordnung 
von  Flächenscbaren  zweiter  Klasse  zu  unterscheiden.  Ein  gewisser  Parallelii- 
mns  zur  Geometrie  der  Ebene  ist  auch  darin  zu  erkennen,  dafs  die  Lehre  tob 
den  konfokalen  Flächen  in  drei  Paragraphen  den  Abschlufs  des  Ganzen  bildet 
Heidelberg.  M.  Gantob. 


Henri  Fahr.  Application  de  la  m^thode  vectorielle  de  OraTamaiui 
k  la  göom^trie  inflnitösimale.  These.  Paris.  Georges  Carr«  et 
C.  Naud.  1899.  94  S.  8". 
Schon  in  Grafs  man  na  „Äusdehnungslehre"  von  1862  finden  sich  die 
Grundlagen  der  Differentialrechnung  mit  extensiven  Orö&en,  jedoch  nur  nwA 
der  analytischen  Seite  hin  entwickelt  und  ohne  geometrische  Anwendung«!. 
Erst  Hermann  Grafs  mann  der  Jüngere  hat  in  drei  Programm- Abhand- 
lungen der  Lateinischen  Hauptsclmle  (1886,  1888,  1893)  die  metrische  Geo- 
metrie der  RaumküTven  und  der  krummen  Flächen  mit  den  Mitteln  der  AuJ- 
dehnungslehre  von  Grund  aus  und  zusammenhängend  aufgebaut,  und  twv, 
entsprechend  dem  Gegenstände,  ausschliefsiich  mit  den  Methoden  der  Strecken- 
rechnung,  unter  Ausachlufs  der  mehr  für  die  Geometrie  der  Lage  geeignet« 
Punktrechnung.  Später  hat  Burali-  Fort i  in  seiner  „Introduction  a  la  (ji(y- 
metrio  differentielle  suivant  la  methode  de  H.  Grafsmann"  (Paris  1B9V 
Anwendungen  der  Ausdehnimgslehre  gegeben  auf  die  Theorie  der  Envelopp* 
von  Linien  und  Ebenen,  der  Regelflächen,  Schraubenlinien,  orthogon»!« 
Trajektorien,   Evolventen  und   Evoluten  und  Verwandtes. 

Der  Verf.  der  vorliegenden  Pariser  Doktor* Dissertation  verfolgt  den  Zww'k. 
die  vereinfachende  Wirkung  der  Methoden  der  Ausdehnungslehre  auf  do- 
selben  Gebieten  der  Geometrie  dai"ziithun,  die  schon  Grafs  mann  der  Jung«» 
behandelt  hat.  Es  liegt  in  der  Natui'  der  Sache,  dafs  sich  hieraus  iwtl. 
gehende  Übereinstimmungen  in  den  beiderseitigen  Darlegungen  und  Band 
taten  ergeben.  Auch  erklärt  der  Verfasser  schon  im  Vorwort,  im  Intert» 
des  Zusammenhanges  und  der  Klarheit  seiner  Darstellung  manche  Stellf« 
der  Grafs  mann  sehen  Arbeit  direkt,  übernommen  zu  haben,  während  «f 
seine  selbständigen  Untersuchungen  hauptsächlich  auf  die  Theorie  der  Flfeb» 
gerichtet  hat.  Neue  Resultate  will  er  nicht  bieten;  auch  vermeidet  er  b»i 
der  Auswahl  des  Stoffes  solche  Spezialitfiten,  bei  denen  die  Überlegriilwl 
der  Grafsmann  sehen  Methoden  in  geringerem  Grade  hervortritt»  —  X«*^' 
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dem  diese  Methoden  in  neuerer  Zeit  von  Terschiedenen  Seiten  her^  insbe- 
sondere  durch  unseren  Landsmann  Caspary,  in  ihren  Grundlagen  wie  in 
ihren  Anordnungen  dem  Interesse  der  französischen  Mathematiker  näher  ge- 
rückt worden  sind  und  speziell  in  Herrn  Carvallo  einen  begeisterten  An- 
hänger gefunden  haben,  ist  es  als  ein  verdienstliches  Unternehmen  zu 
bezeichnen,  daüs  Herr  Fehr  denselben  Fachmännern  die  Vorteile  dieser 
Methoden  nun  auch  aul'  demjenigen  Gebiete  vorgeführt  hat,  welches  gerade 
von  den  Mathematikern  Frankreichs  mit  so  lebh^^m  Interesse  betreten  und 
mit  80  grofsem  Erfolge  angebaut  worden   ist. 

Über  den  Inhalt  ist  im  einzelnen  folgendes  zu  berichten.  In  der  Ein- 
leitimg  werden  die  zum  Verstündnis  notwendigen  Begriffe  und  Formeln  der 
Aosdehnungslehre  zusammengestellt.  Es  werden  Linienteil  und  Strecke 
unterschieden,  die  äufseren  Produkte  von  zwei  und  drei  Strecken  gebildet 
und  geometiisch  gedeutet,  sodann  das  innere  Produkt  zweier  Strecken,  das 
innere  Quadrat  und  sein  numerischer  Wert..  Es  folgt  der  Begriff  der  Er- 
gänzung, das  System  der  drei  zu  einander  normalen  Einheitsstrecken  (fp  e^  fj) 
nebst  der  numerischen  Ableitung  einer  beliebigen  Strecke  aus  denselben,  die 
innere  Multiplikation  zweier  Fläcbenräume,  die  Determinante  als  Zahlfaktor 
eines  äufseren  Produktes  und  der  Zusammenhang  der  Einheiten  mit  den 
rechtwinkligen  Koordinaten.  Um  schliefslich  eine  Baumkurve  darzusteUenf 
wird  die  Strecke  zwischen  einem  Kurvenpunkte  M  und  dem  Aoaganga- 
punkte  O  der  drei  Einheitsstrecken  durch  den  Ausdruck  bestimmt: 

wobei  Xj,  J),  J,  Funktionen  einer  unabhängigen  reellen  Variable  t  sind, 
sodafs  die  Gleichung  schlielslich  die  Form  eriiält: 

*  -  *!  (0  ^  +  *i  (0  ^  -f-  ^  (0  ^  =  5  (0. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  unterscheidet  sich  von  der  voretehenden  nur 
dadurch,  dais  x  als  Funktion  zweier  Variablen  u  und  v  erscheint  —  Die 
Bezeichnungsweisen  sind  die  der  Ausdehnungslehre,  in  der  Terminologie  folgt 
der  Verfasser  zum  Teil  Hamilton,  auch  Burali- Forti.  Doch  sind  aodh 
Ausdrücke  anderer  Autoren  nicht  unerwähnt  gelassen.  Ebenso  fflUt  <8 
nicht  an  sachlichen  Hinweisen  auf  verwandte  Untersuchungen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  werden  im  ersten  Kapitel  der  Arbeit  die 
Baumkurven  behandelt,  die  Gleichungen  der  Tangente,  der  Normalebene, 
Schmiegungsebene  und  HAuptnormale  aufgestellt.  Hier  wie  in  der  darauf- 
folgenden Krümmungstheorie  stimmen  Methoden  und  Besultate  im  wesent- 
lichen mit  denen  von  Grafsmann  Qberein.  Jedoch  beschränkt  sich  Fehr 
mehr  auf  d&&  Hauptsächlichste  und  f&gt  andrerseits  noch  einen  Abschnitt 
über  die  dritte  Krümmung  mit  der  Lancretschen  Formel,  betreffend  den 
Zusammenhang  der  drei  Krümmungen,  hinzu.  —  Das  zweite  Kapitel  bringt 
die  Elemente  der  Flächentheorie,  ebenfalls  in  da*  Hauptsache  in  übernn* 
Stimmung  mit  Grafsmann  Nach  Delinition  der  krummlinigen  Koordinaten 
M  und  V  werden  die  Ausdrücke  für  das  Linien-  und  das  Fl&chenelement 
Bufgestellt.  Durch  Einführung  der  Tangentenstrecken  /«  und  l,  mu  die 
atenkurven  (u)  und  ((-)  wird  b«i  der  Darstellung  der  Fundamental- 
iehungen  erster  und  zweiter  Ordnung  eine  wesentliche  VereinfitfkaBg 
ielu     Es  wird  ferner  der  Winkel  einer  Kurve  mit  den  Koordinatenkmrsn 
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und  die  Bedingung  der  Orthogonalkurven  bestimmt.  Aiifserdem  wird 
Netze  der  isothermischen  Kurven  eine  kurze  Betrachtung  gewidmet  und  g^ 
zeigt.,  wie  die  ersten  Ahleitungen  der  Neigungsstr(»cke  1^  in  Punktion  der 
ersten  Ableitungen  von  r  dargestellt  werden  können.  —  Das  dritte  Kapit«] 
heschiftigt  sich  mit  der  Krümmung  der  auf  einer  Fläche  gezogenen  Linien. 
Es  wird  der  Satz  von  Meusnier  abgeleitet  (etwas  abweichend  von  Grafi- 
mann),  sodann  die  Ausdrücke  für  die  Krümmung  der  Hauptschnitte  oebct 
den  Haoptrichtungeu  und  Hauptkrümuiungsradien,  endlich  die  Eulersdi» 
Formel  «uf  y.woi  verschiedenen  Wegen.  —  Das  vie7-te  Kapitel  handelt  tou 
der  Krümmung  der  Flächen.  Die  allgemeinen  Fonneln  der  totaJen  Kröm- 
mung  werden  auf  eine  Regelfläche  angewendet,  die  mittlere  Krümmung 
führt  zum  Begriff  der  Minimaltiäehen.  Hinzugefügt  ist  ein  Absclinitt  über 
die  sogenannte  mittlere  quadratische  Ki-ilmnmng  C^„  deren  Begriff  von 
Casorati  eingeführt  wurde,  und  die  mit  der  totalen  Krümmung  Ci  und 
der  mittleren  C^  durch  die  einfache  Formel  zusammenhängt: 

ci  =  Uo,  +  c.). 

Im  letzten  Kapitel  werden  die  wichtigsten  Linien  auf  einer  Fläche  unter- 
sucht. Der  Verfasser  geht  von  dera  konjugierten  System  aus  und  behandelt 
die  Krümraungslinien  als  Spezialfall  der  konjugierten,  nilmlich  unter  in 
Annahme,  dafs  die  letzteren  ein  orthogonales  System  bilden,  während  Orafs- 
mann  den  umgekehrten  Weg  einschla-gt.  Es  werden  dann  unter  Vonn»- 
setzung  von  Krümmungslinien  als  Koordinatenkurven  noch  weiter  verein- 
fachte Ausdrücke  für  die  Krümmungsradien  imd  die  Ki-ttmmungen  ein« 
Fläche  gegeben,  woran  sich  das  Dupinsche  Theorem  schliefst.  Es  folgen 
die  asymptotischen  und  geodätischen  Linien  nebst  einem  Schlufsabsehnitt 
über  die  geodätische  Krümmung. 

Im  Vergleich  mit  der  Grafsmannschen  Arbeit  ist  die  vor!ieg«odf 
vielfach  kürzer  gefafst,  weist  auch  gelegentlich  auf  die  ausführlicheren  Dar- 
legungen jener  Arbeit  hin  und  geht  endlich  inhaltlich  weniger  ins  Einzelne, 
fügt  aber  einiges  Neue  hinzu.  Neben  allen  den  unvermeidlichen  überna- 
stiramunfen,  die  sich  aus  der  Gleichheit  des  Stoffes  und  der  Methode  er- 
geben, zeigt  die  Feh r sehe  Arbeit  doch  sowohl  in  der  Anordnung  des  Stoff» 
wie  in  der  Behandlungsweise  ein  ausreichend  originelles  Gepräge,  ran  ftr 
ihr  Studium  auch  bei  demjenigen  Leser  Interesse  zu  wecken,  der  dif 
Grafsmannsche  Arbeit  bereits  kennt. 


Hagen  i.  W. 


V.    SCHJJCGC 


T,  filein  und  E,  Rlecke.    tJber  angewandte  Mathematik  und  Phyak 

in  ihrer  Bedeutung  für  den  Unterricht  an  den  höheren  Schulen.  Vortrift 
gehalten  in  Göttingen,  Ostern  1900,  bei  Gelegenheit  des  Ferienkurw* 
Mit  einem  Wiederabdruck  verschiedener  einschlägiger  Aufsatze  tw 
F.  Klein.  Mit  84  Tertüguren.  Leipzig  und  Berlin  1900.  B.  G.  Tenbair. 
VH,  252  S. 

Die  Herausgeber  haben  in  einem  Vorworte  die  Fragen  näher  bestuiunt, 
auf  welche  die  Mehrzahl  der  Ostern  1900  von  den  Göttinger  Profesw»« 
der  Mathematik  und  Physik  abgehaltenen  Ferienkurse  die  Antwort  erteil" 
sollten.     Sie    lauten:    Was    sind    angewandte    Mathematik    und    Physik  J» 
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Sinne  der  neuen  Pröfon^rsordnimg,  nnd  was  bedeuten  sie  för  die  höheren 
Schulen?  Wie  kann  der  Lehrer  sich  nötigenfalls  durch  Selbstunterricht 
die  erforderlichen  Kenntnisse  erwerben?  Wie  andererseits  sind  mit  Rück- 
sicht auf  das  Bedürfnis  der  Schalen  wie  der  Wissenschaft  überhaupt  unsere 
bezüglichen  üniversitätseinrichtungen  zu  ergänzen?  In  einem  Nachworte 
haben  alsdann  die  Herausgeber  von  den  Gegnern  gesprochen,  welche  teils 
an  Universitäten,  teils  an  technischen  Hochscholen  den  durch  sie  in  Göttingen 
geschaffenen  Einrichtungen  erwachsen  sind.  Man  sieht  daraus,  dafe  es  recht 
eigentliche  Orationes  pro  domo  waren,  welche  damals  gehalten  wurden, 
welche  jetzt  im  Drucke  vereinigt  sind,  und  wer  noch  zweifelhaft  wftre, 
dem  würden  die  in  den  gleichen  Band  aufgenommenen  Vorträge  nnd  Auf- 
sätze des  Herrn  Klein  über  die  Wiedereinfugung  in  den  Lehrpinn  der 
Universität  von  Dingen,  welche  seit  kaum  einem  Jahrhundert  sich  aus  üjra 
abgezweigt  haben,  insoweit  sie  damals  schon  vorhanden  waren,  Gewifsheit 
geben.  Ein  in  einer  bestimmten  Richtung  belehrender,  naturgemSDi  etwas 
polemischer  Zweck  lag  mithin  den  Vortragen  zu  Grunde,  wenn  auch  die 
Form  der  Polemik  durchweg  vermieden,  dort  wo  sie  im  Anhange  früher 
vorhanden  gewesen,  wesentlich  gemildert  erscheint. 

S&mtliche  Vortrage  sind  aber  auch  an  und  für  sich  belehrend,  und 
es  wül  uns  dem  Charakter  unserer  gewöhnlichen  Berichterstattung  eni- 
^rechend  erscheinen,  in  diesem  Sinne  auf  deren  Inhalt  aufrnerksam  zn 
Boaiclien. 

1.  Zur  Geschichte  des  physikalischen  Institutes  und  des  physikalischen 
Unterrichtes  an  der  Universität  Göttingen.  Von  Ed.  Riecke.  Eine  fesselnde 
Darstellung  der  wechselvoDen  Schicksale  dieses  Lehrzweiges  entrollt  sich. 
Segner,  Kästner,  Tobias  Mayer,  Vater  k  Sohn,  Lichtenberg, 
Wilhelm  Weber  sind  die  bekanntesten  auftretenden  Namen. 

2-  Allgemeines  über  angewandte  Mathematik.  Von  F.  Klein.  Der 
Lehrplan,  welcher  den  Göttinger  Vorlesungen  för  mathematische  Lehramts- 
kandidaten zu  Grunde  liegt,  ist  entwickelt.  Als  Endriel  wird  angestrebt, 
durch  Zusammenwirken  des  LehrerkoUegioms  die  Allseitigkeit  nutzbar  zo 
machen,  die  ein  G aufs  scjuiftstellerisch  vereinigte,  wenn  er  aoeh  verschni&lite, 
sie  als  Lehrer  zu  bethatigeo. 

3.  Über  tedmische  Mechanik.  Von  F.  Klein.  Die  technische  Mecha- 
nik wird  im  Gegensätze  zu  der  reinen,  theoretischen,  oder  wie  der  Vor- 
tragende sie  nennt,  zu  der  klassiaehen  Mechanik  gestellt.  Bewegung»^ 
eradieinongen  ungemein  verwickelter  Art,  deren  Ursprung  vieUacfa  mir 
AiBgeDtaft  bekannt  ist,  werden  studiert.  Dieser  Eigenart  der  Aufgabe 
sntepriciit  eine    Eigenart   der   Behandlnog.      Man   sodit    nicht    die    walue, 

'  UMidegtt  nur  ^e  von  der  wahrm  so  wenig  als  m(Sglidi  abweichende  LStings 
BiAB  sadii  sie  aof  dem  Wege  dar  Annäherung;  man  bedient  sieb  dsshalb 
elgeflis  ni  dSiesem  Zwecke  erfmidener,  insbesondeo«  gnpbiseber  MeUiodeB. 
Gfvde  die  Enbuntng  solcher  Metboden  und  die  AuiAeidung  de«  ta  erstor 

,  AaDKihaxakg   sn  VenacUisägenden    bat  der   eigentliche    Mitiwwliknr    sn 

MWvSD. 

4.  Über  danteUeBde  Oeanetrie.  Von  Fr.  SebilHng.  Ab  mm  SOak- 
dening  der  Lefarasittd  imd  LcbnCarae  ffir  den  ünienidit  in  dirtlelicndsr 
OecNDMlm  knOpft  sieb   in  Gestalt   der  ÜbsnohrifleB   voa  36   Pangtapbea 

Gerippe  des  Ldogaagea  asibst. 
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5.  Eiafahrimg  in  die  Geodäsie.  Von  E.  Wiechert.  Eine  ziemlich 
ausfüiirlielie  Beschreibung  einfacher  feldmesserischer  Hilfsmittel  und  der 
damit  za  lösenden  Aufgaben  setzt  den  Leser  in  den  Stand,  lehrend  auf 
diesem  Gebiete  zu  wirken,  vorausgesetzt  allerdings,  dafs  er  das  Können  sich 
aneigne,  welches  bei  Benutzung  der  beschriebenen  Vorrichtungen  weit  wich- 
tiger als  das  Kennen  ist. 

6.  Über  Versieherungsmathematik,  Von  G.  Bohl  mann.  Der  Vo^ 
tragende  erörterte  besonders  eingebend  die  Anfertigung  von  Sterblichkeite- 
tafeln  unter  Berücksichtigung  der  vrichtigen,  allerdings  auch  etwas  schwi*- 
rigen  Arbeiten  von  Knapp  und  von  Lexis, 

7.  Über  Würmekraftmaschinen.  Von  Eug.  Meyer.  Als  Hauptinhalt 
dürfen  wir  die  Angabe  der  bei  solchen  Maschinen  erzielten  thatsächlichen 
Wii'kung  im   Gegensätze   zur   reehnungsmüfsig  möglichen    Wirkung  nennen. 

8.  Über  Elektrotechnik.  Von  Th.  Des  Coudres.  Die  Überschrifl« 
der  nur  wenig  mit  einander  in  notwendigem  Zusanmienhange  stehendwi 
Unterabteilungen  sind:  das  magnetische  Feld,  das  Ohmsche  Gresetz,  Dynamo- 
charakteristiken, Temperaturgleicbgewicht  der  Matschinen,  wirtschaftlich« 
Querschnitt  imd  rentable  Spannung,  Wechselstrom,  die  Göttinger  elektrische 
Centrale. 

Dieses  sind  die  dem  Drucke  übergebenen  Vorlesungen  aus  dem  F^ritn* 
kurse.  Der  Anhang  vereinigt  folgende  vier  Arbeiten  von  F.  Klein.  1.  übo" 
den  Plan  eines  physikalisch-technischen  Instituts  an  der  Universität  Göttingw 
(1895).  2.  Die  Anforderungen  der  Ingenieure  und  die  Ausbildung  dw 
mathematischen  Lehramtskandidaten  flHBö).  3,  Fniversität  und  techniscbp 
Hochschule  (1898).  4.  (Tlier  die  Neueinrichtungen  für  Elektrotechnik  oad 
allgemeine  technische  Physik  an  der  Universität  Göttingen  (1899). 

Heidelberg.  M.  Cantos. 

Balten  Netto.  Vorlesungen  über  Algebra.  In  zwei  Bänden.  Zweiter 
Band.  XH  -f~  ^1^  Seiten  mit  eingedruckten  Holzschnitten.  Leipng 
1900,  Teubner. 

Mit  dem  jüngst  erschienenen  zweiten  Bande  kommt  das  grofse  Algebr»- 
werk  des  als  Kenner  und  Forscher  der  Algebra  gleich  hochgeachteten  H«rra 
Verfassers  zum  Abscblufs.    Der  erste  Band,  der  1896  erschienen  ist,  wuri? 
in  der  historisch-litterarischen  Abteilung  der  Zeitschrift  für  MathematiV  oiifi 
Physik,   Bd.   43,    angezeigt   und    gewürdigt.      Der   vorliegende    zweite  Baad 
schliefst  sich  methodisch  und  sachlich  eng  an  den  ersten  an.     Herr  N«ttfl 
zeigt  sich  in  Ansehung   der  Methode   auch   hier   als  überzeugter  Pnrl 
behandelt  die   ,,Algebra"   mit   möglichst    rein   und   ausführlich    entw. 
„algebraischen"   Methoden.      Unentbehi'Hch    war    scbliefslich    nur   die  Hixir» 
nähme    der   Gruppentheorie.      Die    geometrischen    Entwickelungen    Ober  '1» 
Wendepunkte  der  Kurven  dritter  Ordnung  haben   nur   den  Charakter  eu»«* 
heiläufigen     Beispiels,    und    die    Untersuchungen    S.    374    flf.,    algebraisd»» 
Zahlen  betreffend,    vermeiden    arithmetische   Gesichtspunkte    fast   ganz,    rn» 
so  ausgiebiger   kommt  die  eigentliche  Algebra  in  Herrn  Nettos  Werk  f^ 
Geltung,  und  es  eröffnet  sich  namentlich  auch  ein  übei-sichtlicher  Blick  fiW 
die  weit  verzweigte  algebraische  Litteratur.      Tu  der  That  dürften  die  viel' 
seitigen  litterarischen  Angaben  des  Verfassers,  welche  durch  ein  am  Schla»» 


(Be  ToAemagm  33  kis  47  «Bfüi*,  ö*  wo 
gelegt,  da&  kos  iiguiil  ««HMfüch«'  Zweig 
BuMigt  geWebcB  igt.     Dar  Lmt  fadet  Uv  d» 
R«6iihaain  «ad  Efiauuftn,  £•  : 
C»yley-SjlTeat«r,  d« 

_  KroBceker  i 

nmg^  iUt  Sturmi 
aoMitale  SUm  n»  Hilbert,   dafii 
nUigen   F^aktioB  der  (v  4*  ")  TsrnkiB  -it^  ^^ 
den  letalea  •  TembclB  ücte  nkhe 

^»  ^^ 

1» 
8cUnw    dM    erstes 

GleüAmigai  iMoweit  üoHfeflArt,  d^  dk  ijlfiw^W« 
Abeleebea 
werac&^     Mi^K  SBcr  Mrigt  im 

wobei  der  KoatButt  halber  die  A¥«l 
Kacb  aDgeMBBM  Betnebtagea  «ber  dtt 
MNtitiiüooeB,    fmvie    Aber    eHiniaMde    end    erh 
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wo  der  binäre  Fall  wegen  seiner  Anwendungen  im  Gebiete  der  elliptisclMD 
Funktionen  besonders  int^reasant  ist.  Demnächst,  greifen  algebraische  Ent 
Wickelungen  über  die  zu  den  einzelnen  Untergruppen  gehörenden  Funktioni?D' 
gattungen,  fiher  R^^solventenbildung  u.  s.  w.  mit  dem  weiteren  gmppea- 
theoretischen  Ausbau  die  Komposition  der  Gruppen,  die  Galoissche  Gn^ 
einer  Gleichungj  die  Transitivität  und  Primitivität  u.  s.  w.  betreffend  lo 
einander.  Ehe  die  Anwendimg  der  Gruppentheorie  zur  Gewimning  d«f 
fundamentalen  Theoreme  über  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen,  über 
auflösbare  Gleichungen  von  Primzahlgrad  u.  s.  w.  behandelt  werden,  sin«! 
in  einer  besonderen  Vorlesung  die  Begriffe  des  Rationalitätsbereiches,  d» 
Gattungsbereiches,  der  Adjunktion  von  natüi-licben,  bez.  accessorischen  hrt- 
tionalitäten  u.  .'^.  w.  zu  entwickeln.  Mit  den  alsdann  folgenden  Slfaen 
über  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen  erreicht  die  Darstellung  ihren 
Höhepunkt.  Als  Anwendungen  werden  einmal  die  beim  Problem  der 
Wendepunkte  einer  Kurve  dritter  Ordnung  auftretenden  Gleichungen  behtn- 
deit,  andererseits  sind  die  beiden  letzten  Vorlesungen  den  algebraisch  auf- 
lösbaren Gleichungen  fünften  Grades  und  der  allgemeinen  Gleichung  dieses 
Grades  gewidmet. 

Bei  der  ersch()pfenden  Art,  mit  welcher  der  Herr  Verfasser  tem 
Gegenstände  zu  behandeln  pflegt,  war  es  ihm  «mnöglich,  ohne  weit  mdir 
Raum  zu  brauchen,  alle  mit  dem  letzten  Abschnitt  in  Berührung  stehenden 
neueren  Untersuchungen  anderer  Algebraforscher  zur  Darstellimg  tn  bringwi. 
Indessen  besteht  nach  einer  Andeutung  des  Verfassers  die  Hoffnung,  dafs  «r 
in  dieser  Hinsicht  bei  anderer  Gelegenheit  noch  eine  Ergänzung  nachf(J^ 
lassen  wird. 


Braunschweig. 


Fbico. 


Le  Perspecteur.     Appareil  invente  par  Ch.  V,  Ziegler.    Geneve. 
R.  Burkhardt.     1899.     14  S. 

Es  giebt  manche  Apparate,  mit  denen  aus  Grund-  und  Aufrifs  eM 
spektivisches  Bild  gezeichnet  werden  kann.  Zu  den  einfachsten  gehört 
der  „Perspecteur**,  und  deshalb  machen  wir  hier  auf  denselben  aufinerksaffl. 
Derselbe  gleicht  einem  Zirkel,  durch  dessen  Kopf  C  auTser  den  2  Armen 
noch  eine  fest«  Stange  geht.  Die  Anne  können  bei  der  gleichzeitigen  Br 
wegung  stets  so  eingestellt  werden,  dafs  ihr  Winket  durch  die  fest«  Stange 
halbiert  wird.  Ist  dann  C  das  Projektionszentrum  (Äuge),  und  durchläuft 
die  Spitze  des  einen  Armes  (le  directeur)  eine  Figur  (Gnindrifs,  Fac«*le 
etc.),  so  zeichnet  der  andere  Arm  (le  traceur)  auf  jede  beliebige  Ebene 
perspektivische  Bild.  Zum  praktischen  Gebrauche  sind  mit  dem  Äp| 
noch  3  Ebenen  in  Verbindung  gebracht,  welche  leicht  als  Grundrifeebei 
Amfirifsebene  und  perspektivische  Bildebene  eingestellt  werden  können 

Besonders  bequem  ge.staltet   sich  die  Anwendung  des  Apparates, 
aus    den    Höhenkurven    einer*  Karte    das   Panorama   in    Vogelperspekti 
zeichnet  werden  soll.     Diese  Aufgabe  fuhrt«  den   Erfinder  zur  Koi 
des   Apparates.      Er  läfst   sich   aber   auch   zur   Herstellung    von  arcluw 
nischen  Perspektivbildern  benutzen. 

Zürich.  Christian  Bbtil. 


ra/fwie 
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metrie  zu  nennen,  und  ist  dabei  immer  in  eine  gewisse  Verlegenheit  gekommen; 
gerade  deshalb  begrülst  er  mit  besonderer  Freude  das  vorliegende  Wea-If, 
dessen  Verfasser,  ein  langjähriger,  bewährter  und  beliebter  Dozent  der  Char- 
lottenburger Hochschule,  es  verstanden  hat»  in  seinem  Buche  den  frischen 
lebendigen  Stil  des  mündlichen  Vortrages  festzuhalten;  die  Probleme  werden 
nicht  blüfs  gelöst,  sondern  es  werden  auch  genau  die  Schwierigkeiten  herra^ 
gehoben,  die  KHppen,  an  denen  der  Anfänger  scheitern  kann.  Die  Element«  sind 
musterhaft  klar  und  breit  dargestellt,  nirgends  aber  wird  dem  Leser  das  eigeM 
Nachdenken  gespart  ^  auch  bei  den  einfachsten  Dingen  werden  die  BeziehungeTi 
zu  tiefer  liegenden  Fragen  aufgedeckt  und  angeregt.  Jedem  Paragraphen 
sind  einige  Übungsaufgaben  angehängt;  ihre  Lösung  erfordert  nicht  bloli 
genaues  Verständnis,  sondern  meist  auch  längere,  algebraische  oder  numeriiche 
Rechnungen;  im  Anhang  sind  die  Lösungen  in  knapper  Form  mitgeteilt 
Einige  Angaben  über  den  Umfang  des  Stoffes  mögen  das  Gesagte  erg&nien 
und  bestätigen. 

Im   ersten  Abschnitt  (§  1 — 5)   finden    wir  zunächst  die  Geometrie  der 
geraden  Linie   und   des  Strahlen büschels;    die   ganz  ausführliche  Behandlung 
des   DoppelverbältnissbS    und    der    linearen    Substitutionen    wird    alsdann  ffir 
Perspektive,    projektive    und    involntorische    Beziehungen    verwertet.     Daw 
erst   kommen   die  Koordinatensysteme,   die   Transformationsformeln  und  dil 
GnmJaufgaben  der  analytischen  Geometrie  zur  Erledigung.     Der  zweite 
schnitt  (§  6 — ll)  erläutert  die  Beziehungen  zwischen  Kurve  imd  Glei 
austMrlich  an  gut  gewählten  Beispielen,  die  historisch  oder  technisch  in 
sind;   es   folgt   die   Parameter-Darstellung,    die    Einteilung   der  Kurven, 
die  verschiedenen  Formen  der  Gleichung  der  geraden  Linie  knüpft  sich  djc 
Einführung  der  Linienkoordinaten;  die  Methode  der  abgekürzten  Bezeicbu^j: 
wird   u.  a.    auf  die  Konfiguration    von  Perspektiven   Dreiecken    angewendti 
Der  dritte   Abschnitt   (§  12—18)    behandelt    Kreis    und    Kreisbüschel,  ^ 
wichtigsten  spezieUen  Eigenschaften  und  Erzeugungsarten  der  Kegelschnitte 
die  Diskussion   der   allgemeinen  Gleichung   zweiten  Grades,    ihre  AuSDfthBl^ 
fUlle  und  einige  numerische  Beispiele.    Der  vierte  Abschnitt  endlich  (§  19— -ö' 
giebt   eine  Reihe  von  Ergänzungen;    er   beginnt  mit  dem  Transversalen-Sit^ 
imd  den  Sätzen  von  Pascal  und  Brianchon;    nach  einer  DarsteUung  •i''^ 
Determinantenlehre  folgt  die  Einführung  homogener  Koordinaten,  die  Theon' 
von  Pol  und  Polare  und  zwar  auf  quadratische  und  bilineare  Formen  geitflö^ 
die    projektiven    Erzeugungen     der    Kegelschnitte,    Kegelschmttboschel  ^ 
Schar,  Abbildungen  und  geometrische  Verwandtschaften. 

Berlin.  Richard  Müller. 

F,  Klein.     Über  die  Keueinricbtung  für  Elektrotechnik  und  ti^ 

meine  techniaohc  Physik  an  der  Universität  Göttingen.    Mit«"»' 

Antwort  auf  die  von  Prof,  Siaby  in  der  Sitzung  des  prt'ufsiscben  HeiT«' 

hauses  vom  30.  März  IHOO  gehaltene  Rede.    Leipzig  lyOO,  B.  G.  TeuW^ 

23  S. 

Universität    und    technische  Hochschule    waren    einst,    insbt'sonder«  ^ 

Deutschland»  Bildungsstätten  durchaus  verschiedeuer  Natur.    Die  VorbiM««* 

ihrer  Zöglinge  war  eine  verschiedene,  und  verschiedeu   war,  wie  der  Z»** 

auch  der  Inhalt   des    dort  Gelehi'ten,     Die  technische   Hochschule  w«  «*> 
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I  wir  nicht  sehr  irren,  welche  den  Gegensatz  zuerst  cinigermarsen  aus 
Wege  räumte,  indem  sie  die  wenigstens  teilweise  Ausbildung  von  Mittel- 
lehrem  auf  ihr  Progi-aimn  setzte  und,  um  dieser  Aufgabe  gerecht  zu 
3n,  Vorlesungen  halten  liers,  au  denen  kaum  je  andere  Zuhörer  als 
3,  die  sich  dem  Lebrfache  widmen  wollten,  teilnahmen.  Wir  erinnern 
liebt,  dafs  die  Universitiiten  versucbt  bätten,  dem  entgegenzutreten.  Nun 
lie  Universität  Oöttingen  ihrerseits  einen  entsprechenden  Schritt  gewagt 
Uli  Eioricbtungen  getroifen,  und  jiwar  unter  Autwendung  reicher  Privat- 
1  getroffen,  welche  es  iliren  Studierenden  ermöglicht,  Elektrotechnik  und 
aieine  technische  Physik  theoretisch  und  praktisch  zu  erlernen,  ohne  die 
jrsitat  zu  verlassen.  Alsbald  wurde  wenigstens  von  Seiten  einzelner 
>r  an  technisch en  Hocbscbulen  lebhal'ter  Widerspruch  erhoben.  Herr  Felix 
n  hat  in  der  uns  vorliegenden  Broschüre  die  Antwort  auf  diesen  Wider- 
fa  erteilt,  wie  es  sein  Recht,  wir  möchten  fast  sagen  seine  Pflicht  war; 

nur  durch  seinen  in  alle  in  Betracht  kommenden  Schichten  tief  ein- 
mden  Einflufs  ist  der  Göttinger  Versuch  mögticb  geworden.  Was  aus 
JD  Versuche  schiielslich  wird,  das  ist  eine  ganz  andere  Frage,  und  wir 
B  es  nicht,  den  Schleier  der  Zukunft  lüften  zu  wollen.  Wird  es  mög- 
■eki,  föLr  längere  Dauer  Frivatraittel  wie  seither  flüssig  zu  machen? 
der   Staat   mit   Rücksicht   auf  erzielte    Erfolge   vor   den    llifs   treten? 

er  es  können,   wenn    etwa    in  dem  kleinen  Grofsherzogtum  Baden  die 
kl  vorhandenen  Universitäten  auf  ähnhche  Erweitenmg  ihrer  Anstalten, 

Lehrkräfte  Anspruch  erheben,    während   zugleich   die  technische   Hoch- 
fi  in  Karlsruhe  mit  Recht  verlangt,   in    dea    ihr  nötigen  Zuwendungen 

verkürzt  zu  werden?     Wird  einzig  Göttingen   ausersehen   bleiben,   die 
dich  zur  Geltung   gebrachte   Doppelrolle   weiter   zu   spielen?     Das  sind 
jlfragen,  in  welche    die    oben    gestellte  Frage,  deren  Beantwortung  wir 
figerten,  serfWt,  und  welche  sieh  leicht  vermehren  liefsen. 
Heidelberg.  M.  Cantob. 

Sauerheek.  Lehrbuch  der  Stereometrie  nebst  sabireicihen 
hsungea  und  einem  Abschnitt  über  Kry&tallographie.  Stuttgart 
.900.     A.      Bergsträrser.      :in    S.     M.  t>. 

Die  Stereometrie  gehört  zu  den  schwierigeren  UnterricbtsgegenBt&ndeii 
Ijumasium.  Die  vorliegende  Arbeit  ist  ein  ausgezeichneter  Wegweiser, 
SÜe  mannigfachen  Schwierigkeiten  zu  überwinden.  Sie  tritt  den  be- 
ten Lehrbüchern  von  Haack,  Mar  tu  s  und  Schwering  ebenbürtig  an 
Seite. 

Der  Verf.  geht  von  dem  Gesichtspunkt  aus,  „das  vielfach  in  neuester 
sn  Gunsten  der  algebraischen  Rechnung  zurückgedrängte  geometrische 
Bnt  wieder  mehr  zur  Geltung  zu  bringen;  denn  die  Hauptaufgabe  der 
«Ometrie  ist  und  bleibt  die  Pflege  räumlicher  Anschauung". 
3)as  Lehrbuch  umfasst  7  Abschnitte.  In  den  di'ei  ersten  (S.  1 — 59) 
en  die  allgemeinen  und  besonderen  Lagenverhältniäse  von  Punkt,  Gerade 
Ebene  besprochen.  Hier  wird  u.  a.  das  Dualitätsprinzip  (der  Verf. 
bt  vom  „Gesetz"  der  Dualität;  dieser  Ausdruck  ist  wohl  nicht  ganz 
»kt,  da  sich  das  Duaiitätsprinzip  doch  nicht  beweisen  lärst)  erörtert  und 
Ählreicbe  Beispiele  angewendet,  feraer  der  Desarguessche  Satz  herange- 
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lOgen,  der  überhaupt  für  eine  Emfiikning  in  die  Raumanscbauung  besonders 
geeignet  ist,  und  im  ÄnscMiifs  an  Monges  Geometrie  descnptive  wird  eine 
Einleitung  in  die  Metboden  der  darstellenden  Geometrie  gegeben-  Wie  in 
allen  Teilen  der  Arbeit,  so  findet  sich  auch  hier  eine  Fülle  von  Beispielen 
und  Aufgaben. 

Der  vierte  Abschnitt  (S.  59 — 84)  bandelt  von  den  natürlich  ?or 
kommenden  Vielfläcbnem,  den  Krystallen.  Gegenstand  des  fünften  Ab* 
ßclmitts  sind  die  Beziehungen  der  Kugel  zu  ihrem  Zentralstrahlenbündel,  wo* 
bei  u.  a.  das  Dreikant  und  die  Geometiäe  auf  der  Kugel  untersucht  werden. 
Der  sechste  Abschnitt  besehUftigt  sich  mit  den  TJmdrebungsflächen.  Hier 
werden  u.  a.  die  Schnitte  des  Kreiseylinders  und  Ki'eiskegels  eingehend  be- 
trachtet und  femer  die  bekanntesten  Abbildungen  der  Kugel  dargelegt 
Der  letzte  Abschnitt,  enthält  Berechnungen  von  Oberfl&chen  und  Baum- 
Inhalten  von  Körpern,  insbesondere  auch  Aufgaben  über  Mazima  und  Miniioi. 
Hervorzuheben  sind  hier  das  delische  Problem,  w^o  die  von  Archjtas  und 
Menächmus  herrührenden  Lösungen  eines  besonderen  Falles  und  die  allg^ 
meine  Lösung  mittels  der  Wende-  und  Neil  sehen  Parabel  eingehend  be- 
sprochen werden,  femer  das  Cavalterische  Prinzip  (der  Verf.  spricht  Tom 
„Satz"  des  Cavalieri,  obwohl  sich  derselbe  bekanntlich  nicht  beweisen  Uftt) 
und  die  Simpson  sehen  Körper  ^  welche  die  Eigenschaft  haben,  daTs  sich 
der  Inhalt  einer  zur  Grundfläche  parallelen  Schnitttiäcbe  durch  eine  g»ta$ 
rationale  Funktion  von  höchstens  drittem  Grade  des  Abstandes  darstellen  lilkt 


Berlin. 


£.  JjLasoL 


M,    Brückner,     Vieleck©    und    Vielflaclie.      Theorie    und    Geschieht*. 
Leipzig  1900.     B.   G.  Teubner.     227  Ö. 

Seitdem  durch  Ohr.  Wiener  in  seiner  klassischen  Schrift  ,,Cber  Vifi- 
ecke  und  Vielflacbe"  die  Theorie  der  regelmäfsigeu  Polygone  und  FoljedCT 
höherer  Art  zum  Absehluls  gebracht  worden  ist^  hat  die  Lehre  von  d<i» 
durch  Gerade  und  Ebenen  begrenzten  Gebilden  bedeutende  Fortschritte  luf- 
zuweisen.  Einerseits  handelt  es  sich  dabei  um  das  noch  heute  ungelöst« 
Problem,  sämtliche  von  einer  bestimmten  Anzahl  Flächen  begrenzten  Vi<l- 
flache  zu  bestimmen,  ein  Problem,  das  Herr  V.  Eber  bar  dt  zu  einem  ?or 
läufigen  Abscblufs  gebracht  hat. 

Andererseits  haben  die  Untersuchungen  besondere  Vielecke  und  VioJ- 
flache  zum  Gegenstand ^  die  als  gleieheckige ,  gleichkantige,  gleichflftcbi|fe 
u.  s.  w.  bezeichnet  werden. 

Auf  Giiind  der  Originalarbeiten  stellt  der  Verf.  die  Theorie  der  Viel- 
ecke und  Vielflache  und  die  Hauptzüge  ihrer  geschichtlichen  Entwickeiunc 
im  Zusammenhang  dar^  wobei  er  Wert  daraui'  legt,  mit  möghcbster  Sa- 
schauJichkeit  in  die  wichtigsten  Probleme  einzuführen  und  Lücken  *• 
kennen  zu  lassen,  die  ihrer  Ausführung  noch  harren. 

Der  Stoö"  ist  in  sechs  Abschnitte  gegliedert:  A.  Allgemeine  Thew» 
der  Vielecke.  B.  Besondere  Vielecke.  C.  Allgemeine  Theorie  der  ViflÄ«fc* 
D.  Theorie  der  Eulerschen  Vielflache-  E.  Die  besonderen  Eulerscbcn  Virf- 
flnche.     F.  Die   besonderen  Vieltlachp  höherer  Art. 

Jeder  dieser  Abschnitte  enthtilt  längere  historische  Bemerlnin^on  ^""^ 
hohem  Interesse.     Äufserdem  sind   neben   deu  zahlreichen  Figuren  ii»  Tei: 
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7  lithographierte  und  5  Lichtdruck-Doppeltafeln  beigegeben,  um  eine  mög- 
lichst ausgedehnte  Veranschaulichung  zu  erstreben.  Diese  Reproduktionen 
sind  nach  Modellen  ausgeführt,  welche  der  Verf.  hergestellt  hat. 

Das  hochinteressante   Werk   verdient   weiteste  Verbreitung    und  sollte 
in  der  Bibliothek  keiner  höheren  Lehranstalt  fehlen. 
I  Berlin.  E.  Jahmkb. 


V»  Enriques.    Questiöui  rignardanti  la  geometria  elementare  trattate 

da   U.  Amaldi,    G.  BGLToui,    L.  Bouola,   B.  Calö,   G.  Castelnuovo, 

A.  Conti«   B.  Daniele,   F.  Ünriques,   A.  Giaconüni,  A.  Gaarducci, 

Q.  Vitali«  raccolte  e   coordinate   da  F.  Enriquea.     Bologna  1900, 

,         N.  Zanichelli.     532  S. 

^H     Es    ist   eine  Sammlimg   von  Artikeln,    in   denen   die   Grundlagen    und 
^mdamentalprobleme  der  elementaren  Geometrie  besprochen  werden. 

Der  erste  Artikel,  dessen  Verfasser  der  Herausgeber  ist,  handelt  von 
der  wissenschaftlichen  und  didaktischen  Bedeutung  der  Fragen,  die  auf  die 
Prinzipien  der  Geometrie  Bezug  haben.  Im  besonderen  bilden  den  Gegen- 
stand von  Artikel  2 — 6:  die  verschiedenen  Definitionen  der  Geraden  und 
der  Ebene,  die  Verwendung  der  Kongruenz  und  der  Bewegung  sowie  der 
Stetigkeit  in  der  elementaren  Geometrie,  die  Theorie  der  Äquivalenz  und 
der  Parallelentheorie  sowie  die  nichteuklidische  Geometrie. 

Die  übrigen  Artikel  7  — 14  beschäftigen  sich  mit  bestimmten  Problemen 
der  Elementargeometrie,  nämlich  mit  den  verschiedenen  Methoden,  die 
bei  der  Lösung  geometrischer  Aufgaben  zur  Anwendung  konmaen,  mit  der 
Lösung  geometrischer  Aufgaben  sei  es  allein  mit  Hülfe  des  Zirkels,  sei  es 
mit  Hülfe  von  Zirkel  imd  Lineal,  mit  der  algebraischen  Auflösbarkeit  der 
Gleichungen  mittelst  Quadratwurzeln,  mit  der  Konstruktion  des  regulären 
Zehnecks,  mit  der  Würfelverdoppelung  und  Winkeldreiteilung  und  endlich 
mit  der  Quadratur  des  Kreises. 

Ref.  möchte  diese  Gelegenheit  benutzen,  um  auf  ein  interessantes  Ge- 
biet der  elementaren  Geometrie  hinzuweisen,  das  noch  wenig  verbreitet  sein 
dürfte,  das  aber,  vielleicht  mehr  als  mancher  der  obigen  Artikel,  verdiente 
durch    Aufnahme    in    eine    solche    Sammlung   weiteren    Kreisen    bekannt   zu 

C^     ,  ich  meine  die  von  E.  Lemoine  begründete  „Geometrographie*^^. 
Brlin.  E.  Jahnkb. 

nge  (1772)  und  Canchy  (1819).    Partielle  Bifferentialgleiohimgen 
erster   Ordnung,    herausgegeben   von   Gerb.    Kowalewski.      Leipzig 
1900,  Engelmann.     54  S.     (Ostwald's  Klassiker  Nr.  113.) 
Zahlreiche    Schriftsteller    haben   sich   in    zahlreichen  Abhandlungen  mit 
den  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  beschäftigt,   bevor  die 
Aufgabe   als  gelöst  betrachtet  werden  durfte.     Durch  Herrn  Kowalewski 
sind  zwei  dieser  Arbeiten  in  deutacber  Übersetzung  herausgegeben,  eine  von 
Lagrange   und   eine   von   Cauchy.     Jene   leistet«    die  Zuriickführung  auf 
lineare    partielle    Differentialgleichungen,    wenn    auch    zunächst    ohne    diese 
letzteren  zu   integrieren.     Diese   ging  von   dem   Falle   zweier  unabhängigen 
anderlichen   aus    und   suchte   bei  der  in  diesem  Falle  leichten  geometri- 

ArohiT  dar  U«th«maUk  ubd  ^hj^k,    lU.  S«Ui«.    U.  U 
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sehen  Deutung  eine  durch  eine  gegebene  Eurre  bindurcbgebende  Integnü- 
fliche  zu  gewinnen.  Herr  Kowalewski  zeigt  in  seinen  Zusätzen^  wie  die 
"Methode  Lagranges  von  Monge,  die  Cauchya  von  Lie  zur  Klarheit  und 
Anachauliclikeit  gebracht  wurde, 

Heidelberg. M.  Cantor. 


H,  Poincar^,     CinfSmatiqne   et  m^oanismes,   potentiel  et  nn 

des   fluidea.     Cours   professe    a  la  Sorbonne.     Redige  par  A.  G 
Paris  1900.     Carre  et  Naud.     385  S. 

Das  Werk  ist  aus  Vorlesungen  hervorgegangen,  die  der  be: 
Verfasser  an  der  Sorbonne  gehalten  hat.  Es  besteht  aus  zwei  Teilen,  dem 
erster  von  der  Kinematik  handelt  und  die  Theorie  der  wichügateo  Mecht* 
nismen  bringt,  wäbrend  der  zweite  das  Potential  und  die  Hydrodjiiaiiiik 
zum  Gegenstande  bat. 

Der  erste  Teil  ist  der  ungleich  interessantere,  er  enthält  eine  durchiui 
eigenartige  Darstellung  der  Kinematik.  Die  geometrischen  Methoden  tret€D 
im  allgemeinen  hinter  den  analytischen  zurück^  und  um  beiden  Richtungen  g»> 
recht  zu  werden^  kommt  vielfach  die  Vektorentheorie  zur  Anwendung.  Dies«T«r- 
leiht  gerade  dem  einleitenden  Kapitel  eine  bemerkenswerte  Klarheit  und  Elegtai 

Unter  den  Übergangsmechanismen  werden  mit  besonderer  Ansführlicli- 
keit  die  Zahnräder  behandelt  und  im  Anscblufs  das  schraubenförmige  G^ 
triebe  von  Hooke  und  White,  das  konische  Getriebe  und  das  CArdanisdie 
Gelenk,  welche  sämtlich  die  Kreisbewegung  wieder  in  eine  Kreisbewegnng 
umsetzen,  sodann  die  Pleuelstange^  der  Exeenter  und  der  Stephensonseftf 
Schieber,  welche  ihrerseits  die  Kreisbewegung  in  eine  hin-  und  hergehende 
geradlinige  umwandeln,  und  endlich  das  Wattsche  Parallelogramm,  welch« 
eine  hin-  und  hergehende  Kreisbewegung  in  eine  bin-  und  hergehende  g««i- 
linige  Bewegung  umsetzt. 

Im  ersten  Kapit-el  des  zweiten  Teiles  wird  der  Begriff  des  Kraftflua« 
eingeführt  und  in  seiner  Bedeutung  dargelegt;  das  zweite  Kapitel  bringt 
das  Green  sehe  Theorem  nebst  Anwendungen,  das  dritte  enthält  die  An- 
ziehung des  Ellipsoids.  Der  Verf.  bedient  sich  hier  der  elliptischen  Koor 
dinaten,  führt  die  korrespondierenden  Punkte  ebi  und  gelangt  zunächrt 
zur  Anziehung  einer  unendlich  dünnen  Ellipsoid-Schale  auf  einen  PodH 
Um  die  Anziehung  eines  Ellipsoids  auf  einen  äufseren  Punkt  zu  finto, 
leitet  der  Verf.  das  Ivorysche  Theorem  ab. 

Das  vierte  und  fünfte  Kapitel  behandeln  die  Hydrostatik  und  Hydro- 
dynamik, insbesondere  die  Gleichgewichtsbedingungen  schwinunender  Körper 
und  die  Helmholt zschen  Wirbel, 


Beriin. 


E,  Jahxke, 


Bemerk niig*  —  Die  in  Bd.  I  dieser  Zeitachrifl  S.  365  gedruckt«  Besprechiai: 
der  „Elemente  der  Stereometrie"  von  G.  Holzmüller  ist  ohne  Vondart 
de«  Referenten  veröffentlicht.  Nachdem  Herr  G.  Holzmüller  sein  genanntes  W«i 
aus  der  Sammlung  Schubert  herausgenommen  und  «elbständig  publiziert  h»0*, 
wurde  die  erwähnte  Besprechung  aeitens  de«  Referenten  zurückgeaogen.  VetJ^- 
druck  geschah  nur  infolge  eines  durch  den  Red aktions Wechsel  <^  Z«Üm^ 
begründeten  Vetiaehen«. 

BrauHBchweig.  Fucu. 


Vermisclitö  Mitteüungen. 


L  Aufgaben  und  Lelirsätze.    Lösimgen. 

A.  Aurg:abeii  und  Lehrsätze. 

K6.  Lorsqu'une  courbe  A  est  auscepüble  d'etre  decrite  par  points 
Qes  avec  la  regle  et  le  compas  et  qu'on  reut  placer  un  point  de  A^ 
ou  peut  le  faire  d'uB  nombre  infini  de  mameres  suiyant  les  donees  qua 
Ton  choisit  pour  determiner  la  courbe  et  smvant  les  teoremes  que  Ton 
aplique  pour  en  dednire  la  position  du  point. 

Le  co^tieient  de  simplicite  du  almbole  geometrografique  du  traee  le 
plus  simple  que  Von  trouve  pour  un  point  de  A  en  partant  de  certaines 
don^  qui  determinent  la  courbe»  sera  dit  la  simpUcU^  ponctuHe  de  A 
torespondant  ä  cts  don^es. 

Le  groupe  de  do&ees  qui  conduira  pour  placer  an  point  de  J.  a  la 
flimplicite  ponctuele  la  plus  pctite,  sera  dit  le  (fraitpe  giomitroQraßque  ponc- 
Uul  de  A  et  le  co^ücient  de  simplicite  de  ce  trace  le  ploa  simple,  sera 
dit:  la  simpUcitt  ponchUle  absolue  de  A. 

Pour  fixer  les  idees  auposons  qu'il  s'agisse  d'etudier  a  ce  point  de  vue 
le  plctcv  d'un  point  de  la  courbe  A  qui  serait  une  elipse.  A  peut  etre 
definie  en  grandeur  et  en  direetion  1*  par  Taxe  focul  et  les  foyers; 
2**  pur  5  points i  3**  par  un  axe  et  un  point;  4*^  par  un  fojer  et  3  points  etc.  etc. 
B  s'agit  d'etudier  la  simplicite  ponetude  de  l'elipse  corespondant  ä  chaque 
cas  de  doneeSy  de  trouver  le  groupe  geometrograßque  ponctud  de  l'elipse  et 
la  simpliciic  pondmle  absolue  de  cHe  courbe.  On  cherchera,  dans  tous  ce« 
cas,  la  simplicite  de  la  d^termination  de  n  points. 

Le  cbamp  d'etude  est  teoriquement  ülimite,  meme  pour  une  seule 
courbe;  mais  il  est  clair  que  l'interet  se  concentre  sur  les  cas  les  plus  usuels 
de  don^  et  sur  les  courbes  les  plus  conues.  De  nombreuses  questions 
penvent  se  grefer  sur  cele-ci;  par  eieraple:  un  point  de  TeUpse  est  evidem- 
ment  plus  simple  a  placer  si  les  don^s  sont  Taxe  focal  et  les  foyers  que 
si  les  don^es  sont  5  points;  alors  quel  nombre  n  de  points  faut-il  avoir  a 
placer  pour  qu'il  soit  plus  simple  en  partant  des  cinq  points  dones,  de 
determiner  les  axe^  et  les  foyers  et  d'apüquer  ensuite  la  construction  ponc- 
tuele qui  se  raporte  au  cas  ou  Faxe  et  les  foyers  sont  les  donees,  que 
dapliquer  au  trace  de  chacun  des  w  points  don^s  la  construction  ponctaMe 
qui  corespond  au  cas  ou  les  don4es  sont  5  points?  etc. 

On  ^tudiera  les  coui'bes  principales,  orales  de  Descartes,  lima^oiis 
de  Pascal,  cissolfdes  droite  et  oblique,  strofoldes  etc.  etc. 

14* 
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En  constmisant  une  courbe  A,  noa  plas  par  ses  points,  mais  par 
tangentes,  11  y  a  l'etudc  analogue  a  fairo^  en  prenant  les  memes  definittons 
que  precedemment,  mais  en  y  changeant,  chaque  fois  qu'ils  s'y  trouvent, 
les  mots  de  simplicite  pmiduÜe  en  ceus  de  simplicite  tangentiale. 

Paris,  22  raai  1901.  __^^^  ^   Lemowe, 

27,  E  y  a  des  problemes  celebres  dont  quelques -uns  sont  etudies 
depuia  des  siecles  par  les  geometres  et  ont  re^u  de  tres  nombreuses  soluüons; 
je  citerai  par  exemple:  Mener^  par  \m  point  A  de  la  bissectric*»  d*un  angle 
done,  une  droite  sur  laquele  les  cotes  de  l'angle  intereeptent  une  longueur 
donee;  le  probleme  dit  de  la  Sectioti  de  raison-^  le  probleme  de  Malfatti; 
le  Problem«  d'ApoUonius  de  eonstruire  les  8  cercles  tangents  a  trois 
cercles  dones;  la  detenuination  du  point  k  tel  que  la  some  des  car&  d« 
ses  distances  &  n  droites  donees  soit  minima  etc.  II  serait  tres  iuteressact 
de  consacrer  a  chacun  de  ces  problemes  une  monografie  oii  les  soIutions 
diferentes  seraient  expos^es,  ou  serait  etabli  leur  simbole  geometrografiqa«, 
decidant,  par  consequent,  quele  est  cele  des  Solutions  qui  conduit  a  1a 
Solution  geometrogralique  du  probleme, 

Paris,  23  mal  1901.  E.  Lemoine. 

28.  In  der  Ebene  seien  zwei  auf  einander  senkrecht  stehende,  sich  lo 
0  schneidende  Geraden  a  und  b  und  ein  Punkt  P  gegeben.  Wird  über 
OP  als  Durchmesser  ein  Kreis  gezeichnet  und  durch  P  eine  Gerade  ao 
gelegt,  dafs,  wenn  A  und  B  ihre  Sclinittpunkte  mit  a  und  6,  Q  ihrea 
zweiten  Schnittponkt  mit  dem  Kreise  bezeichnen,  AP^  QB  wird,  so  htt 
die  Sb-ecke  j1£  die  Mininnmiscigenschaft  gegenüber  den  Strecken,  die  atrf 
anderen,  durch  P  legbaren  Geraden  von  a  und  b  begrenzt  werden.  Mu 
beweise  den  Satz  auf  kinematischem  Wege  und  suche  eine  KonstruktiMi 
der  Minimumstrecke  AB  auch  für  den  Fall,  dafs  a  niciit  senkrecht  xd 
h  steht. 


Königsberg  i.  Pr. 


E.  MüLLEa 


29.  In  der  Ebene  seien  6  keiner  Kurve  2,  0.  angehörende  Punkte  g^ 
geben.  Wird  durch  je  5  von  ihnen  die  durch  sie  bestimmt«  Kurve  2.  0. 
gelegt,  so  schneiden  je  5  dieser  Kurven  auf  allen  durch  ihren  gemeinsamen 
Punkt  gehenden  GJeraden  projektive  Punktgmppen  aus. 

Königsberg  i.  Pr.  E.  Mülleb. 


30.  Ein  beweglicher  materieller  Punkt,  der  von  einem  festen  Zentnun 
nach  dem  Newtonschen  Gesetze  angezogen  wird,  hat  beim  Be^nne  liö 
Bewegung  den  Abstand  1  m  von  dem  festen  Punkte  und  die  Geschwindig- 
keit 5  cm,  deren  Richtung  mit  der  Verbindungslinie  beider  Punkte  den 
Winkel  öO**  einschliefst.  Die  Umlaufszeit  beträgt  eine  Minute.  Die  Be- 
wegung zu  untersuchen,  insbesondere  die  Lage  und  die  DimenÄionen  dfl 
Bahnkurve  zu  bestimmen.  Welches  ist  das  Besultat,  wenn  die  Anziehani: 
der  Entfernung  propoii-ional  ist?  Welches  aber,  wenn  die  Anziehung  ud>' 
gekehrt  proportional  dem  Kubus  der  Entfernung  ist  und  nicht  die  Ümlanfr 
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zeit  gegeben  ist,  sondern  die  Anziehungskonstante  denselben  Wert  bat,  wie 
in  der  ersten  Frage? 

Berlin.  E.  Lampe. 

31.  Eine  vermeintliche  Lösung  der  Trisektion  einen  beliebigen  Winkels 
geht  folgendennafsen  vor.  Über  einer  beliebigen  Geraden  Di>,  als  Durcb- 
messer  wird  ein  Halbkreis  geKeichnet,-  man  teile  sowohl  i>/>j  als  auch  den 
Halbkreis  in  drei  gleiche  Teile.  Ist  B  der  Teilpnnkt  von  /JDj  nächst  D 
und  A  der  des  Halbkreises  nftchst  D,  so  beschreibe  man  durch  Ä  und  B 
denjenigen  Kreis,  dessen  Zentrum  auf  DD^  liegt.  Nun  wird  behauptef.,  dafs 
dieser  neue  Kreis  jeden  anderen  Kreisbogen,  der  durch  D  und  i>j  geht,  in 
einem  solchen  Punkte  T  schneidet,  dafs  Bogen  DT  gleich  ^DTD^  ist. 
Welche  Annäherung  giebt  diese  Konstruktion? 

Berlin.  E.  Laufe. 

33.  Sind  ahc  und  a'b'c'  zwei  Perspektive,  einem  Kegelschnitte  K  ein- 
gescbriebene  Dreiecke  und  ist  m  ein  beliebiger  Punkt  von  Ä,  dann  liegen 
die  drei  Punkte  (ma\  bi)^  (mb\  cd)j  (mc\  ab)  mit  dem  Perspektivitats- 
zentrom  .<?  der  beiden  Dreiecke  in  einer  Geraden  fi,  Ist  m'  der  zweite 
Schnittpunkt  von  ms  und  K,  dann  liegen  in  derselben  Geraden  (i  die  drei 
Punkte  (»i'c/,  6V),  (»«'6,  c'at'),  (m'c,  a'b').  umgekehrt  liegen  auf  einer 
anderen  durch  .v  gehenden  Geraden  f*'  die  sechs  Punkte  {m'a\  bc)^  (m'h\  ca\ 
(mV,  ab\  (ma,  ft'c'),  (mft,  c'o'),  (mc,  ab').  —  Die  Punktepaare  («i,  m  ) 
und  die  Strahlenpaare  (jt*,  fi')  bilden  derart  zwei  projektive  involutorischs 
Gebilde.  —  Dualer  Satz. 

Prag.  Ed.  Janisch. 

33.  2  Ebenen  schneiden  sich  unter  dem  Winkel  O;  in  2  Punkten  der 
Schnittlinie  A  und  B  zieht  man  2  Gerade:  AK  m  der  einen,  BL  in  der 
anderen  Ebene,  welche  mit  der  Schnittlinie  bez.  die  Winkel  tp  und  tf/  bilden; 
man  soll  den  ktJrzesten  Abstand  dieser  windschiefen  Geraden  durch  den  Ab- 
stand AB  und  die  Winkel  ausdrücken,  auch  die  Punkte  bestimmen,  in 
welchen  die  kürzeste  Gerade  jene  windschiefen  Geraden  trifft.  Die  Aufgabe 
soll  ohne  analytische  Geometrie  gelöst  werden. 

Königsberg  i.  Pr.  W   Fuhrmann. 

84.  Le  folium  qui  a  pour  equatiou  en  coordonnees  rectongnlaires 

a  nn   peiimetre  äquivalent  a   celui  d'une  ellipse  de  demi-axea  de  longueur 
a  et  2a. 

Constantinople. E.  N.  Barihien. 

35.   Soient:   M  un  point  d'une  ellipse  dont  le  centre  est  0  et  Tun  ^^ 

des   foyers   est  F'^  P  et  P'  les   projections  de  M  sur  les  axes  de  Tellipse;  ^H 

"  et  ^'  les  projections  de  M  sur  la  tangente  et  sur  la  normale  en  M.  ^^B 
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On  pmid  sur  OM  des  longueurs  OR=-YOP'^P%  OS  =  YOQ  •  0Q^\ 
et  on  preEd  sur  FM  des  longueurs  OT  =  yÖP'l)P\    OU  ==  YOQ  •  OQ'. 

Etudjer  et  construire  les  courbes  lioux  des  quatre  points  Ä,  S,  T,  V 
et  caJcuIer  letur  aire. 

ConstÄntinople.  E.  N.  Barisiz?;. 

36,  Eine  Linie,  welche  von  dem  Pol  ((r)  der  Sehne  (00,)  dn« 
Kegelschnitts  ausgeht ^  wird  von  den  Strahlenpaaren,  die  von  den  End- 
punkten der  Sehne  zu  den  Punkten  A  des  Kegelschnitts  gehen,  involutorisch 
in  den  Punkten  P  und  Pj  geschnitten.  Ist  die  besagt«  Linie  paraUel  einer 
Asymptote  des  Kegelschnitts,  so  liegen  die  Durchschnittspunkte  P  und  P^ 
auf  beiden  Seiten  des  Punktes  (If),  in  welchem  die  Linie  GJI  die  HyperM 
schneidet,  in  gleichen  Abständen  von  Jlf. 

Sind  die  Punkte  0  und  Oj  einer  zu  konstruierenden  Hyperbel  and 
die  Tangenten  in  diesen  Punkten  (also  auch  G)  gegeben,  so  kann  man 
einen  beliebigen  Strahl,  der  von  G  aus  nach  der  Sehne  00^  geht.  z.  B.  GB^ 
als  Richtung  einer  Asymptote  annehmen;  von  der  Mitte  M  der  Strecke  GH 
trägt  man  gleiche  Strecken  auf  GH  ah  (MP  und  IfJ*,),  nnd  die  Strahlpn 
OP  und  OiP^^  sowie  auch  OPi  und  OjP  schneiden  sich  dann  in  Punkten 
der  Hyperbel.  Die  zweite  Asymptote  ist  parallel  der  Linie  GH^,  weaB 
0H=  O^H^  ist. 

Wenn  H  in  der  Mitte  von  00^  liegt,  so  wird  die  Kurve  eine  Panbel, 
und  man  erhält  eine  einfache  Konstruktion  einer  Parabel,  von  der  eiw 
Behne  und  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  gegeben  sind. 

Berlin.  H.  Bertram. 


Bi  LSsungeo. 
Äuseug  attj?  ein^m  Brief  an  Herrn  Ä.  Kneser- 

Zu  12  (Bd.  I,  S.  368).  Die  Mittelpunktstransformation  der  YHdm 
2.  Ordnung  oder  ihrer  Schnitte  mit  Ebenen  liefert  in  ihrer  Ausdehnung  »uf 
n  Verllnderliche  (unabhängig  oder  durch  m  lineare  Relationen  verkaflpft) 
die  beiden  Lemmata  I  und  III  auf  S.  222  und  230  meiner  Arbeit  in  Band  91 
des  Journals  für  reine  und  angewandte  Mathematik.  Dieselben  geben,  suee«9iK 
angewandt,  die  Reduktion  der  ciuadratischen  Fonnen  in  eine  Summe  TOi 
Quadraten  in  einfacher  und  durchsichtiger  Form,  so  lange  verschiedene  diW 
auftretende  Hauptunterdeterminanten  nicht  verschwinden.  Für  definite  Formai 
ist  dies  stets  der  Fallj  die  (mdffiffi/jc  Erledigung  der  Frage  ist  jedoch  mil 
einigen  Schwierigkeiten  verknüpft,  besonders  im  Falle  linearer  Bedisguogf' 
gleichungen. 

Nehmen  wir  z.  B.  den  einfachsten  Fall  eines  Kegelschnittes: 


aiia4*4-2ajga:jÄ,+  ••■•  +  Oj^x^* -^  0 


und  einer  Geraden 


"i^i+  "»'^t+  «»a^— 0, 


Bo  wird  bei 
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das  Schnittpunkiepaar  imaginär  werden.  Während  nun  bei  unabhängigen 
Veränderhchen  mein  Theorem  S.  227  i  c.  alle  hier  auftretenden  Fragen 
erledigt,  ist  dies  bei  linearen  Bedingungen  schon  im  einfachsten  Falle  n  —  3 
und  m  «  1   nicht  ohne  weiteres  der  Fall.     Ist  «,=»0,  nicht  aber  ti.  oder 

BF  ^ 
M^,   80  muTi^  ftir  imaginäre  Schnittpunkte  ^ —  ^  0   sein;  dagegen  können 

5 —   oder    2 —  verschwinden. 

Der  Vollständigkeit  halber  will  ich  den  Fall  der  unabhängigen  Ver- 
ftnderlichen  hier  wieder  mit  erledigen. 
A.  Es  sei 


/"(«n  *»»  •  •  >  ^p)  =  ^^^ik^iH 


{e,*  =  1,1,  ..^j,) 


ein©  definite  quadratische  Form,  welche  für  alle  Werte  der  x^  nur  Zahlen- 
wert« mit  gleichem  Vorzeichen  annehme  (^  i  \P^\^h%  '  *  *  *hr)  ^  ^  nicht 
ausgeschlossen).     Alftdann  gilt  das  Theorem: 

Wenn  /"(cj,  <^,  •  -  %  Cp)  =  0  und  die  c,  nicht  sämtlich  verschwinden,  so 
ist  gleichzeitig  /"(cj  =  0;     /"(c,)  -  0;       •  ■;     f'(c^^  -  0. 

Beweis:  Sei  etwa  f^{c^)  ^  0,  so  setze  man  in  der  Identität 

«^1 .  ^v  -^  ^jJ  +  nOyi  -f  r(c,)yt  +  •  -f  /•'(s)y,  +  A^.  ^t»  *  •  •.  yj 

die  Variabein  y,,  j/,,  •  •,  ^/i_i  sämtlich  gleich  0,  alsdann  wird  die  recht« 
Seite  der  letzten  Gleichung  sich  reduzieren  auf 

also  bei  genügend  kleinem  |  y^  '  ihr  Vorzeichen  wechseln  können;  gegen  die 
Voraussetzung.     Hieraus  folgt  sofort  der  weitere  Satz: 

Wenn  för  eine  definite  Form  /"(«i,  ar,,  •  • -,  jr  )  die  Determinante 
^  ±  («11  öjj  •  •  •  a  )  nicht  verschwindet,  so  ist  auch  keine  der  Deter- 
minanten On,  X  ±  («!,«„),     ",2:  (±  «11  «8,  •  •  •  öj,-!,  j,-i)  gleich  0. 

Beweis:  Sei  etwa  £  ±  (<*ii^m«m)  =  ^i  so  giebt  es  Werte  Cj,  c,,  Cj,  die 
nicht  alle  verschwinden  und  die  Gleichungen 


«*i''i  +  «M«^-f-ö»8Cs=0 


(»-i, ».  ») 


befriedigen.  Multipliziert  man  diese  Gleichungen  mit  r^  und  summiert  über 
jfc  von  1  bis  3,  so  folgt  /"(c,,  c,,  c^,  0,  0,  •  -  )  =  0,  also  nach  dem  obigen 
Theoreme  /"(jc,,  jt^,  •  •  -,  J^)  nicht  definit.  Der  Beweis  zeigt,  daXs  auch  keine 
der  Determinanten  a„„,  ^  ±  K«.  «^,^)i  -2:  ±  K^a^^a^^)  >•'  {aßy  •.• 
irgend  eine  Permutation  der   Zahlen   1  bis  p)  verschwinden  kann. 

B.   Beatehen   zwischen   den   n  Veränderlichen   x,,  -  •  -^  x^  einer  quadra- 
tischen Form  <p  =  Za^^T^x^  (».  *  —  i,i, ...,«)  di§  v  Relationen  r,=  0,  if,=»0, 
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-  ■  ■,  /,  =  f>,  f'^'^  '^'''i  +  "  •  ■  +  ^n^Hi  *  '  *j  80  beweist  man  zunächst  genau  wie 
vorkun  den  Satz:  Wenn 


«11 

«la     •• 

•       <hn 

% 

ITi        .. 

'l 

ö„ 

«M       • 

'       «1« 

«^S 

w,   •. 

h 

««1 

««1      • 

"          %H 

^n 

«^«     • 

K 

t'l 

U,         . 

•'       ^n 

0 

0     . 

■     0 

tt», 

IT,        • 

'■       ^n 

0 

0      •• 

•     0 

'l 

's 

••       ^ 

0 

0      •' 

0 

+  0  ist, 


und   wenn  qpC^ii  ^,  •  •  s  3;„)  für  alle  Werte  der  o;,.,  welche  die  Relationen 

fj,  =  0,  iPj=  0,  /^=0,  '••  befriedigen,  nur  Zahlen  werte  mit  demselben 
Vorzeichen  annehmen  soll,  so  ist  {£{-jz  f  i  Wj  •  •  •  '*)  '¥  0  vorausgesetzt)  aach 
keine  der  Determinanten  j4^_i,  -4,_s,  Ä^  —  (—  1)*^  (-2^  i  Vi»i  •■•  '?)' 
gleich  Null. 

Sei  etwa  Ä^=  0  (in  =  /.  —  i,  »  —  «...„  *),  so  giebt  es  Werte  q,  c,,  •••, 
c^;  <'i»+i?  ■  •  •»  c„_f.r,  welche  nicht  alle  verschwinden  und  die  Gleichungta 
befriedigen: 

I  «u  q  +  ■  ■  ■  +  «i,a^«,  +  «'i^'.  +  i  -^ ^  'i  '^--h*     =  0, 


0) 


^0, 


''l^^l-f  •••  +  '. '^^ 


=  0. 


Darin  können  Cj,  •  *  •,  c„  nicht  alle  verschwinden,  da  alsdann  mit  Bfldf- 
flicht  auf  die  v  ersten  Gleichungen  und  die  Ungleichheit  Z  ±  (v^  w^  •  •  tj)  ^  0 
auch  c„-f  1,  •  -  •,  c„j^v  sämtlich  verschwinden  mülsten.  Multipliziert  man  da 
System  (I)  mit  Cj,  Cj,  •  •  •,  c^^  so  folgt 

(n)  9(c,»---,  c^r  0,0,  .•.)  =  0i 

(  ^  »,Cj  =  0;  ^«  /jC(  =  0,  wobei  die  c,,  •  ■  •,  c,^  nicht  alle  0  sindl 

Diese  Gleichungen  (11)  sind  jedoch  mit  Rücksicht  auf  j1^  =f  0  nicht  roftglifi^i 
da  folgender  Pundamentalsatz  gilt: 

Wenn  tp  {x^  ^  -  •  -^  x„)  für  alle  Werte  der  x,.,  welche  die  BeUtion«» 
Vx  =  0,  •  •  •,  #^  =  0  (^  ±  (ri  tt's  •  ■  •  K)  +  0)  befriedigen,  nur  Zahlenwerte  mi* 
demselben  Vorzeichen  annehmen  soll,  und  wenn  Werte  <!»•"•,<?„  (mindestiOi 
ein  Wert  von  0  verschieden)  die  Relationen 

<p(ci»  <v»  •  •,  O^O;    v,^o,  -•■,  4=0 

befriedigen,   so   lassen  sich  stets  endliche  Wert«  r^-i-i,  -  •  -,  c„  +  r  finden,  » 
dafs  die  Gleichungen  (I)  für  m  =  n  stattfinden. 


YermiBchto  Mitteilangen. 
Beweis:  Setzt  man 

0  Tfird  ^(xj,  •  • »,  arj  oder  ffir  heUebige  <*,^.i,  •  •  •,  CR_|.r  die  Function 

1  ^{a:^, . . .,  arj  +  2c,+,i;,-f  •••-[-  2o,+,/.(t>,-=  0,  •  •  •,  «.=  0) 

tfiftfl  dasselbe  Voraeichen  haben,  wenn  der  Ausdruck 

in)  q>'MVi  + h  9>'(Oy«  +  2c+i»j,  +  •  •  •  +  2c,+,f^  +  9(yi , .  . .,  jfj 

(f,  =  0»  •  .  •,  f,  =  0) 

juselbe  Vorzeichen  beibehält. 

Da  -£  i  (vj  M-j  ♦  •  •  fr)  =4"  Ö,  so  kann  man  die  Wert^  yf)'''tP'y  eindeutig 
urch  y^-i-i,  •  '  •,  y„  ausgedrückt  denken,  so  dafs  «yC^i,  •  ■  •,  p^)  in  Wirklichkeit 
nr  von  den  unheschräfil-ti^n  Veränderlichen  iVr-fi,  y*+»»  '  *  '»  y»  abhänjift. 
tberdies  lassen  sich  die  völlig  willkürlichen  (?«^_i,  •  •  ♦,  c«  +  ,  so  bestimmen, 
afs  die  Koet^zienten  von  //j ,  ♦  •  •,  i/r  in  dem  linearen  Teile  des  Ausdruckes 
m)  sämtlich  versehwinden,  dafs  also  die  v  ersten  Gleichungen  des  Systems  I 
Ir  «  =  m  bestehen.  Auf  Grund  desselben  Räsonnements  wie  in  Nr.  A  (da 
anmehr  y.-f-i,  •  •  •,  y„  unabhängig  sind)  müssen  alsdann  auch  die  n  —  v 
jtzten  Gleichungen  in  (III)  (für  m  ==  n)  stattfinden;  es  wäre  aber  alsdann 
egen  die  Vorau.ssetzung  A^  =  0. 

Der  Beweis  zeigt,  dafs  man  für  die  Zahlenreihe 


■"»>     -^»t— I»     •^11  — t? 


lieh  die  Kett« 


A.. 


^A 


a»x 


^''aa^V' 


en  kann,  wenn  «,  |3,  •  •  •,  ^  irgend  eine  Permutation  der  Zahlen  »,  «  —  1 , 
,  w  —  1'    bedeutet.     Natürlich    lietert    jede    andere   nicht  verschwindende 
enninante  2  i  («jt',  -  -  •  t^)  vten  Grades  gleichfalls  eine  Kette  von  Reihen 
^  1,  c     Letztes  Theorem.) 
Darmstadt,  den  21.  August  1901.  B.  Gükdelfinqer. 


Pu  20  (Bd.  I,  S.  371).     Erste  iMmnff.  —  3f  sei  ein  Punkt  des  üm- 

lies  Oreiecks  ABC.   und  es  verbalte  sich  Sehne  MA  :  MB  =  m  :  n. 

aus  seien  auf  BC  und  CA  die  Lote  MD  und  ME  gefällt     Dann 

AMBC  ein   Sehnenviereck   ist,   <.EAM^DBM;    mithin   sind 

Iden  rechtwinkligen  Dreiecke  RAM  und  DBM  ähnlich,  und  man  hat 

(E  =  MB  :  MD  oder 

MA    MD  =  MS-  ME. 

ifär  Punkt  M 

MA=X,     MB=Y,     MD^x,     ME  =  if, 

Punkt  M   der  Bedingung   Xx  —  Ypi    folglich    gehört  der  dem 
[BC  umbeschriebene  Kreis  zum  gesuchten  Ort  des  Punktes  M. 


sie 
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Konstniiert  man  nun  den  durch  M  gehenden,  der  Strecke  ilJ?  zu- 
gehörigen Apollonischen  Kreis  JT,  und  trifft  die  Gerade  CM  den  Kreis  K 
zum  zweiten  Male  in  3fi,  so  verhält  sich,  weil  Jfj  auf  dem  Kreise  K  Jiegt, 


M^A  :  M^B  =  MA  :  MB  ^  m  :  n; 


also  für  Punkt.  M, 


X  :  r  =-  w  :  ff. 


* 


Sind   femer  M^D^  und  M^E^  die  von  3f,   auf  BC  und  CA  gefÄllt^ö 
Lote,  so  verhält  sich,  weil  M^  auf  der  Geraden   CM  liegt, 

M^E^  :  Jlf,I>,  =  3f^  :  MD  =  Jlf  J  :  itfB  -  wi :  ji; 

also  gilt  far  Punkt  3f,  auch 

X  :  y  ==  n  :  w. 

Punkt  Üfj  genügt  daher  ebenfalls  der  Bedingung  Xx  =  Ytf.  Auii«r 
dem  ergiebt  sich  aus  den  vorigen  Proportionen  die  Ähnlichkeit  der  Üreieckf 
E^AMi  und  D^BM^^  also  auch  die  Gleichheit  der  Winkel  E^ÄM^ 
und  D^BMy  Die  genannten  Dreiecke  sind  aher  gegenwendig  ahnlich: 
daher  kann  man  die  Geraden  ÄM^  und  />Jlfj  als  entsprechende  Strahlwi 
zweier  kongruenten  und  gegenläufigen  projektivischen  Strahlenbüschel  mit 
den  Busch elpunkten  A  und  B  betrachten,  woraus  sich  ergiebt.  daf<i  Punkt 
Jfj  auf  einer  durch  J,  J?,  C  gehenden  gleichseitigen  Hyperbel  liegt,  deren 
Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpimkt  0  von  AB  zusammenfällt,  und  deren 
Asymptoten  den  Halbienmgslinien  der  von  den  ent-sprechenden  Strahlen  AC 
und   BC  gebildeten  Winkel  parallel  sind. 

Der  zweite  Schnittpunkt  des  Kreises  K  mit  dem  Umkreis  von  ABC 
sei  Mg,  und  CM^  treffe  den  Kreis  K  zum  zweiten  Male  in  JfcT,  Dum 
bilden  die  Geraden  C-B,  CA^  CMy^^  CM^  einen  harmonischen  Büschel,  usJ 
daher  genügen  auch  die  Punkte  Jtf,  und  Jlfj,  der  Bedingung  Xx  =  Yy.  Si# 
gehören  also  dem  gesuchten  Orte  an,  und  zwar  liegt  M^  auf  der  vorhin  be- 
stimmten gleichseitigen  Hyperbel. 

Der  vollständige  Ort  für  M  besteht  demnach  aus  dieser  Hyperbel  iin<l 
dem  dem  Dreieck  ABC  um  beschriebenen  Kreise.  Zu  beachten  ist  dabti 
jedoch,  dafs  für  diejenigen  Punkte  der  Hyperbel  und  des  Kreises,  die  auDwr- 
halb  des  Winkelraumes  BCA  und  seines  Scheitelwinkelraumes  liegen,  di« 
Bedingung  Xx  =  Yy  nur  erfüllt  ist,  wenn  man  von  x  und  ij  die  ahsohitfli 
Werte  nimmt. 

Nimmt  mau  statt  des  Punktes  C  den  zweiten  Endpunkt  C  des  voo  C 
ausgehenden  ümkreisdurchmeMers ,  so  bleiben  in  Bezug  auf  Dreieck  ABC' 
für  die  Punkte 'Jf,  Ttfj,  Mj,  M^  die  Strecken  X  und  T  unverändert:  ebenso 
bleibt^  wie  man  leicht  findet,  das  Verhältnis  der  Strecken  x  und  y  dasseH* 
Daraus  folgt,  dafs  der  Ort  des  Punktes  M  in  Beziig  auf  Dreieck  AB^^ 
derselbe  ist  wie  in  Bezug  auf  Dreieck  A  B  C\  femer  ergiebt  sich  noch,  da/« 
die  Punkte  C,  Jlf,  M^  und  C\  M^^  M^  auf  je  einer  Geraden  liegen. 

Prenzlau.  STEOSiuaii- 
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Zu  20  (Bd.  1,  S.  371).  ZweiU  Lömng.  —  Soient  un  triaogle  A^A^A^, 
*!♦  ^>»  ^%  Ißs  coordonees  normales  d'un  point  M^  r,,  r,,  r,  les  coordonees 
tripolaires  de  ce  point,  c'est-a-dire  les  distances  A^M^  Ä^M^  A^M.  — 
Trouver  le  lieu  des  points  t«l8  qae  x^r^  =  x^r^. 

Beschreibt  man  über  r^  als  Durchmesser  den  Kreis,  so  geht  derselbe 
durch  die  Ftifspunkte  der  Lot«  Xg  und  x^  auf  die  Seiten  A^A^  und  A^A^. 
Mithin  ist  r,  sin  jäj  =  mj,  wo  m,  die  Verbindungslinie  jener  Fufspunkte 
ist,  also  Tj*  sin'  A^  =  m,*  =  ^*  +  ^*  +  *^^^s  cos  J^.  Ebenso  folgt 
r,*  sin*  A^  =-  m,*  =  j:^'  -f-  x,*  +  SiCjiTj  cos  J,.  Also  ist  die  Gleichung  des 
gesuchten  Ortes  .r^  r^  =  r,  r^  nach  Qnadrierung  dieser  Relation  und  Ein- 
setmng  von  r^*  und  r,': 

oder  geordnet 

Xj'jr/  (sin'ilg  —  sin*^i)  +  ar^'xj'  sin'  A^ 
—  aej*%*  sin*  jflj  -f-  2x^*x^x^  cos  ^^  sin*  j4j  —  2x^x^*Xg  sin'  J,  cos  A  --  0. 

Die    linke   Seite  zerfällt  in   zwei   Faktoren;    die   gesuchte   Gleichung   lautet 
demnach: 


(»    ("^ 


8in^,        ainvl,       ain  j4 

X.  X, 


sin  J^        sin  j4,        sin  (^,  —  ^^  )\ 


-8      /        \      ^1 


*B 


0. 


Der  erste  Faktor  bedeutet,  gleich  Null  gesetzt,   den  Umkreis  des  Dreiecks. 
Den  zweiten  Faktor  bringen  wir  auf  die  Form: 

(2)  f{x.^,  J-,,  Xg)  =  2x^x^  sin^i  -=  2a^afi  sin  ^  —  2*1«,  ain  (^  -  A^ 

und   suchen   zunächst   den   Mittelpunkt,   der   Kurve  /*=  0^   den    wir  als  den 
Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  beatimmen. 

Bezeichnen  wir  die  Hlllft^n  der  partiellen  nach  x^  (i  =  1,2,3)  ge- 
nommenen Differentialquotienten  von  f  mit  fX^^t  ^»i  J^)»  so  ist  die  Polare 
des  Punktes  x^'  i  x^ :  x^ 

Wird  diese  Gerade  identisch  mit  der  unendJkh  fernen  Geraden: 

;r,  sin  v4i  4-  X|  sin  ^,  -f  3-3  sin  vij  =  0, 
So  müssen  die  Koeffizienten  beider  Gleichungen  proportional  sein,  d.  h. 

/i«T  ^V»  x,')- A-ainJ.. 
Lösen  wir  diese  3  Gleichungen  nach  x/,  so  ergiebt  sich 

(3)  fl!i':  acj':  2;,'=  sin  Jj:  sin  J^:  0. 

Der  Mittelpunkt  der  Kurve  (2)  fäUt  in  die  Mitte  der  Seüe  A^A^. 

Die  Asjnmptoteu  von  (2)   beschreiben   wir  als  die  vom  Mittelpunkt  an 
«iie  Kurve'^gehenden  Tangenten.     Nach   einer   bekannten   Formel   lautet  die 
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Gleichung  des  TangentenpaareB)   welches  von  einem  Funkte  x^ix^i%^  an 
die  Kurve  zweiter  Ordnung  /"(«i ,  ü^ » «»)  gelegt  ist: 


0- 


(3) 


erhalten 


Setzen  wir  fSr  x/  die  Werte 
sichtigung  von  (2): 

a^i*  sin*  A^  -\-  x^  sin*  Ä^  +  j,"  sin*  ^j 

—  2a;^aR,  sin  ^  sin  jlg  gr  -|-  2iriir3  sin  -4^  sin  -4^  ^  —  2x^x^  sin  jij  sin  J, 


Ber 


wo 


ain'jlj  +  Biii'vl, 

*        sin'J.,  —  sin*2. 


(*) 


Die  Unke  Seite  dieser  Gleichung  zerfällt  in  die  beiden  Faktoren: 

r       .      .  A     *         '     A    sin^i  —  Bin^.-i 

[x,  sin  J,  -  :r.  sm  ^  +  ^  sm  J,  -_i;^ -^j  J  • 


Wir  sehen,  dafs  die  beiden  Geraden  reell  sind,  femer,  dafs  sie  auf  eini 
senkrecht  stehen.     Es  ergiebt  sich  daraus: 

Dk  Kurve  ist  eine  dem  Dreieck  umhesdtriebene  gleich fieifige  Hyperhd, 
Dieselbe  geht  auch  durch  die  Gegen  ecke  von  ^3  in  dem  Farallelogr&mni, 
das  A^A^  und  A^A^  zu  anstofsenden  Seiten  hat. 

Nehimen  wir.  wie  es  üblich  ist^  aa,  dafs  die  y,,  welche  auf  derselbsB 
Seite  der  Geraden  iP|=  0  liegen  wie  das  Dreieck,  positiv  sind,  sehen  wir 
femer  die  r^  stets  als  positiv  an,  so  erhellt,  dafs  die  Bedingung  T^r^  — x^r^ 
nur  erfiillt  sein  kann,  falls  der  Punkt  M  innerhalb  des  Winkels  -^CiljJiij 
oder  seines  Scheitelwinkels  liegt.  Punkte  dagegen,  welche  in  den  übrigoi 
Feldern  sich  befinden,  können  nur  die  Bedingung  XjTj  =  —  r^x^  erflÜfea 
Streng  genommen  ist  also  der  gesuchte  Ort.  nur  ein  Teil  der  eriialtenefl 
Hyperbel  und  ein  Teil  des   Umkreises. 

Anmerkufiffcn.  a)  Trägt  man  in  den  Punkten  A^  und  A^  un  A^A^ 
und  an  A^A^  gleiche  Winkel  an,  so  schneiden  sich  die  Schenkel  die» 
Winkel  auf  dem  Umkreise,  falls  der  eine  Winkel  nach  aufsen,  der  andere 
nach  dem  Inneren  des  Dreiecks  angetragen  wurde,  dagegen  auf  der  unter- 
suchten Hyperbel,  falls  beide  Winkel  nach  innen  oder  nach  aufsen  angetngeo 
werden. 

b)  'Die  drei  gleichseitigen,  durch  den  H5henschnitt  gehenden  ümhyperbela, 
welche  durch  die  Bedingungen  rj.r,  =  Tga:,,  r^x^=  r^x^,  r^r^=^  r^x^  definiert 
werden,  sind  übrigens  die  bekannten,  von  Herrn  Lemoine  als  r^ff^i^« 
bezeichneten  Kegelschnitte.  (Vgl.  auch  E.  Jahnke:  „Über  drei  fad»  fff' 
spektive  Dreiecke  in  der  Dreietksgeomctrie" .  Berl.  Progr.  Ost.  1900.  Theo- 
rem XXT,  S.  25.) 

Berliji.  K.  Cwojdzinskl 


Vermischte  Mitteilungen. 


221 


Siniffe  Eiffenachaftet)  des  Viersdis  m  Bezug  auf  einen  Kegehciiniit. 

Zn  24c  (Bd.  I,  S.  372).     Herr  W.  Fr.  Meyer  zitiert  auf  S.  372  des 

I.  Bandes  dieser  Reihe  des  Ai'chivs  u.  a,  einen  Satz*)^  welcher  den  von  uns 
auf  S.  1 76  desselben  Bandes  über  den  „Lotpunkt"  veröffentlichten  als  Spezial- 
fall umfafst.  Indem  wir  nun  in  demselben  Sinne  vorgehen,  wie  bei  der 
Aufstellung  und  der  ersten  Verallgemeinerung'*)  des  Lotpunktes,  d.  h.  jetzt 
nach  einem  noch  allgemeineren  Punkte  trachten,  welclier  u.  a.  auch  den 
von   Herrn  Meyer    mitgeteilten    umfafst^    so   gelangen   mr   zu   einer   Reihe 

I      von  Sätzen,  welche  denen  über  den  Lotpunkt  analog  sind,  und  einige  inter- 

'      essante  Eigenschaften  des  Vierseits  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  liefern. 

'  1,    Entstehung    des    Pnnktes.     Seien    die   Ecken    eines    Dreiecks 

M,  =  0  (»  =  i,  «,  S)   die  Fundamentalpunkte  eines  trimetrischen  Systems,    eine 

I     Gerade  G  habe  die  rechtwinkligen  Koordinaten  [u^ :  u^ :  «j'),  und  es  sei  der 

J     Kegelschnitt  gegeben: 

^     (1)  A'zzaiiV+«s«V+«MV+2c4,M5,M3+2asi«3«i+  ^a^u^u^^Q. 
i  Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

Hp  0,1  «i'  +  o^j  <  +  ö,-,  H=fi  (•  =  1 .  s.  s;  a,i  -  «*,), 

^0)1    können     wir    den    Pol    von    G    und    diejenigen    der    Dreiecksseiten    so 


können 
schreiben: 


P=/;ui-f /"«Mj-f /iMg=0,  P,=  o<iUi+o^,u,-l-aijjUj,=  0    (.  =  1.8,«;  ««  =  '»<*)■ 

Die  mit  G  in  Bezug  auf  K  konjugierten  Geraden,  welche  durch  die 
Ecken  des  Fundamentaldreiecks  gehen  (d.  h.  die  Verbindungsgeraden  dieser 
Ecken  mit  dem  Pol  P  von  (?),  sind: 

V\  =  (0:-/;:/,).      F,={/;:0:-/l),      F,  =  (- /^  : /;  :  O). 

Die  Gleichungen  der  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  G  sind  femer: 

f^i  =  +  «/i  +  </»)  •  "i  -  «i'/s  •  «»  -  «lYs  •  ««  '  Ol » 

Ä^=  -</;   •t^i+Cui'/i  +  MjYa)*«,  -<U  -«,=  0, 

fi»=  -</i   •«!  "«//■>  •«,+  «/'i+ V/i)•«8  =  0• 

Die  Gleichung  jT,.  =  Sj  +  iU|  ^  0  stellt  zunächst  einen  Punkt  auf  der 
Verbindungsgeraden  von  S.  =  0  mit  der  Ecke  n^  =  0  dar.     Man  findet  aber 
durch  Einsetzung  der  Wert«  aus  den  tV^,  i'^,  iS^  in  T^,  dafs  die  V^erbindungs- 
I      gerade   zweier  Punkte,   etwa  T-l\,  stets   die  Seite  «,  —  0   in  dem  Schnitt- 
punkte mit  G  trifft.     Wir  sehen  also: 
Die  Gleichung 

T|  HZ  S,  +  XUf  ^  0  (•  - 1, 8,  «) 

stellt    die   Ecken   eines   Dreiecks   dar»    welches   zusammen   mit  dem   Funda- 
mentaldreieck  den    Pol    von    G    (den    Pimkt  P)   zum   Perspektivitätszentnim 
I      und  G  zur  Perapektivitfttsachse  hat. 

i  1)  Der  Satz  steht  in  Theorem  VI  dieser  Notiz. 

^m  8)  (8)  1,  178,  Theorem  VI. 
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Die  drei  durch  T^  gezogenen,  in  Bezug  auf  K  mit  den  entsprechenden 
Seiten  des  Fimdamentaldreiecks  konjugierten  Geraden  (d.  h.  die  Verbindungen 
T^P^  sind  dann 

[     %*«i/ii  -  «if  «i/k  ]  *  [-  «ii**i/i  -  «laK/i  +  »S/i  +  A)J  • 

Da  weiterhin  eine  Verwechselung  ausgeschlossen  ist,  schreiben  wir,  wie 
jetzt  eben,  statt  u-    nur  Ur. 

Bilden  wir  aus  den  Klamraerausdrücken  eine  Determinante  und  addietvn 
die  vertikal  unter  einander  stehenden  Glieder,  so  ergiebt  sich  zufolge  d« 
Bedeutung  der  f-  stets  der  Wert  NuU.  Mithin  ist  auch  die  so  gebildet* 
Deteiiainaiite  Null.     Es  folgt  daraus: 

Theorem  I.  Hat  ein  Dreieck  mit  einem  gegebenen  Dreieck  eine  gegdbm 
Gerade  zxtr  Perspektivitäisachse  und  den  Pol  dieser  Geraden  in  Besug  auf  «•« 
gegebenen  Kegehdimü  zum  Perspekiitntäisgentrum,  so  sdineiden  skk  die  (Arn 
Verbindungsgeraden  der  Ecken  dieses  Dreiecks  mit  den  Paten  der  ent9preeketidiit_ 
Seiien  des  gegebenen  Dreiecks  m  einem  Fwikte. 

Um  spätere  Sfttze  ktbxer  fassen  zu  können,  wollen  wir  diesen 
„L- Funkt  eines  Dreiecks  in  Beettg  auf  eine  Gerade  und  einen  Kegetsehnitt' 

nennen.  *) 

Denken  wir  uns  die  u-  als  senkrechte  Punktkoordinaten,  so  hat  die 
ganze  Rechnung  den  folgenden  dualen  Sinn: 

Tfieorcfn  II.  Hat  ein  Dreieck  mit  einem  gegebenen  Dreieck  einen  ge- 
gebenen Funkt  zum  FerspekHvitätseenirum  und  die  I'^olarc  dieses  Punktes  be- 
güglich  eines  gegebenen  Eegelsdmittes  zur  Perspekiivitätsachse,  so  liegen  die  drei 
Schnittpunkte  der  Seiien  dieses  Dreiecks  mit  den  Polaren  der  entspredienden 
Ecken  des  gegd)enen  Dreiecks  in  einer  Geraden.    (Die  Gerade  heilse  X-Ger»de.) 

Da  zwei  Perspektive  Dreiecke  stets  eine  Achse  haben,  so  können  bod« 
Theoreme  ao  gefafst  werden: 

Them-em  III.    Hai  ein  Dreieck  mit  einem  gegebenen  Dreieck  eine  Oeradt 

gur  Ferspektimtätsadjse  und  den  Fol  dieser  Geraden  beiuglidi  eines  Kcgdr 
schniäes  zum  Fcrspcktivitäi^zentrum,  so  ist  es  tu  dem  Poiardreieck  da  ge- 
gebenen Dreiecks  audi  pers^pektiv. 

2,  Spezialfälle.  Wird  in  Theorem  I.  A  =  0  gedacht,  oder  geometriich: 
fUllt  das  veränderliche  Dreieck  mit  der  Geraden  G  zusammen,  so  dais  soBf 
Ecken  dennoch  auf  den  Verbindungsgeraden  der  Ecken  des  gegebenen  Dreiecb 
mit  dem  Fol  von  G  {P)  verbleiben,  so  ergiebt  sich  das  von  Herrn  Uout 
zitierte 


1)  Da  X  variabel,  «o  ist  auch  der  I-Punkt  uneodlich  vieldeutig. 
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Theorem  IV.  Gegeben  in  dner  E  bette  ein  Dreieck  mit  den  Eckm  Ä^ 
tmd  den  Seiten  o,-,  ftrmr  ein  El€kssenki>(jdsdtmä  K  und  eine  Gerade  g. 
Man  lege  dwrcA  -4^  die  Gerade,  die  bealglich  K  £u  g  kmtjugiert  ist  und 
durch  deren  SchniU  mit  g  medervm  die  Gerade,  die  bezüglich  K  bh  o,  kon- 
jugiert  ist,  dann  schneidig  sich  die  drei  letzteren  in  einem  Punkte. 
Aus  Theorem  II  wird  f ur  A  =  0  das  zu  FV.  duale 
Theorem  V.  Gegeben  in  der  Ebene  ist  ein  Dreieck  mit  den  Seiten  a^  und 
_dm  Ecken  A^.  ferner  ein  (Ordnungs)-Kigelschmä  K  und  ein  Punkt  p.  Man 
~  mtf  «i  den  Punkt,  der  bezüglidt  K  zu  p  konjugiert  ist,  umd  auf  der 

Yerbindung  des  Punktes  mit  p  wicdfrum  dm  Punkt,  der  eu  Ä^  kot^jugiert  isl, 
^^ütm  Uegen  die  drei  letstcrcn  in  einer  Geradefi. 

Für  T-  =  0  geht  das  veränderliche  Dreieck  in  das  gegebene  über.    Aus 

Theorem  I  wird  dann  der  bekannte  Satz:  „Ztcei  in  Bezug  auf  einen  Kegel- 
sdmitt  konjugierte  Dreiecke  sind  perspcktiv",    Theorem  11  geht  in  das  duale  über. 

Denken  wir  uns  den  Kegelschnitt  als  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkt 
im  Endlichen  und  einem  unbegreuit  wachsenden  Radius,  so  gehen  die  er- 
wähnten Theoreme  in  „Lotpunkt*' -Theoreme  über:  Theorem  I  geht  über  in 
Theorem  VI  un,serer  Xotiz  in  (3)  1,  175  u.  f.,  Theorem  IV  in  Theorem  I. 
Die  dualen  Theoreme  ergeben  keine  nützlichen  Resultate. 

3.  Der  „L-Punkt-Kegelschnitt'\  Wenn  das  gegebene  Dreieck, 
die  Gerade  und  der  Kegelschnitt  feststehen,  k  dagegen  verändert  wird,  so 
verändert  sich  auch  das  Perspektive  Dreieck,  aber  so,  dafs  es  G  als  Per- 
spektivitätsaehse  und  P  als  P-Zentrum  mit  dem  gegebenen  Dreieck  beibehält. 
Wir  woUen  nun  den  Ort  des  X-Punktes  untersuchen,  falls  diese  Veränderung 
vorgenommen   wird. 

Die  Koordinaten  der  drei  den  X- Punkt  erzeugenden  Geraden  sind  in 
Nr.  I  notiert.  Multiplizieren  wir  diese  Koordinaten  mit  j.  und  addieren 
horizontal,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen  dieser  Geraden  in  Flächen- 
koordinaten des  Punktes, 

Die  Elimination  von  -l  aus  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  ergiebt 

Dies  ist  der  Ort  der  L  -  Punkte  eines  Dreiecks  x^  =  0  in  Bezug  auf  eine 
Gerade   ^u^x^  =^  0    und   einen   Kegelschnitt  K  =  £a^]^u^  •  w^  =  0   in    trime- 

'•* 
trischen  Koordinaten  des  Punktes  X^J  welche  mit  den  senkrechten  x^'  durch 

die  Relation  ,       , 

_  5  .  ^  .  ^ 


Xj :  X,  :  Xg 


verbunden  sind.     ( Flächenkoordinaten  des  Punktes.) 

Die  vorstehende  Glpichung  wird  befriedigt,  falls  man  die  Koorduiaten 
des  Poles  P  fOr  x^^  also  x^:  x^  :  x^  =  f^:  f^  :  f^  setzt;  es  entsteht  nJlmlich 
die  Identität 

(g»/;—  gl»/,)  (Wi/i  +  *S/t+  «s/s)  ^  «la/'a-o»,/» 

(a,./;-«it/"a)(«<i/;-fV/;+«i/;)    «n/;-«»/; 
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Dasselbe   findet  man,   falls  man   die  x^  in   GL  (2)  durch   Koordinaten  der 
Pole    P,  ('  =  1,  2,  s)    ersetzt,    z.  B.   Xj 


^ 


Ojj^  :  Ojj  :  a^j.  Auch  in 
diesen  Fällen  verschwindet  Gl.  (2)  identisch.  Daüi  schliefslich  auf  dem 
Orte  (2J  auch  das  Perspektivitätszentnim  des  gegebenen  Dreiecks  und  seines 
Polardreiecks  liegt,  ergiebt  sich  aus  der  Thatsacbe,  dafs  dieser  Punkt 
X-Punkt  (mit  1/A  =  0)  ist.     Wir  haben  somit 

TJiCorem  VI.  Der  Ort  der  L-Punlte  eines  Dreiecks  in  Bezug  auf  6nr 
Gerade  und  einen  Ketfelsdmitt  ist  der  KegdsdmiU  durch  die  Pole  der  Scit^ 
und  den  R)l  der  Geraden  in  Bezug  auf  den  KegelschniU  sowie  ckircA  das 
Perspckiipitäiszentrum  rfes  Dreiecke  und  seines  Polardreiecks.^) 

4.  Der  L-Punkt-Kegelschnitt  eines  Vierseits  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt.  Ein  Vierseit  kann  auf  4-fache  Art  so  gedacht  werden, 
dafs  es  in  ein  Dreieck  und  eine  Gerade  zerfällt.  Wenn  nun  ein  Kegelschnitt 
gegeben  ist,  so  gehört  zu  jedem  der  4  Dreiecke  Ld  Bezug  auf  die  übrig 
bleibende  Gerade  und  den  Kegelschnitt  auch  ein  i> Punkt-Kegelschnitt  Wir 
jöugeu  nach  der  Lage  der  4  i-Punkt-Kegelschnitte  zu  einander. 

Fassen  wir  etwa  die  Geraden  x^  =  0,  jr,  =  0  und  G  ^  0  zu  einen: 
Dreieck  zusammen,  so  wird  der  fragliche  X-Punkt-Ort  bez.  x^  =  i)  und  dm 
gegebenen  Kegelschnitt  (zufolge  Theorem  VI)  durch  die  4  Pole  und  du 
Perspektivitätszentrum  des  Dreiecks  imd  seines  Polardreiecks  gehen. 

Dieses  Perspektivitätszentrum  hat  aber,  wie  eine  kurze  Rechnung 
die  Koordinaten 

a^  :  a^  :  Xj  -  a.^uj^  :  a^^u^f^ :  (flu«! /'s  +  a^tU^ft  -  a«%A)* 

Setzen  vrir  diese  Werte  in  (2)  ein,  so  erhalten  wir  die  Identit&t') 

^  fi  ft («ii/t -1«. «/i )  _  -«t^t(fli»/'t-<»n/'t) . 
«« fi  f\  («11  /i  —  ö«  fi)       —  «1  «li  («11  /;  —  ««f  ft) 

Da  dieses  Perspektivitätszentrum  auch  auf  dem  Orte  (2)  li^t,  so  i* 
der  neue  i-Punkt-Ort  identisch  mit  dem  alten  (2);  denn  ein  Kegelschnitt 
ist  durch  5  Punkte  eindeutig  bestimmt.  Dasselbe  läTst  sich  auch  fiir  di# 
übrigen  Dreiecke  des  Vierseites  zeigen.     Wir  haben  also 

Theorem  VIT.  Die  4  Dreiecke  eines  ttoUsiändigen  Viersmis  hmiten  nwr 
einen  L-Punkt-Kegdsdmitt  in  Semtg  awf  einen  gegebenen  KegeUdmiü. 

Dieser  merkwürdige  Kegelschnitt  ist  somit  ein  4-facher  Ort  ron  L- 
Punkten.     Als  Spezialfall  dieses  Satzes  erscheint  dann  das  folgende  Theorem: 

Theorein  VIIL  Die  i  Pole  der  Seiten  eines  Vierseits  in  Bezug  «V 
einen  KegelschniU,  die  4  PerspektivitätszetUra  der  4  Dreiecke  und  ihr« 
Polardreiecke,  soune  die  4  von  Herrn  Meyer  aufgestellten  Punfde  Uegm  ßi»! 
einem  Eegdschnitt. 


Berlin,  den  12.  August  1901. 


K.  CwojDmsH. 


1)  Natürlich  liegt  auf  diesem  Orte  auch  der  von  Herrn  Hey  er  aufgestellt 
Punkt;  denn  er  ist  auch  Iz-Punkt  und  zwar  mit  i  =  0. 

2)  In  den  Nennern  der  Gl.  (2)  ibt  ea  praktischer,  statt  a;^=  ait'*>/»  +  ®i»*»/»' 
a^fU^f^  den  gleichen  Wert  in  der  Forui  x,  =  <^9^ifi  -f*  "ii^iA  ~  ^»i  S/i  ^  **''*'" 
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2.  Preisaufgaben. 

MailioniaUfii'he  und  phjHikaUBvbe  Pn^iHfragr^ii  Her  FürstUcb  JaliloiiowBlLl8cb<^n 

€}<^sellBchaft. 

1,  Für  das  Jahr  1901.  —  Die  Theorie  der  quadratischen  Differenti<ü' 
formen   in  einem  iirsentlidim  Punkk  zu  vervoUkotnmnen. 

Die  Theorie  der  quadratischen  DifiereDtialibnnen,  welche  von  Riemann 
angebahnt  und  namentlich  von  Christoffe!  und  Lipschitz  weitergeführt 
worden  ist,  hat  durch  neuere  Untersuchungen  in  der  Geometrie,  der  Dynamik 
und  der  Theorie  der  Tranaformationsgruppeu  eine  erhebliche  Bedeutung  ge- 
wonnen, und  jeder  Fortschritt  in  jener  Theorie  würde  auch  hier  einen  Ge- 
winn bedeuten.  Indem  die  Gesellschafl:  wünscht,  dafs  die  Theorie  der  qua- 
dratischen Differentialformen  in  einem  wesentlichen  Punkte  vervollständigt 
werde,  lenkt  sie  die  Aufmerksamkeit  der  Bewerber  besonders  auf  die  durch 
Lies  Forschungen  angeregte  Frage  nach  der  Natur  und  den  Eigenschaften 
der  Formen,  welche  kontinuierliche  Gruppen  von  Transformationen  gestatten. 
Für  den  Spezialfall  «  =  3  hat  neuerdings  Bianchi^)  wertvolle  Beiträge 
geliefert;  es  ist  zu  hoffen,  dafs  die  Darstellung  der  Kriterien  für  die  Zu- 
gehörigkeit einer  gegebenen  Form  zu  einem  bestimmten  Typus  in  invarianter 
Form  gelingen^  und  dafs  das  Studium  der  in  den  betreffenden  Hüumeo 
herrschenden  Geometrien  sich  als  lohnend  erweisen  werde.     Preis  1000  Mark. 

2  Für  das  Jahr  1902.  —  Dafs  die  von  C.  Neumann  seit  1870 
•ngewandte  Methode  des  arithmetischen  Mittels  einen  sehr  hohen  Grad  von 
Allgemeinheit  besitze,  dafür  sprechen  sowohl  die  mannigfaltigen  Arbeiten 
Neumanns  (Abb.  der  K.  8.  Ges.  der  Wiss.  XIII,  8.  707),  wie  auch  die 
tiefgehenden  Beti-achtungen  Poincares  (Acta  math.  XX,  p.  59).  Gleich- 
zeitig aber_  geht  aus  der  Gesamtheit  dieser  Untersuchungen  hervor,  dafs 
noch  manche  schwierige  Punkte  der  weiteren  AutTclärung  bedürftig  sied.  Es 
erscheint  daher  wichtig,  wenigstens  die  erforderlichen  Vorarbeiten  zu  unter- 
nehmen, um  von  den  eigentlichen  Grundzügen  dieses  Gebietes  eine  völlig 
klare  Vorstellung  zu  gewinnen,  und  namentlich  die  genannte  Poincaresche 
Abhandlung  in  ihrer  ganzen  Tragweite  zu  verwerten,  vielleicht  deren  Re- 
sultate weiter  zu  veraUgemeinem.  Vor  allem  aber  entsteht  die  Aufgabe, 
den  Poincare sehen  Darlegungen  eine  gröfsere  Einfachheit  und  Durchsichtig- 
keit, und  womöglich  auch  einen  höheren  Grad  von  Strenge  zu  verleihen. 

Ohne  unter  den  hier  angedeuteten  Richtungen  eine  vor  der  andern  be- 
sonders bevorzugen  zu  wollen,  spricht  die  Gesellschaft  den  Wunsch  aus, 
daß   die   in   der  Abhfindhmff   von  Poineart'  „La  twHhode  de  Neumann  et 
te  prohlhne  de   Dirichlct*''  1896,   enthaltenen    Untersuchungen  nadt  irgend 
tcelcher  Seite  hin  wesentlich  vervollkommnet  teerden  mödttcn.    Preis  1000  Mark. 

3.  Für  das  Jahr  1903.  —  Die  wichtige  Entdeckung  der  lichtelektrischen 
Strome  durch  EdmondBecquerel  ist  durch  neuere  Untersuchungen  unserem 
Verständnis  zwar  nLLher  gerückt,  aber  die  experimentellen  Ergebni.s8e  wider- 
sprechen sich  zum  Teil  derart,  dafs  selbst  über  die  Abhängigkeit  der  elektro- 
motorischen Kräfte  von   der  LicbtatÄrke   nichts  genügend  Sicheres  feststeht 


1)  Memorie  delU  SocietiX  Itatiana  delle  Scienze,  Ser.  11!»  T.  XI,  1897. 

Arohir  der  .M»th6Di»tik  und  i'hyiik.     Ul  Reib«,    U  Ib 
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Es  ist  dabei  zu  berücksichtigen,  daia  die  verschiedenen  Farben  bis  weilen 
entgegengesetzte  Wirkungen  hervorbringen  und  dafs  bei  den  von  Becqnerel 
benutzten  dünnen  Schichten  zugleich  an  verschiedenen  Stellen  eleklpo* 
motorische  Kräfte  auftreten  können.  Die  Abhängigkeit  dieser  elektro* 
motorischen  Kräfte  von  der  Farbe  und  die  Bedingungen,  unter  denen  die 
lichtelektrischen  Ströme  überhaupt  möglich  sind,  ihr  Zusammenhang  mit  Jer 
Photographie  und  mit  den  neuerdings  von  Hertz  und  Hallwachs  ge- 
fundenen liclitelektrischen  Wirkungen  bieten  für  expei-imenteUe  Untersuchungen 
ein  weites  Feld. 

Die  Gesellschaft  stellt  daher  die  Aufgabe: 

Es  sollen  eint/eJte-nde  und  einwtmdfrck  experimentdh  Unters 
angcstdU  wirdai^  die  einen  wescnlUchen  Beitrag  zur  Feststellung  der 
der  iichtckkirischcn  Ströme  liefern.     Preis  1000  Mark. 


Die  anonym  einzureichenden  Bewerbungsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besonderen  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer  andern 
Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer  Sprache  zu 
verfassen,  müssen  einseitig  geschrieben  und  paginiert,  femer  mit  einem  Motto 
versehen  und  von  einem  versiegelten  Umschlage  begleitet  sein,  welcher  auf 
der  Aufsenseite  das  Motto  der  Arbeit  trägt,  inwendig  den  Namen  und 
Wohnort  des  Verfassers  angiebt.  Jede  Bewerbungsschrift  muüs  auf  dem 
Titelblatte  die  Angabe  einer  Adresse  enthalten,  an  welche  die  Arbeit  ftr 
den  Fall,  dafs  sie  nicht  preiswürdig  befunden  wird,  zurückzusenden  ist  Die 
Zeit  der  Einsendung  endet  mit  dem  30.  November  des  angegebenen  JahwÄ, 
und  die  Zusendung  ist  an  den  derz.  Sekretär  der  Gesellschaft  (für  dw 
Jahr  1901  Geheimer  Hofrat  Professor  Dr.  Justus  Hermann  Lipsiai, 
Leipzig,  Weststrafse  89,  Erdgeschofs)  zu  richten.  Die  Resultate  der  Prüfling 
der  eingegangenen  Schrift-en  werden  durch  die  Leipziger  Zeitung  im  Min 
oder  April  des  folgenden  Jahres  bekannt  gemacht.  Die  gekröntt?n  Be- 
werbungsschriften werden  Eigentum  der  Gesellschaft. 


Prix  Bresea. 


L'Academie  rappeile  qu'n  partir  du  1"  Jan  vier  1899  il  est  ouvert  ra 
Concours,  auquel  seront  admis  les  Savants  et  les  Inventcurs  dt  toules  ^f^ 
nations. 

Ce  concours  aura  pour  but  de  recompenser  lo  Savant  ou  Tlnventear, 
a  quelque  nation  qu'il  appartienne,  lequel,  durant  la  p^riode  quadrieM*^ 
de  1897 — 1900,  „au  jugeraent  de  TAcademie  des  Sciences  de  Turin,  »'«* 
fait  la  decouvertü  la  plus  eclatante  et  la  plus  utile,  ou  qui  aura  prodoJi 
l'ouvrage  le  plus  celebre  en  fait  de  sciencca  physiques  et  experimeotal«»» 
histoire  naturelle,  mathematiques  pures  et  appliquees,  chimie,  phyaiolo^* 
et  pathoIogie,  saus  exclure  la  g^ologie,  Thistoire,  la  geographie  et  1*  stih- 
stique". 

Ce  Concours  sera  clos  le  31  Decembre  1902. 

La  somme  fijtee  pour  ce  prii,  la  taxe  de  l'iraposition  mobüiire  deduil») 
sera  de  9G00  (neuf  mille  six  cents)  francs. 
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Qui  a  rinteotion  de  se  präsenter  a  ce  Concours  devra  \e  declarer,  dans 
I©  terme  ci-dessus  indiqtie  par  une  lettre  adressee  au  President  de  TAca- 
demie,  et  transmettre  I'oiivrage  par  lequel  il  concourt.  Cet  ouvrage  devra 
etre  imprime;  od  ne  tiendra  aacun  compte  des  manuscrits.  Les  ouvrages 
qui  n'obtiendront  pas  le  pris  dont  il  s'agit,  ne  seront  pas  rendus  aux  con- 
current«. 

Aucnn  des  Membres  associes  nationaux,  residants  ou  non  residants,  de 
rAcademie  de  Turin  ne  pourra  obtenir  ce  prix- 

L'Acadcmie  dorme  ü  prix  ä  cdui  des  savants  qu*eUe  en  juge  le  plus 
digne ,  hien  qu'il  nc  se  soit  pas  prcseni4  au  Concours. 


I 


Preisfrag«»!!  der  PariRer  Akademie  der  WiK»eDKehafteD. 

1.  Grand  prix  des  sciences  mathematiques  (pour  19102).  — 
Perfectionner,  en  un  point  iraportant,  l'application  de  la  theorie  des  groupes 
Continus  a  Tetude  des  eqnations  aux  derivees  partielles. 

Les  M^raoires  manuscrits  destines  au  concours  seront  re^us  au  Secre- 
tariat  de  l'Institut  jusqu'au  premier  octobre  1902;  ila  seront  aceompagnes 
d'un  pli  eachete  renfennant  le  nom  et  Tadi-esse  de  Tauteur.  Ce  pli  ne  sera 
ouvert  que  ai  le  Memoire  auquel  il  appartient  est  couronne. 

2.  Prix  Bordin  (pour  1902).  —  Developper  et  perfectionner  la 
tl^eorie  des  surfaces  applicables  sur  le  parabololde  de  revolution.  —  Le  prix 
68t  de   trois  mille  francs. 

Einsendung  wie  unter  1. 

M.  Prix  Damoiseaa  (pour  1902).  —  Completer  la  theorie  de  Sa- 
tnme  donnee  par  Le  Verrier,  en  laisant  connaitre  les  formules  rectificatives 
etablissant  l'accord  entre  les  observations  et  la  theorie.  —  Le  prix  sera  de 
quinze  cents  firancs. 

Les  Memoires  seront  regns  an  Secret&riat  de  l'Institut  jusqu'au 
1"  juin   1902. 


K5niKllch  Prenfsifiehe  Akademie  der  Wis»ensc>1iaften. 

Preis  der  Steinerschen  Stiftung  (für  1905).  —  „Es  soll  irgend 
ein  bedeutendes,  auf  die  Lehre  von  den  krummen  Flächen  sich  beziehendes, 
bis  jetzt  noch  nicht  gelöstes  Problem  möglichst  mit  Berücksichtigung  der 
▼on  J,  Steiner  aufgestellten  Methoden  und  Prinzipien  voUständig  gelöst 
Verden. 

Es  wird  gefordert,  dafs  zur  BestfttijgTing  der  Richtigkeit  und  Voll- 
•''^Ändigkeit  der  Lösung  ausreichende  analytische  Erläutenmgen  den  geo- 
■öe frischen  Untersuchungen  beigegeben  werden. 

Ohne  die  Wahl  des  Themas  einschränken  zu  wollen,  wünscht  die 
Akademie  bei  dieser  Gelegenheit  die  Aufmerksamkeit  der  Geometer  auf  die 
speziellen  Aufgaben  zu  richten,  auf  welche  J.  Steiner  in  der  allgemeinen 
^merkung  am  Schlüsse  seiner  zweiten  Abhandlung  über  Maximum  und 
Minimum  bei  den  Figuren  in  der  Ebene,  auf  der  Kugelfläche  und  im  Baume 
»ib^rhaupt  hingewiesen  hat" 
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Veraiifichte  Mitteiluagen. 


Preis  4000  Mark;  Accessit  2000  Mark.  Die  Bewerbungsschriften,  mit 
einem  Sprachwort  bezeichnet  und  von  einem  den  Namen  des  Verfassers  ent- 
haltenden versiegelten  Briefumschlag,  der  das  gleiche  Spruchwort  trSgt,  be- 
gleitet, sind  bis  xum  31.  Dezember  1904  im  Bureau  der  Akade 
Berlin  N.W.  7,  üniversitätsstrafse  8,  einzulietem.  Die  Verkündigung 
Urteils  erfolgt  in  der  Le ihn iz -Sitzung  des  Jahres  190^. 


3.  Anfragen  und  Antworten. 

Zu  1   (Bd.  I,   S.  208).      Über   das   CyUndroid   (Plückersche   Conou 
sind  mir  folgende  Stellen  bekannt: 

Sangro  Atti  R.  Aec.  Napoli  1  (1819)  83;  97.  —  Flauti  Atti  R 
Acc.  NapoU  4  (1839)  1.  —  Ball  Rep.  Br.  Ass.  41  (1871)  8.  —  Ball 
Trans,  R.  Ir.  Ac.  26  (1872)  157.   —   Ball   Phil    Trans.  164   (1874)  15. 

—  Ball  The  theory  of  screws  Dublin  1876.  —  Ball  Math.  Ann  9 
(1876)  541.  —  Gambey  Nouv.  Ann.  de  Math.  (2)  15  (1876)  503,  - 
Göbel    Die   wichtigsten  Probleme    der  neueren  Statik.     Diss.   Zürich  1877 

—  Nash  and  Morel  Educ.  Times  30  (1878)  96.  —  Lewis  Mess  of 
Math.  (2)  9  (1880)  1.  —  Göbel  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  25  (18S0) 
281,  —  Ball  Rep,  Br.  Ass.  51  (1881)  547.  —  Fiedler  Die  darstallead« 
Geometrie  in  organischer  Verbindung  mit  der  Geometrie  der  Lage  II, 
Leipzig  (1885).  —  Peschka  Darstellende  und  projektivische  Geometrie, 
Wien  1884.  —  De  la  Gournerie  Traite  de  geometrie  descriptive,  Piris 
1885.  —  Picquet  BuU.  Soc.  Math.  14  (1886)  68.  —  Ball  Trans.  R  Ir. 
Ac.  29  (1887)   1.  —  Roberts   and   Sircom   Ednc.  Times   46  (1887)32. 

—  Wiener  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  II,  Leipzig  1887.  — 
Mannheim  Comptes  Rendus  106  (1888)  120.  —  Un  Abonne  Nonv.  Am 
de  Math.   (3)  7    (1888)   295.  —   Ball   Trans.  R.  Ir    Ac.  29  (1889)  247 

—  Lindemann -Clebsch  Vorlesungen  über  Geometrie  11,  Leipzig  1B91, 
p.  62;  354.  —  Jarolimek  Casopis  20  (1892)  1.  —  Demoulin  BuU 
Soc.  Math.  20  (1892)  43.  —  Michel  Ass.  fran^.  22  (1893)  U  184.  - 
Demoulin  Bull.  Soc.  Math.  21  (1893)  8.  —  Mannheim  Ass.  fr  53 
(1894)  II  207.  —  Mannheim  C.  R.  119  (1894)  394.  —  Appell  Rerue 
de  Math.  apec.  5  (1895)  129.  —  Roubaudi  Revue  de  Math.  spec.  5  (1895) 
181.  —  Tsuruta  Mess,  of  Math.  (2)  24  (1895)  20.  —  Ball  Educ.  Tim« 
67  (1897)  60.  —  Janisch  Wiener  Monatsh.  8  (1897)  278.  —  Cardi- 
naal  Jahresb.  Deutsch,  Math.  Ver.  7  (1899)  61.  —  Ball  The  theorf  of 
screws  London   1900. 


Stuttgart, 


E.   WÖLFWKO 


Vorstehende  Angaben  werden  durch  die  folgenden  Notizen  erginrt: 
W.  R.  Hamilton.  First  Supplement  to  an  essay  on  the  theory  of 
Systems  of  rays.  Trans.  Roy.  Ir.  Ac.  16  (1830)  4—62  (Von  R  8t  B*ü 
als  die  erste  Arbeit  angesehen,  wo  das  Cylindroid  auftritt;  vergl.  Tkeory 
of  screws  p.  510,  1900.  Siehe  aber  oben  Sangro,  1819).  —  J.  Plöck^r 
On    a    new    geometry   of  Space.     Lond.    Phil.  Trans.   155    (1865)   756.  — 
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J.  PlÜcker.  Neue  Geometrie  des  Raumes  gegründet  auf  die  Betrauht nng 
der  geraden  Linie  als  Raumetemcnt.  S.  *»5— 99  (1868).  —  R.  St.  Ball. 
Dcscriptjon  of  a  modei  of  a  conoKdal  cubic  sm-face  called  the  „cyiindroid*' 
which  is  presented  in  the  theory  of  the  geometrical  freedom  of  a  frigid 
body.  PhiloB.  Mag.  (4)  42  (1871)  181.  —  Ä,  Cayley  gab  der  Fache 
nach  einer  Angabe  von  Ball  1871  den  Namen  „Cylindroid"  und  teilte  eine 
Konstruktion  mit.  (Theory  of  screws,  p,  20.)  —  Sir  Howard  Grubb 
verfertigte  das  b«i  Ball  abgebildete  Modell  (Tbid.  p.  151).  —  G.  Batta- 
glini.  Sülle  serie  di  sist-emi  di  forze.  Napoli  Rend.  S  (1869).  Giom.  di 
Hat.  10  (1872).  —  F.  Lindemann.  Über  unendlich  kleine  Bewegungen 
und  Aber  Kraftsyateme  bei  allgemeiner  projektivischer  MaXabestimmung. 
Math.  Ann.  7  (1873)  56—143.  —  W.  Fiedler.  Geometrie  und  Geo- 
mechanik. Viert-eljahrsschrift  Zürich  21  (1876)  186  —  228.  —  T.  Ritters- 
haus, Die  kinematische  Kette.,  ihre  Beweglichkeit  und  Zwanglüuligkeit. 
Civiling.  22  (1877).  —  W.  K.  Clifford.  Elements  of  dynamic:  an  intro- 
duction  to  the  study  of  motion  and  rest  in  solid  and  fluid  bodies.  Vol.  I. 
London  1878.  Auch  andere  Schriften  Cliffords  dürften  in  Betracht 
kommen.  —  W.  Schell.  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kriifte.  Bd.  II. 
Kap.  X.  Virtueller  CoefBcient  und  Cylindroid,  Reziprokale  Axensysterae. 
S.  211—236  (1880).  —  D.  Padelletti,  Su  un  caicolo  nella  ieoria  delle 
dinami  analogo  da  quello  dei  quatemioni.  Rend.  Acjc.  Napoli  21  (1882) 
111  — 119.  —  H.  Co X.  On  the  application  of  quatemions  and  Grassmann's 
Ansdehnungslehre  to  dlfferent  kinds  of  uniform  space.  Cambr.  Philos. 
Trans.  1^  (1882)  69—143.  —  R.  S.  Heatb.  On  the  dynamics  of  a 
rigid    body    in    elliptic    Space.       Phil.    Trans.    1884,    11,    281—324.    — 

A.  Buchfeeim.  A  merooir  on  biquatemions.  American  ,  J.  of  Math.  7 
(1885)  293—326.  —  G.  M.  Minchin.  A  treatise  on  statics  with  ap- 
plications  to  pbysics.  Vol.  11.  Third  edition.  Oxford  (1886).  — 
H.  Gravelius.  Theoretische  Mechanik  starrer  Systeme.  Auf  Grund  der 
Methoden  und  Arbeiten  und  mit  einem  Vorworte  von  Sir  Robert  S.  Ball. 
Berlin  (1889).  —  N.  Santschewsky.  Theorie  der  Schrauben  und  ihre 
Anwendungen  in  der  Mechanik.  Odessa  Ges.  Denkschr.  9  (Russisch,  1889) 
I — XX,  1  —  131.  —  E.  Budde.  Allgemeine  Mechanik  der  Punkte  und 
starrer  Systeme.  Bd.  II.  S.  598 ff.  Beriin  (1891).  —  A.  Mannheim. 
Principes  et  developpements  de  geoniÄtrie  cinematique.  Seconde  partie, 
p.  258  —  269,  Points,  droites  et  plans  particuliers.  Conotde  de  Plticker. 
Etüde  speciale  du  cono^de  de  Plücker.  Paris  (1894).  —  C.  .1.  Joly.  The 
theory  of  linear  vector  functions.  Trans.  R.  S.  Dublin  30  (1894)  597  —  647. 
—  G.  Koenigs.  Le<,'ons  de  cinematique.  Note  IX.  Sur  le  cylindroKde, 
p,  458 — 463  (1897).  —  C.  J.  Joly.  Bishop  Law's  prize  examination  in 
ihe  üniversity  of  Dublin,  Michaelmas,  1898,  —  P.  Appell.  Propri^t« 
caracteristique  du  cylindroTde.    Bull.  8oc.  Math.  Fr.  28  (1900)  261  —265.  — 

B.  Bricard.  Sur  une  propriete  du  cylindroKde.  Bull.  Soc.  Math.  Fr.  29 
(1901)  18—21.    —    A.  Demoulin.     Sur  le   cylindroTde   et   sur  la  theorie 

faisceaui  de  complexes  lindaires,    Bull.  Soc.  Math.  Fr.  29  (1901)  39  —  50. 
Berlin.  E.  Lampc. 
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4.  Sprecliaaal  für  die  Encyklopädie  der  Matbematisclieii  WissenschafleL 

Unter  tlieser  Rabrik  nimmt  die  Redaktion  ihr  aus  dem  LeBcrkreiee  zugehendt 
VerbeaBerungBvor8chia.ge  und  Ergänzungen  (auch  in  litterarischer  Hinsicht)  ni  den 
erschienenen  Heften  der  Encyklopädie  auf.  Die  Redaktion  hoflft  vielfach  geÄufterten 
Wünachen  zu  entsprechen,  wenn  derartige  Verbesserungen  an  dieser  Stellt?  einen 
Sanunelpnnkt  finden. 

Es  wild  gebeten,  diesbezügliche  Einsendungen  an  das  Redaktionamitglied 
Pror  Dr.  W.  F.  Mejer  in  Königsberg  i.  Pr.,  Mitteltragheim  51,  richten  m  wollen 

Zu  I  A  1:  Grundlagen  der  Arithmetik. 

I,  S.  26,  Anm.  26).  Die  genaueren  Litt^^ratnm  ach  weise  sind:  H.  GerUch, 
Zeitschr.  i'.  math.  nat.  ünterr.  13  (1882),  S.  423;  F.  Wöpcke.  Joum.  l 
Math.  42  (1851),  S.  83;  Ein.  Schultze,  Arck  f.  Math.  (2)  3  (1886), 
S.  302;  G.  Eisenstein,  Journ.  f.  Math.  28  (1844),  S.  49. 

Königsberg  i.  Fr.  W.  Fr.  Methb. 

Zu  T  A  2:  Kombinatorik. 

I.  S.  2f>,  Nr,  2,   Z.  9.     Hinter    w!    ist  einzuschaltea:    (,,*i-Fakultät",  s.  i\f 

Verallgemein ening  in  Nr.  13,  S.  35). 
I.  S.  30,  Nr.  3.     Am  Schlüsse  ist  der  Satz  hinzuzuÄgen:  Jede  Peniiut*tioD 

läfst  sich  durch  eine  Reihenfolge  von  Transpositionen  erzeugen,  s,  IA6, 

Nr.  7. 
L  S.  34,  Amm.  36).     Am  Schlüsse  ist   bei  J.  de  Vries  die  Seitenzahl  232 

hinzu  KufEigen. 
I.  S.  35,  Z.  1.     n  ist  durch  p  zu  ersetzen. 

Elhenda  Z.  2  hinter  „arithmetiscbes  Dreieck"  ist  einzuschalten;  (Pascal- 

schea  Dreieck). 
I.  S.  41,  Anm.  89)  SchluTs.    Es  ist  noi;h  die  kürzlich  erschienene  Arbeit  n 

zitieren:  E.  J.  Nanson,  Joum.  f.  Math.  12'2  (1900),   S.  179. 
I.  S.  44,  Nr.  31.     Bezüglich    der   Kettenbruch-Determinanten  s.  aoch  I  A  .*!, 

Nr.  46,   S.  123. 
I.  S.  46,  Nr.  35.     Von  Pasc  als  „Determinanten"  ist  kürzlich  eine  deatarf» 

Ausgabe  von  H.  Leitzmann  erschienen,  Leipzig  1900. 

Den  Monographien  ist  noch  das  historische  Werk  hinzuzufügen:  Th.  Mfliri 

The   theorj   of  determinants   in   the   historical  Order   of  its  developm^ut- 

Part  I.     London  1890. 

Königsberg  i.  Pr.  W.  Fr.  Meyeh. 


Zu  I  A  3:  Irrationalzahlen  und  Konvergenz 
unendlicher  Prozesse. 

L  S.  48.     Lehrbücher.     Die  „Analyse  algebrique''  von   l'auchj  ist  kfln'i*''' 

als  Band  (2)  3  seiner  „Oeuvres"  neu  herausgegeben. 
L  S.  52,  Z.  2.     Statt  „17.  Jahrhunderts"  ist  „18.  Jahrhunderts**  zu  leaea. 
l.  S.  58,  Anm.  42,  Schlufs.    Statt  „I  A  2,  Nr.  3«  ist  „I  A  4,  Nr.  3"  zu  l«*« 
I.  S,  68,  Nr.  14.    Zur  Lehre  vom  „eigentlich  ünendUchen"  vgl.  1A5,  »^- 


I,  S.  73,  Azun.  128.  Das  „ßesume  des  ]e9onB  .  .  ."  von  Cauchy  ist  kürz- 
lich iii  Band  (2)  4  seiner  „Oeuvres"  neu  herausgegeben. 

1,  S.  74^  Nr,  18.  Über  die  Fonnen  J,  *  •  •  in  der  Funktionenlehre  s. 
n  A  1,  Xr.  13. 

L  S.  74,  Anm.  129).     Bei  „Wulf"   ist   die  Jahreszahl  1897  nachzutragen. 

I,  S.  78,  Anm.  151).      Die    angettihrte    Ungleichung    ist    zu   ersetzen   dui'cli: 

I.  S  89,  Änm,  194).    Den  Ermakoffschen  Beweis  verteidigt  D.  M.  Sintzow, 

Moskau  Math.  Samml.  20  (1899),  S.  616. 
I.  S.  98.    Üher  die  Anordnung  einer  Doppelreihe  in  eine  einfache  und  ihre 

Anwendung  auf  die  Mengenlehre  vgl.  I  A  5,  Nr.  2,  Anm.  10). 
1.  S.  103,  Formel  (47).     Es   ist  .Bä*  — i  durch  By  zu  ersetzen,  sowie  Z"*^-' 

durch  /■<*  — i>. 
I.  S.  103,    Anm.  269).     Die   genaueren   Zitate   sind:    I  E,  Nr.  11,    11  Ä  3, 

Nr.  12,  18. 
L  S.  103,   Anm.  272).     Über  die   Stirlingsche  Formel   in  engerem  Sinne 

vgl.  I  E,  Nr.  12,  über  die  Stirlingsche  Formel  in  weiterem  Sinne  (8.  104) 

vgl  n  A  3,  Nr.  18,  Anm.  272). 

X 

L  8.  104,   Z.  3.  4.      Über    das    Auftreten    des    Integrals  Je~'*dx    in    der 

■ 

Wahrscheinlichkeitsrechnung   s.    I  D  1,    Nr.  10,  12— 14^    I  D  2,   Nr.  4; 
I  D  4a,  Nr.  2;  ID  4b,  Nr.  3, 
i.  S.  106,  Anm.  281).     Das  genauere  Zitat  ist:  Et  A  1,  Nr.  16,  17. 
I.  S.  110,   Anm.  296).      Statt  „J,    de   Math.  4,  12"   ist   zu  setzen:    „J.    de 
Math.  (5)  2".     Die  umfassende  Preisarbeit  von  Borel  üher  die  Summier- 
barkeit  divergenter  Reihen  ist  inzwischen  in  Ann.  Ec.  Norm.  (3)  IG  (1899), 
S.  9  erschienen.    Vgl.  noch  Borel,  Letfons  sur  les  series  divergentes,  Paris 
1901,  sowie  n  B  1  Nr.  13. 
1.  S.  118,  Anm.  330).    Das  zitierte  Werk  von  Ch.  Kramp  ist  in  Strafsburg 

und  Leipzig  1798  erschienen. 
LS.  119,  Anm.  339),  Z.  1.    Innerhalb  der  Klammer  hat  das  doppelte  Vor- 
zeichen zu  stehen. 

»8.  122.      Zweiter    Absatz,    Z.  3.     Statt    ,,[\,    b^    .  ,  .   hyf    setze    man 
„^,==[&„  &i  ...  fcj" 
LS.  122,  Anm.  352).     Die  Abhandlung  von  Möbius  erschien  ursprünglich 

in  J.  f.  Math.  6  (1830),  S.  215. 
L  S.  124,  Anm.  368).     Vgl.   noch   die   autogr.  Vorlesung   von   Klein  über 
Zahlentheorie  I,  Gott.  1896. 

it  n 

I.  S.  134,  Z.  2.     Statt  ^(—  1)*^  ist  zu  setzen:  ^(-  ly-^c^. 
I.  S.  135,  Anm.  415),   Z.  2.     Statt  Ib^-,   yl  ist  zu  setzen:  [fco;   y1  • 


dl 


J-  S.  137.     Hinter  Formel  (109)  ist  jS  =  1  statt  jS  =  0  au  lesen. 
■  S.  140,  Z.  5  V.  u.     Statt  (104)  ist  (102)  zu  lesen. 


J 
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I.  8.  14 Ij  Nr.  58.    Über  unendliche  Determinanten  vgl.  noch  I  A  2,  Nr. 

über   die   Auflöstmg   eines  begrenzten   Systems    linearer   Gleichungen  mit 

Hülfe  von  Determinanten  I  B  Ib,  Nr.  12. 
I.  S.  143.     In  Formel  (122)  ist  D'"-"  durch  D,«,«  zu  ersetzen. 
I.  S.  145.     In  Formel  (126)   ist  bei   der   zweiten  Summe  der  Sunusatiom- 

index  v  hinzuzufligea. 
I.  S.  146.   Nachträge,  Z.  3.   Die  Jahreszahl  hei  Schimpf  ist  1895  (nicht  1845). 
Königsberg  i.  Pr.  W.  Fr.  Meteb. 


L  S.  120,  Z.  6  V.  0.  soll  &o  statt  a<,  stehen. 
Königsberg  i.  Fr. 


£.  MÜLLKB. 


Zu  IB2:  Invariantentheorie. 

I.  S.  321.  Monographien.  Nachträge:  Von  W.  Fr.  Meyer,  Bericht 
die  Fortschritte  der  proj.  Invariantentheorie,  ist  inzwischen  eine  polniscb» 
Ausgabe  von  8.  Dickstein  (Warschau  1899)  erschienen.  H.  Andoyer 
hat  inzwischen  das  ausführlichere  Werk  veröffentlicht:  Le^ons  sur  It 
Theorie  des  Forraes  I^  Paris  1900.  (Binäre  und  teruÄre  Formen),  Dm 
neueste  Werk  über  Invariantentheorie  ist:  A.  Capelli,  Lezioni  sull» 
Teorica  delle  Forme  algebriche,  litogr.,  Napoli  1902.  (Allgemein« 
Theorie,  mit  einem  Anhange  über  binäre  Formen). 

Königsberg  i.  Pr.  W.  Fk.  Meveb. 

I,  8.  402,  Anm.  43ö.      In   der   vorletzten  Zeile   ist  hinter  „eingehend*'  der 
Name  „G.  Kohn"  einzuschalten. 


Königsberg  i.  Pr. 


£.   MÜLLEL 


Zu  I  E:  Differenzenrechnang. 

I.  S.  930.     Formel  (49)  und  (53).     Das  Glied  mit  dem  Faktor  ^t»-i  «* 
zu  streichen,  da  jlgi_i  =  0. 

Königsberg  i.  Pr.  W.  Fb.  Mbv» 


über  den  Satz  vom  Mmimtmi  der  Deformationsarbeit. 


Von  J.  Weingarten  in  Charlottenburg. 

In  dem  durch  originale  Betrachtungen  hervorragenden  Werke  des 
italienischen  Ingenieura  Castigliano  über  das  Gleichgewicht  elastischer 
Systeme  (Castigliano,  Theorie  des  Gleichgewichts  elastischer  Systeme; 
Qbersetzt*)  von  E.  Hauffe,  Wien  1886)  ist  zuerst  ein  Lehrsatz  aus- 
gesprochen worden,  den  der  Autor  den  Satz  von  der  kleinsten  Arbeit 
nennt,  und  in  folgender  Fassung  angiebt: 

Die  elastischen  Kräfte,  welche  nach  der  Deformation  des  Körpers 
oder  Systems  zwischen  den  Molekülpaaren  auftreten,  sind  jene,  welche 
die  Deformationsarbeit  zu  einem  Minimum  machen,  insofern  mau  jene 
Bedingungsgleichungen  berücksichtigt,  welche  ausdrücken,  dafs  zwischen 
diesen  Kräften   um  jedes  Molekül  Gleichgewicht   besteht  (1.  c.  pag.  46). 

Auf  Seite  47  desselbeu  Werkes  erscheint  dieser  Satz  in  der  all- 
gemeineren Weise  ausgedrückt: 

dafs,  welches  auch  die  unbekannten  Gröfsen  sind,  in  deren  Funk- 
tionen man  die  Deformationsarbeit  eines  Systems  ausgedrückt  hat,  die 
Werte,  welche  dieselben  uach  der  Deformation  haben,  derartige  sind, 
dafs  sie  unter  Berücksichtigung  der  zwischen  ihnen  stattfindenden  Be- 
dingungsgleichungen diese  Arbeit  zu  einem  Minimum  machen. 

Der  Inhalt  dieser  Sätze,  die  den  Anschein  erwecken,  ein  Frineip 
der  Ekstizitätslehre  festzustellen,  ist  einem  präzisen  Verständnis  nicht 
ohne  weiteres  zugänglich.  Es  sei  uns  daher  gestattet,  diesen  Inhalt 
klar  zu  legen,  um  so  mehr,  als  die  betretfenden  Sätze  eine  ausgedehnte 
Anwendung  in  der  technischen  Mechanik  bei  der  Behandlung  der 
sogenannten  Stützaufgabeu  gefunden  haben.  Hierbei  wird  sich  heraus- 
stellen, dafs  der  Castigliano  sehe  Satz  nicht  ein  Prinzip  ausspricht, 
sondern  eine  au  beschränkende  Voraussetzungen   gebundene  Vorschrift. 

Wenn  an  einem  ursprünglich  neutralen,  homogenen  elastischen 
Korper,  gleichgiltig,   ob   das  Material  desselben  isotrop  oder  anisotrop 


1)   Nach   dem   franzÖBiachen  Original:   Theorie  de  r(?quilibre  dea  syslemes 
^lasfciquea  et  »es  upplications.    Turin  187Ö.    F.  Negro. 

▲rchiT  dar  M«UiiMnatik  uud  Pbyaik.    HL  Baiho.    U.  19 
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vorauBgesetzt  wird,  äufsere  Kräfte  ins  Gleichgewicht  getreten  sind, 
ist  das  Eintret^u  dieses  Gleichgewichts  stets  mit  einer  Verschiehung 
der  materiellen  Elemente  des  Körpers,  einer  Deformation,  verbunden, 
die  als  verschwindend  klein  vorausgesetzt  wird.  Ans  dem  einzig  wid 
allein  für  eine  statische  Aufgabe  gegeheaen  System  der  Gleichgewicht 
haltenden  Kräfte,  läfst  sieh  ein  Schliifs  auf  die  Zeitdauer  und  auf  die 
Vorgänge  der  Deformation  nicht  ziehen.  Dies  System  giebt  nur  die 
Endwerte  der  während  der  Deformationszeit  veränderlichen  äufsereo 
Klüfte  an,  die  scJdiefsUch  den  sechs  Gleichgewichtsbedingungen,  die 
für  die  Kräfte  an  einem  starren  Körper  bestehen,  genügen  müsseiL 
Auch  die  Verriickungen,  welche  die  Körperpunkte  am  Schlüsse  dff 
Deformationszeit  erlangt  haben,  sind  nicht  vollständig  durch  das  ge- 
gebene Kräftesystem  bestimmbar,  sondern  nur  bis  auf  eine  willkürlich 
bleibende  unendlich  kleine  Drehung  und  Fortschreitung  des  betrachteten 
elastischen  Körpers. 

Nichts  destoweniger  läfst  sich  ans  dem  Umstände,  daCs  am  Anfang 
der   Defonnationszeit   Ruhe   bestand,    am    Ende   der   Deformationazeit 
Ruhe  und  Kräftegleichgewicht  an  aUen  Körperelementen  eingetreten  i 
ein  entscheidender  Schlufs  ziehen. 

Es  muls,  da  nach  Ablauf  der  Deformationsbewegung  die  lebendige 
Kraft  aller  Elemente  des  Körpers  keine  Änderung  erlitten  hat,  sondern 
wie  am  Anfange  der  Null  gleich  ist,  die  Summe  aller  Arbeiten  d» 
angreifenden  äufserat  Kräfte,  die  während  dieser  Bewegung  auftraten, 
mit  der  Summe  aller  Arbeiten  der  imicrmi  entstandenen,  auf  die  Ele- 
mente wirkenden  elastischen  Drucke  oder  Spannungen  von  gleichg  _ 
Gröfse  sein.  ^H 

Die  erstere  Arbeitssumme  läfst  sich  wegen  der  Unkenntnis  i^^ 
während  der  Deformationsbewegung  wirksam  gewesenen  Kräfte,  die  in 
mannigfaltigster  Weise  der  Zeit  und  der  GrÖfse  nach  verändert  voraus- 
gesetzt werden  können,  nicht  direkt  berechnen.  Für  die  siveite  die»er 
Summen,  die  innere  Arbeit,  ergieht  die  Theorie  einen  bestimmten 
Wert,  der  nur  durch  das  tfeffebene^  im  Gleichgewicht  befindliche  System 
dei  Endkmfte  bedingt  wird,  dagegen  nicht  bedingt  wird  durch  die 
Ausgangslage  der  Deformation, 

Hiemach  ist  die  Arbeit  der  äufseren  Kräfte  während  der  Defonm- 
tionen  eines  elastischen  Körpers,  die  zu  einem  und  demselben  System 
der  EtidkrAfte  führen,  stets  eine  und  dieselbe,  welches  auch  die  Zeit- 
dauer der  Deformation  und  die  Yeränderimgsweise  der  äulseren  Kraß* 
während  dieser  Dauer  gewesen  sei. 

Diese  Arbeit  wird  die  zu  dem  betreffenden,  das  Gleichgewicht 
haltenden,  Kräftesystem  gehörige  Deformationsarbeit  genannt 
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Nach  diesen  Vorbereitimgen  werden  wir  aua  der  allgemeinen  Theorie 
der  Elastizität  fester  Körper^  auiser  dem  Satze,  dafs  die  Deforraations- 
arbeit  stets  durch  eine  wesentlich  })ü!^iivc  Gröfse  dargestellt  wird,  noch 
die  Kenntnis  zweier  anderer  Satze  voraussetzen^  die,  falls  es  sich  um 
Betrachtungen  von  Körpern  von  vorwiegend  einer  Dimension  wie  Stäbe, 
Balken  handelt,  leicht  auch  durch  bekannte  Betrachtungen  der  Nävi  er- 
sehen und  ähnlicher  Theorien  abgeleitet  werden. 

Der  erste  dieser  Sätze  ist  der  folgende:  Bezeichnet  man  durch 
(X,  F,  Z)  die  auf  ein  rechtwinkliges  Achsensyatem  bezogenen  Komponenten 
der  Kräfte  eines  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräftesystems  in  irgend 
einem  Punkt  des  angegriffenen  Körpers,  durch  (w,  r,  iv)  die  Komponenten 
der  Verschiebung,  welche  dieser  Punkt  nach  eingetretener  Deformation 
erlitten  hat,  so  wird  die  zu  diesem  Kräftesystem  gehörige  Deformations- 
arbeit D  durch  die  Formel: 


(T) 


i)  =  A  V(Xm+  Yv  +  Ziii) 


^^ 


gegeben,    in    welcher   sich   das  Summeuzeichen   auf  alle  angegrijffeneu 
Punkte  (Körperelemente)  des  elastischen  Körpers  bezieht. 

Der  zweite  wird  gewonnen  durch  die  Betrachtung  eines  zweiten 
Kräftesystems,  dessen  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräfte  in  jedem 
Punkte  des  nämlichen  Körpers  die  Komponenten  (X',  Y\  Z*)  besitzen, 
und  mit  den  Verschiebungskomponeuten  («',  v,  w')  verbunden  sind. 
Die  allgemeinen  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht  des  Körpers  unter 
dem  EinBufs  je  eines  dieser  Kräftesysteme  ergeben  die  allgemein  giltige 
Gleichung: 


(O) 


^(X'tt  +  Y-v  +  Z'k)  =^(Xu'+  Yv'  +  Zw-). 


in  denen  die  Summen  wiederum  Über  alle  durch  die  betreffenden  Kräfte 
angegriffenen  Punkte  auszudehnen  sind.  Betrachtet  man  nunmehr  das 
aus  dem  ffkicltscitigen  Angriff  beider  KrUftesysteme  hervorgehende 
dritte,  welches,  an  dem  vorgelegten  Körper  angebracht,  gleichfalls 
Gleichgewicht  hervorruft,  und  bezeichnet  durcli  (X",  Y",  Z")  die  in 
em  beliebigen  Körperpunkt  jetzt  angebrachten  Kraftkompouenteu, 
dnrch  (u\  v"  u")  die  dorn  Gleichgewicht  entsprechenden  Verschiebungs- 
komponeuten dieses  Punktes,  so  finrlen  die  Beziehungen  statt: 


x"=x-fX',     r- 


r+  r,    z"  =  z-^z', 

t?  4-  v\       w"  ^  IV  -f  w'f 


die  letzteren  gemäfs  dem  Prinzip  der  Superpos ition. 


16* 
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Die  zur  Herbeiführung  des  Gleichgewichts  durch  das  System  der 
Konipoaenten  (X",  F",  Z")  aufgeweudete  Deformattonsarbeit  D"  ergiebt 
sich  nach  (I)  aus  der  Gleichung: 

D"=l^{X"u"+  r"t/'4-  Z"w") 

oder  nach  Benutzung  der  vorstehenden  Gleichungen  aus  der  folgenden: 

!>"=  ^^(Xm.  -\-Yv  +  Zw)  +  l^{X'u  +  Fv'-f  Z'w') 

+  l[^Xt*'  +  Yv'  4-  Ziv')  ^^{X'u  +  Tv^Z'w)], 

welche  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichung  (II)  in  die  Form 
(UI)  jD"=  i)  +  D'+C 

gesetzt  werden  kann,  wenn  D  und  2>'  die  den  beiden  zuerst  gewlUtiii 

Kräftesystenien    einzeln    zugehörigen   Defonuationsarbeiten    bezeichneOi 
während  C  durch  die  beiden  gleich weii igen  Fonnen: 

C  =^iXu'  +  Yv'  -{-  Zw')  --^{X'u  -f  Y'v  4-  Z'w) 

gegeben  wird. 

Von  den  aufgestellten  alJgeiueinen  Formeln  woUen  wir  eine 
Wendung  auf  zwei  hfsHfnmtv  Kräftesyateme  machen,  die  zunächst  eimeh 
und  nachher  gemeinacliaftlich  den  betrachteten  elastischen  Korper  an- 
greifen. Zu  dem  Ende  werden  wir  in  dem  Körper  zwei  Gruppen  Tun 
Angrifispunkten  formal  unterscheiden.  Die  erste  Gruppe  soll  als  diß 
Gruppe  der  Belasfunffspunkk ^  die  zweite  als  tlie  Gruppe  der  ÄiÖSr* 
pufifäe  bezeichnet  werden. 

Als  das  erste  Kriiftesystem  mit  den  Komponenten  (X,  F,  Z)  wählra 
wir  das  in  folgender  Weise  charakterisierte: 

In  jedem  Belastimgspunkiß  seien  drei  gegebene  unTeriinderliche 
Komponenten  A",  1",  Z  angebracht,  deren  Resultante  wir  die  Belasbifig 
dieses  Punktes  nennen;  in  jedem  Stützpunkte  drei  Komponenten,  welche 
tviükürUch  gewählt  werden  können,  bis  auf  die  Bedingung,  dals  Ditp 
Gesamtheit  den  Belastimgskräften  das  Gleichgewicht  hält.  Wir  w«rd«B 
die  Resultanten  dieser  Komponenten  in  solchem  Punkte  die  dortige  Stflti- 
kraft  nennen.  Wenn  die  Anzahl  der  Stützkmfte  oder  ihrer  Kompo- 
nenten eine  derartige  ist,  dala  die  Werte  derselben  durch  die  sechB  Be- 
dingungagleichungen  dea  Gleichgewichts  zwischen  den  Belastungs-  uwl 
Stlitzkräften  allein  nicht  bestimmt  werden  kömien  (welchen  Fall  wir 
für  die  Folge  ak  eintretend  voraussetzen),  so  existiert  eine  unendlich« 
Mannigfaltigkeit  von  Stützkräften  für  die  gegebenen  Stützpunkte,  weld» 
den    bekannten    und    gegebenen    Belastungskräften    das    Gleichgewieht 
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lialten  können.    Di©  Belaatimg  des  Körpers  Itann  alsdann  in  unbegrenzt 

I    Tielen  Weisen  von  den  Stützpunkten  aus  aUfeatützt  werden.     Aber  jeder 

dieser  Abstützungen    oder   dem    ihr    entsprechenden    Gleichgewicht    ist 

eine  gewisse  Delbrmationsarbeit  zugehörig,    welche  im  allgemeinen  für 

zwei  von  einander  yerschiedene  Abstütztingen  von  verschiedener  Grofse 

'    sein  wird.    Wir  wollen  nun  diejenige  cme  besondere  Abstützung  ins  Auge 

I    fassen^  nach  deren  Eintritt  jeder  einzelne  der  Stützpunkte  eine  (jcgeheHr 

Verschiebung  erlitten  hat,  deren  Komponenten  die  (jetjehcnen  Werte  «,  ß,  y 

L'^ben  mögen.    Es  erscheint  unnötig,  für  die  verschiedenen  Stützpimkte 

FJUese  Verschiehmigskomponentt'n  a^  ß,  y  durch  Accente  oder  Indices  von 

einander  zu  unterscheiden.    Das  besondere  System  von  Belastungs-  und 

Stützkräften,  welches  bei  dem  Eintritt  dieser  Abstützung  erscheint,  möge 

als  das  erste  System  der  Komponenten  (X,  F,  Z)  aui'gefalst  werden. 

Für  das  swe'de  der  Kräftesysteme  wählen  wir  das  folgende: 

In  jedem  Stützpunlfe  des  Körpers  seien  drei  willkürlich  gewähltu 

Kraftkomponenteu  (X',  Y\  Z')  angebracht,  jedoch  mit  der  Beschränkung 

der  Willkür,  dafs  diese  sämtlichen  Komponenten  an  dem  starr  gedachten 

Körper  sich  das  Gleichgewicht  halten.    An  jedem  Lasipnuht  sollen  die 

Komponenten  X',  y,  Z'   der  an  ihm  angebrachten  Kraft  jede  einzeln 

gleich  Null  sein. 

Die  Zusammensetzung  der  beiden  definierten  Kräftesjsteme  führt 
zn  einem  dritten  mit  den  Komponenten  (X",  T",  Z"),  in  welchem  diese 
Komponenten  für  jeden  Lastpunkt  mit  den  Komponenten  der  ffcgcbcwm 
Belastung  übereinstimmen,  für  jeden  Stützpunkt  aber  willkürlich  bleiben, 
bis  auf  die  Bedingimg,  dafs  da«  gesamte  KrUftcsystem  den  sechs  Be- 
dingungen des  Gleichgewichts  eines  starren  Körjjers  genüge. 

Dieses  System  (X",  Y"j  Z")  stellt  daher  das  aUtjcmeinste  Kräfte- 
sytitem  dar,  welches  imstande  ist,  den  Bedingungen  der  Ahstützimg 
der  gegebenen  Lasten  für  den  betrachteten  Körper  zu  genügen,  imd 
nmfalst  sämtüebe  möglichen  Abstützungsweisen. 

Berechnen  wir  die  zu  diesem  System  gehörige  Deformationsarbeit 
nach  Formel  (III): 

indem  wir  C  durch  die  Gleichung 

l  C  =^iX'u  +  Y'v  -f  Z'm') 

BKetimmt  wählen.  Die  Elemente  der  die  Gröfse  C  darstellenden  Summe 
Bind  Null  für  jeden  Lastpunkt ^  da  X',  Y\  Z'  ftir  jeden  solchen  ver- 
«chwindeii,  und  die  Suinmation  erstreckt  sicli  daher  nur  üiier  die  Stütz- 
punkte.    Die  Komponenten  der  Veischiebung  it,  y,  w  jedes  Stützpufikts 
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unter  dem  Emfliifs  des  ersten  der  lieiden  Kräftesysteme  fallen  UÄch 
der  Voraussetzung  mit  den  ffcf/ckmen  Werten  «,  ß,  y  zusammen.  E» 
ergiebt  sich  daher  die  gesuchte  Deformationsarbeit  durch  die  Gleichung 

i)"  ^  D'  +  i>  +^{X'a  -f  Tß  -\-  Z'y). 

Wenn  man  in  dieser  Gleichung  die  Werte  von  X\  Y\  Z"  durch 
die  ihnen  gleichen  Werte:  X"—  X^  Y"  —  Y,  Z"  —  Z  ersetzt,  mid  die 
doppelt  accentuierten  Gröfsen  auf  die  linke  Seite  überfuhrt,  so  er- 
giebt sich: 

2)"_^(X"«  -f.  T'ß  +  Z"y)  ^Jy^D  -^(Xa  +  Yß -\-  Zy\ 

in  welcher  Gleichung  der  Accent  des  Summenzeichens  andeutet,  dafs  die 
Summation  sieh  nur  über  die  Stützpunkte  erstreckt»  Bemerkt  man 
noch,  dafs  die  Gröfse  Z>'  als  Wert  einer  Deformationsarbeit  stets  eine 
positive  ist,  so  gelangt  man  zu  dem  einfachen  Resultat: 


ä 


(IV)     D-  -^(X"«  -f  Y"ß  +  Zy)  >  D  -^{Xa  +  Yß -h  Zyl 

Es  fällt  daher  der  Wert  der  auf  der  linken  Seite  dieser  Ungleichung 
stehenden  Gröfae  für  irgmd  eines  der  Abstützungssysteme  tjföfst^r  ans 
als  für  dasjenige,  mit  welchem  die  gegebenen  Verschiebungskomponent^n 
u^  ßj  y  verbunden  sind.  Diese  Gröfse  nimmt  daher  für  das  letztere 
iJiren  kleinstmöglichen  Wert  an  unter  der  dauernden  Voraussetzong, 
dals  sämtliche  Kräfte  (X,  F,  Z)  und  auch  (X",  T%  Z")  den  aecb 
Gleichgewichtsbedingungen  des  starren  Körpers  genügen. 

Um  das  vorstehende  Resultat  bequemer  aussprechen  zu  können, 
wollen  wir  ims  der  nachfolgenden  Ausdrucksweise  bedienen. 

Es  sei  ff  der  gegebene  Wert  einer  unendlich  kleinen  Verschiebong, 
a,ß,  y  seien  die  Werte  ihrer  Komponenten,  femer  P  der  Wert  einer  Kraft. 
X,  Yy  Z  die  Werte  ihrer  Komponenten,  0  schliefslich  der  Winkel 
zwischen  der  Richtung  der  Kraft  und  der  Richtung  der  Verschiebung. 
Alsdann  möge  die  Gröfse 

Xß+  r/3  +  Zy  =  Pco3Ö<y 

die  dastische  Ai-beit  der  Kraft  P  in  Beziehung  aul*  die  Verschiebimg  tf 
genannt  werden,  zum  Unterschiede  von  der  mechaniscJicfi  Arbeit,  dit 
hier  nicht  in  Frage  kommt. 

Nach  Einführung  dieser  Sprachweise  können  wir  den  Satz  »iif* 
stellen: 

Für  diejenige  Abstützmig  eines  belasteten  elastischen  Körpers,  b« 
welcher  die  Stützpimkte  desselben  gegebene  Verschiebungen  erleid«m. 
fallt  der  Wert  der  zugehörigen  Deformationsarbeit  vermindert  um  dif 
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eben  Arbeiten  der  Stützkräfte  in  BeziehiiDg  anf  die  gegebenen 
Verschiebungen  stets  kleiner  auB^  als  der  entsprechende  Wert  dieser 
Dilierenz  für  irgend  eine  andere  Abstützung  aus  den  nämlichen  Stütz- 
piinkten. 

In  dem  besonderen  Falle,  dafs  tue  gegebenen  Verschiebungen  «,  jS,  y 
für  alle  Stützpunkte  gleich  Null  werden,  oder  in  dem  Fallo^  dafs  diese 
Verschiebungen  gegen  die  betreffende  Stützkraft  senkrecht  gerichtet 
sein  fiolleu,  der  bei  der  Beweglichkeit  der  Stützpunkte  auf  reibungs- 
losen Flächen  oder  Linien  eintritt,  verwandelt  sich  dieser  Satz  in  den 
folgenden : 

Für  diejenige  Abstützung  eines  belasteten  elastischen  Körpers,  welche 
mit  einer  Unbeweglichkeit  der  Stützpunkte  verbunden  ist,  oder  bei  welcher 
die  Stützpunkte  nur  auf  reibungslosen  Widerlagern  gleiten  können,  ist 
die  zugehörige  Deformationsarheit  kleiner  als  bei  jeder  anderen  Ab- 
stützung desselben  Körpers  aus  den  nämlichen  Stützpunkten  mit  zu  den 
Widerlagern  senkrechten  Stützrichtungen. 

Dieser  Satz  entspricht  dem  Satze  von  Castigliano.  Man  bemerkt 
aber,  dafs  durch  ilm  nicht  ein  Prinzip,  welches  die  Defonnationsarbeit 
beherrscht,  ausgedrückt  wird.  Er  ist  an  die  Beschränkung  des  Ver- 
Bch winden«  der  Summe  der  elastischen  Arbeiten  der  Stützkräfte  in 
"Beziehung  auf  die  Verschiebungen  der  Stützpunkte  gebunden. 

Was  die  gegebene  Herleitnng  betrifft,  so  erscheint  dieselbe  frei 
von  den  Schwierigkeiten,  welche  der  Beweis  der  Existenz  eines  Mini- 
mums herbeiführt,  wie  auch  von  denjenigen  Schwierigkeiten,  welche  die 
Diskusaion  des  Vorzeichens  von  Gliedern  höherer  Ordnung  herbeiführen 
würde,  wenn  mau  den  Beweis  durch  den  Nachweis  des  Verschwindens 
des  Differentials  oder  der  ersten  Variation  des  Wertes  der  Deformations- 
Arbeit  iühreu  müfste.  Für  das  vorliegende  Problem,  das  nur  auf  ganze 
Funktionen  zweiten  Grades  beliebig  vieler  unabhängigen  Veränderlichen 
führt ^  sind  derartige  Betrachttmgen  unnötig. 

Berlin,  den  3.  Oktober  1901. 


tlber  die  Konvörgenz  der  trigonometrischen  Reihen. 

Von  PaüL  Stäckel  in  Kiel. 

1,  Dirichlet  hat  im  Jahre  1829  gezeigt,  dafs  jede  reelle  Funktion 
f{po)  der  reellen  Veränderlichen  x  sich  för  das  IntervaU  «  «  (0  . . .  2») 

diiTch  eine  trigonometrische  Reihe: 

i^o  +  ^1  ^^^  ic  +  ^2  ^^^  2^  +  ^3  ^^^  3;i-  +  •  •  •  -f  Z»„  cos nx  -f  •  ■ 
+  öj  sin  a?  +  Oj  sin  2a:  +  «3  sin  3jc  +  •••  +  «„  sin  «x  -f  •  • 

darstellen  läfst,  sobald  das  Interrall  d?  =  (0  . . .  2^)  in  eine  endliche 
Anzahl  von  Teilintervallen  (0  . . .  Xi),  {x^  . . .  x^^  (ap,  . . .  x,),  . . ., 
(x,_i  ...  2:nr)  zerlegt  werden  kann,  in  deren  jedem  f{x)  stetig  ist  imd 
entweder  niemals  abnimmt  oder  niemals  zunimmt;  dabei  brauchen  die 
Grenzen  der  Werte  von  f{x)^  die  man  erhält,  indem  man  sich  von  linl« 
oder  von  rechts  den  Punkten  x^j  x^j  .  . .,  x,—i  nähert,  oder  /"(a^  — 0) 
und  /"(^i  +  0),  . . .,  /*(a^,_i  —  0)  und  /'(x,_i  -f  0)  nicht  übereinzustimmen, 
und  es  braucht  auch  nicht  [{())=  f (2 x  —  0)  zu  sein*). 

Im  Folgenden  soU  auf  Grand  eines  von  mir  an  anderer  Stellt 
dargelegten  Verfahrens')  die  Konvergenz  der  trigonometrischen  Reihe 
ftir  f{x)  unter  Voraussetzungen  bewiesen  werden,  die  teils  enger  teils 
weiter  als  die  Dirichletschen  sind.  Es  soll  nämlich  das  Intervall 
x  =  {0.,.2n)  wieder  in  eine  endliche  Anzahl  von  Teilintervallen 
(0  . . .  xj,  (a:,  . . .  Xg),  (x^ . . .  x^\  .  . .,  (a;,_ ,  .  . .  2;r)  zerlegt  werden 
können,  sodafs  f{x)  in  jedem  Teilintervall  stetig  ist,  aufserdem  soll 
aber  für  jeden  Punkt  eines  solchen  Intervalles  der  Quotient 

fix  -f  ft)  -  m 

h 

für  A  =  0  einen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  haben;  dabei  darf  der 
Grenzprozefs    für    positive   und    der   fftr   negative   Werte   von  h  ver- 


1)  &ir  la  conoergmce  des  s^ies  trigonom^triqwB,    Journal  ftir  Mathem*tik.  4 
(1829).    167—169  =  Werke  Bd.  !.    Berlin  1889.    117—182, 

2)  Über  das  Dirichletscht  InUgrai,  Berichte  der  math,  phy«.  KlacM  d«r 
Königl.  Sachs.  Gea.  d.  W.  Jahrgang  1901.    147—161. 
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Bchiedene    Resultate    ergeben,   sodafs    für  die  Kurve  y  ^  f(x)  ^cken" 

zulässig  sind.    Es    wird  also  einerseits  eine  gewisse  Voraussetzung  über 

das  Verhalten  des  Quotieüten 

f{x  -f  ft)  -  fix) 
h 

gemacbt,  die  bei  Diricblets  Beweis  nicht  erforderlich  ist,  andererseits 
aber  wird  zugelassen,  dafs  f{x)  unemllieh  viele  Maiima  und  Minima 
besitzt,  was  dort  ausgeschlossen  ist.  Dafa  übrigens  eine  Funktion  f{x) 
der  hier  betrachteten  Äi-t,  auch  wenn  ihre  Ableitung  überall  bestimmte 
endliche  Wei-te  hat,  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  besitzen  kann, 
das  folgt  aus  Untersuchungen,  die  llerr  Kopeke  angestellt  hat*). 

Dafs  die  Voraussetzung  der  Stetigkeit  allein  nicht  genügt,  um  die 
Entwickelharkeit  von  f{x)  in  eine  trigonometrische  Reihe  zu  sicheni, 
hat  Paul  Dubois-Reymond*)  gezeigt;  es  mufs  also  zur  Stetigkeit 
noch  eine  weitere  Beschränkung  hinzutreten.  Auf  die  neueren  Arbeiten 
über  diesen  Oegenstand  einzugehen,  erscheint  jedoch  nicht  erforderlich, 
da  es  sich  an  dieser  Stelle  lediglich  darum  handeln  wird,  ebenso,  wie  es 
Dirichlet  gethan  hat,  unter  ausscbliefslicher  Benutzung  elcnwntarcr 
Rilfsmittel  den  Nachweis  der  Konvergenz  zu  fuhren. 

2,  Um  zu  beweisen,  dafs  die  Reihe 

J^o  +  \  cos  j*  +  i»j  cos  2a:  +  .  .  .  +  /»„  costKJC  +  -  .  . 
4-  f/j  sin  jc  +  flj  sin  2x  +  . . .  +  «„  sin  «:c  +  . . . , 
wenn  man  ihre  Koeffizienten  durch  die  Gleichungen: 


hr,.= 


in  S/t 

A  Jcos  mm)^n  r    «.n  ==  ^-/sin  ^^im)di 


bestimmt,     immer    konvergiert    und    für    alle    Werte    des    Intervalls 

jc  ==  (0  ,  .  .  2;r)    der    Funktion   fix)  gleich   ist,    bilde   man   die   8umme 
8^{x)    ihrer    2n  -f  1    ersten    (Tlieder.      Man    findet    dafür    sofort   den 

Ausdruck 

an 

^-W  =  «  f^Um\  +  coa(|  -x)-\-  C082(|  -  x)  +  ...  +  co8«(|-x)], 


1)  Über  eine  durchaus  different Urbare  ^  gtetige  Function  mit  Ogcülationen  in 
jedem  Intervall  Math.  Aon  84  (1880),  161—171;  85  (1889),  104— lOfl.  Vergl.  mich 
Schocnflie»,  Math.  Adu.  5-1  (1000).  5ö3  und  Brodln,  Vet.  Ak.  Öfv.  Stockholm 
1900.    423  und  743 

2)  l'ni^rsuchitngcn  liber  die  Convergenz  und  JMvtrgens  der  Fourierschen 
DardUUungfformcln.  Abbandlungen  der  Akademie  zu  München,  2.  Abteilung.  12 
(1877;.    1— IU2. 


ist,  wo  F(u)  eine  Funktioii  bedeutet,  die  in  dem  Intervall  m  =  (0  ■ 
den  der  Funktion  rta:)  auferlegten  Bedingungen  genügt,  so  folgt  sofort,  ( 

^S,(x)  =  Ufi^  +  0)  +  r(x  -  0)) 

wird,  sobald  x  ein  Punkt  im  Innern  des  Intervalles  x  —  (0  .  .  ,2:t)  ist, 
und  einfache  Überlegungen  zeigen,  dafa  sich  für  die  Grenzen  des  Intervalle« 

HmS,(0)  =  UmS.(2»)  -  A(A(+  0)  +  fQix  -  0)) 

ergiebt.  ' 

3.  Der  folgende  Beweis  beruht  auf  dem  fundamentalen  Theoreme, 
dafs  jede  reelle  Funktion  tp{x)  der  reellen  Veränderlichen  Xy  die  für  jeden 
Punkt  des  Intervalles  x  =  (a ...h)  sMiff  ist,  in  diesem  Intervall gkickmälfig 
stetiff  ist*),  einem  Theoreme,  dessen  Sinn  zunächst  dargelegt  werden  wll 


1)  Heine,  Journal  f.  Math.  74  (1872),  188  und  U.  Dini,  Fondameati  per 
la  teoria  delle  ftinscioni  di  variabili  reali.  (Pina  1B78,  dcntache  Ausgabe  Leipsif 
1802)  §  41,  wo  sich  ein  auf  0.  Cantor  zurückgehender  Beweis  findet.  Ttrgl 
auch  Encyklopädie  da-  Math.  WifsenscfMftet^,  Bd.  II.    18. 
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Die  Funktion  f{x)  keifst  für  einen  Punkt  x  =  Xq  stetigj  wenn  man 
bei  gegebenem  beliebig  kleinem  b  um  x^^  ein  Intervall  j:=(a:o— <J . .  ..To+tf) 
abgrenzen  kann,  sodafs  die  Schwankung  von  f{x)  in  diesem  Intervall, 
d.  h.  der  Untersehied  des  gröfaten  und  des  kleinsten  Wertes,  den  /*(ir) 
darin  annimmt,  kleiner  als  i  ist.  Das  Wesen  der  glekhmäfsigen 
Stetigkeit  wird  dann  ausge<lrückt  durch  den  Lehrsatz: 

^Ist  f{x)  für  alle  Punkte  d\,  eines  Intervalles  x  ~  (a  ,  .  .  b)  stetig, 
so  läfst  sich  das  Intervall  immer  in  eine  endliche  AnzaM  r  von  gleichen 
Teilen  zerlegen,  sodafs  die  Schwankung  von  f(x)  in  jedem  Teilintervall 
kleiner  als  eine  gegebene  beliebig  kleine  Gröfae  e  ist." 

Zum  Beweise  teile  man  das  Intervall  (a  .  . .  h)  in  n  gleiche  Teile 
und  bilde  fflr  jedes  Teilintervall  die  Schwankung  von  f{x).  Sind  alle 
Schwankimgen  kleiner  als  f,  so  ist  der  Satz  bewiesen.  Es  ist  also  nur 
zu  zeigen,  dafs  nicht  für  jeden  Wert  von  n  ein  oder  mehrere  Teil- 
intervalle vorhanden  sein  können,  für  die  die  Schwankimg  gröfser  als 
i  ist.  Grabe  es  jedoch  für  unbegrenzt  viele  Werte  von  n  mindestens 
ein  solches  Teilintervall,  so  bildeten  deren  Anfangspunkte  eine  dem 
Intervall  (a  . . .  h)  angehörige  unendliche  Punktmenge,  die  mindestens 
einen  Häufungspunkt  .Cj  besäfse,  d.  h.  es  gäbe  einen  Punkt  x^,  sodafs 
jedes  noch  so  kleine  ihn  enthaltende  Intervall  (x^  —  d  --  -  x^  -{■  d)  un- 
endlich viele  Punkte  der  Menge  enthielte,  es  lägen  also  auch  in  seinem 
Innern  imendlich  viele  Teilinten'alle,  für  die  die  Schwankung  grölser  als 
e  ist.  Dann  aber  wäre  die  Schwankung  für  das  Intervall  (x^  —  d-"X^-\-  d) 
erst  recht  gröfser  als  f,  und  das  widerspricht  der  Voraussetzung,  dafs 
f(x)  auch  für  den  Pimkt  x^  stetig  sein  soll. 

4,  Ist  die  Funktion  gp  («)  in  dem  Intervall  u  =  (ß  -  -  •  h)  stetig, 
so  gelten,  wenn  r  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  für  die  r 
Intervalle : 

die  Darstellungen 

(p(u)  =  (p  (/7  4-  ^^-~)  +  «r^-lW»  (i  =  0,l.».....r-l) 


WO    s^   eine    positive   Konstante   bezeichnet,  deren   Bedeutung  sogleich 
angegeben  werden  wird,  und  wo  die  Funktionen  ^^(w)  den  Ungleichheiten 

I  »Ä")  I  £  1 
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genügen.     Alsdann  ist,  wenn  für  u  zwei  Werte  ttj,  u,  gewählt  werden, 

die  dem  Intervalle  (g  . . .  ^^^)  . . .  (^  +  (;H-  1)^^)  angehören, 

sodafs  für  e^  die  Hälfte  der  gröfsten  Schwankung  unter  den  Schwankungen 
in  den  r  Intervallen  gewählt  werden  darf. 
Hieraus  folgt  die  Gleichung: 

A  r 1  »^ 

Tsin  (2n  +  1)  tt  •  9  (m)  du  =^  tp(g  +  l  ^^^)  Ain  (2n  +  1)m  •  du 

r—l 


+  «,  .^         Ain  (2»  +  1)m  •  t^i(M)<?M. 


In  der  zweiten  Summe  ist,  da  der  Integrand,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen,  niemals  gröfser  als  1  ist,  jedes  der  r  Integrale  kleiner  als 

das  Integrationsintervall,  also  kleiner  als  ~  ^;  folglich  ist  der  abso- 
lute Betrag  der  zweiten  Summe  kleiner  als  h  —  g.  Bedeutet  femer  M 
das  Maximum  des  absoluten  Betrages  von  q)(ii)  in  dem  Intervall  {g...h), 
so  ist  der  absolute  Betrag  der  ersten  Summe  kleiner  als 


Jf  •  V         /sin (2«  +  \)udu  | 


=  ^-S2;rfTh«^(2»+l)(i/+A^7^)-cos(2n+l)(^+(A+l)*^^ 


i  =  0 

also  a  fortiori  kleiner  als 

r— 1 


Demnach  besteht  für  jeden  Wert  von  r  die  Ungleichheit: 

A 

sin  (2w  +  1)m  •  (p{ii)du  i  <^-  ^^'i  +  ^C'  -^)- 
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Nnnmehr  aoll^  bei  gegebenem  Wert  von  2wH-  1,  fiir  r  diejenige 
positive  ganze  Zahl  w  gewäblt  werden,  die  der  Zahl  y^w-j-1  unmittcdbar 
vorhergeht,  sodafs  also 


|/2«  -f  1  _  1  ^  «T  <  ]/2nTT 


wird.     Alsdaun  ist 


r 


/sin  (2w  -{-  l)u  ■  ip{u)du 


< 


2M 


\/2ti  +  1 


-f  *.-(Ä-i7), 


und  diese  Fonnel  gilt  für  jeden  Wert  von  «.    Läfst  man  jetzt  n  über 
alle  Grenzen  wachsen,  so  nähert  sich  der  Ausdruck 


iM       . 
y2n  -f  1 


(Ä-i?) 


der  Grenze  Null,  denn  es  ist  nach  dem  in  Nr.  3  bewiesenen  Theorem 


lim  f  „  =  0 . 


Mithin  besteht  die  Gleichung: 


(L) 


lim    I  sin  (2«  +  l)ii  •  ^»(m)^«  =  0 . 


5,  Es  ist  nützlich,  die  vorhergehende  Untersuchung  geometrisch  zu 
deuten. 

Die  ÄU  der  Gleichung 

V  =  sin (2»  -f  1)m 
gehörige  Kurve  besteht  aus  Wellen  der  Länge  - — XT;  bei  denen  Berg 
und  Thal  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  «-Achse  liegen  und  immer 
gleich  grofs,  nämlich  gleich  - — -r— ,  sind.  Berg  und  Thal  liefera  daher 
bei  der  Integration  zusammen  immer  den  Beitrag  Null  zur  Area,  und 
^8  kami  höchstens  eine,  positiv  oder  negativ  zu  nehmende,  Fläche  vom 


Inhalte?         ",    ,   übriK  bleiben.     Aus  diesem  Grunde  ist 
2ri   f  1  " 


*+  A  +  i) 


h-g 


9+^'r 


aber  das  Integral 

A 


I  sin (2»  +  1)«^« 


< 


2n  +  1 
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betriflFt,  so  wird  dureb  die  Einteilung  des  Intervalles  (g  .  .  .h)  in  eine 
grofse  Anzahl  r  kleiner  Teilintervalle  erreicht,  dafs  die  Funktion  91  m) 
in  jedem  von  üineii  höchstens  um  den  Betrag  2f^  schwankt,  also  nahezu 
konstant  ist;  der  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  ^(m)  darin  als  kon- 
stant ansieht,  ist  mithin  kleiner  als  i^(h — g)f  kann  also  durch  Vergröfserong 
von  r  beliebig  klein  gemacht  werden.  Sieht  man  daher  tpiu)  för  jedes 
Teilintervall  ala  konstant  an,  so  erhält  mau  ein  Integral  der  zuerst 
betrachteten  Fonn.  Indem  man  jetzt  r  so  wählt,  dafs  es  zwar  absolut 
sehr  grofa,  aber  doch  klein  gegen  2»  +  1  ist,  bewirkt  man,  dafo  auf 
jedes  der  Teilintervalle,  so  klein  sie  auch  sind,  dennoch  sehr  viele 
Wellen  fallen,  bei  denen  Berg  und  Thal  sich  gegenseitig  vernichtende 
Beiträge  zum  Integral  liefern.  So  kommt  es,  dafs  jedes  Teilintervall 
nur  einen  so  kleinen  Beitrag  zum  Integral  liefert,  dafs  auch  die  Summe 
von  r  solchen  Beiträgen  noch  eine  sehr  kleine  Gröfse,  nämlich  kleiner 

als  M  •  - — ^  - ,  ist    Auf  diese  Weise  gewinnt  man  eine  klare  Einsicht 

in  den  Prozefs,  der  zur  Folge  hat,  dafs  der  Wert  des  Inte^ptJs 


1 
1  sin (2n  +  1)«  •  fp(u)du 


für  wachsende  Werte  von  n  immer  kleiner  und  kleiner  wird. 

6.  Wenn  die  Funktion  F(m)  in  dem  Intervall  u  =  (ff  ,..h)  stäig 
ist,  so  gilt  dasselbe  von  der  Funktion 


c)p(m)  = 


F(JH) 

ain  w' 


solange  sinu  von  Null  verschieden  ist.     Mithin  gilt  die  Gleichung 


lim    />(^)-i°(^n  +  i) 


wenn  entweder  0  <g  <ih  <Cn  oder  —  n  <(/  <,h  <  0  ist 
Im  Besonderen  sei  F(u)  =  L     Dann  ist 

,.        /*8in(2n+ l)u  ,  „ 

J^j  «in«         ^^^^^ 

9 
folglich  wird 

±T 

0  u 

wo    das   Zeichen    ±    gilt,   jenachdem    h    dem   Inneni   des   Inten*»!!»« 
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(0  .  .  .  7t)  oder  (—  7t . , .  0)  angehört.     Nun   ist  aber 
benutzten  Foimel: 


nach 


einer  schon 

8m(2n  +  i)t*  _  j  ^  2(cob2«  +  cob4w  -f  •  ■  •  f  cos  2ntt), 


also 


ainu 


BodalB  sich  schlieljälich  die  wichtige  Gleichung: 


,.         /*8m(2«-|-  l)u  , 
hm    I  — — .      -       du 


=  ± 


ergiebt. 

7.  Nach  diesen  Vorbereitungen  soll  das  Integral 

f      ^   ^  BinM 

untersucht  werden,  wo  h  wieder  dem  Innern  des  Intervalles  (0  . .  .  ti) 
oder  (—  3r  .  .  .  öj  angehört.  Da  sin  u  für  ti  =  0  verschwindet^  wird  im 
allgemeinen  die  Stetigkeit  von 

Bvau 

an  dieser  Stelle  zerstört.,  sodafs  die  Formel  (L)  nicht  mehr  unmittelbar 
angewandt  werden  kann.  Deshalb  rauls  man  dafür  sorgen,  dais  das 
Integral  in  ein  solches  umgeformt  wird,  bei  dem  der  Zähler  ver- 
schwindet, und  das  gcscliiebt,  indem  das  betrachtete  Integral  ersetzt 
wird  durch  den  damit  identischen  Ausdruck; 
h  h 

das  Vorzeichen  ±  gilt,  jenachdem  h  positiv  oder  negativ  ist.  Geht 
man  jetzt  zur  (Jrenze  für  n  =  oo  über,  so  liefert  der  erste  Terrn 
nach  Nr.  6  den  Beitrag 

±jn±o), 

während  der  zweite  nach  der  Gleichung  (L)  den  Beitrag  Null  ergiebt, 

sobald 

F(u)  —  Fi±  0)  _  F(u)  ~  F(±  0)      u 
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in  dem  Intervall  u  =  {0  . .  .h)  stetig  ist  Da  der  zweite  Faktor  diese 
Eigenschaft  bereits  besitzt,  muTs 

F(u)  -  F(±  0) 
u 

selbst  für  tt  =  0  stetig  sein,  d.  h.  die  Funktion  F(u)  mufs  eine  be- 
stimmte endliche  Ableitimg  JF"(±  0)  besitzen.  Ist  diese  Voraussetzuiig 
erfüllt,  so  gilt  die  Gleichung: 

(D)  lim  />(„)»!^i±i)!?rf„==±lF(±0). 

U 

8.  Nach  Nr.  2  war  für  o;  =  (0  . . .  27t): 
Snix)  =  i  ff{2u  +  xy^^^^^!^±^du  +  i  ff(2u  +  xy^^%±^du- 


Damit  man  zur  Ermittlung  Ton 

lim  S,{x) 

die  Gleichung  (D)  anwenden  kann,  mufs  die  Funktion  f{2u  -f- 1)  far 
tt  =  0  eine  bestimmte  endliche  Ableitung  besitzen,  d.  h.  es  mufs 

rix  ±  0) 

einen  bestimmten  endlichen  Wert  liahen.  Ist  aber  diese  Bedingung  für 
alle  Punkte  des  Intervalles  a:  =  (0  .  . .  2ä)  erfüllt,  so  gilt  für  jeden  von 
ihnen  die  Gleichung 

lim  Ä„(aO  ==  -J  {f{x  -f  0)  +  f{:x  -  0)) , 

sodafs  die  Fourierscke  Beüie  die  Funktion  f{x)  an  edlen  Stellen  dieses 
Intervalles  darstellt,  an  denen  diese  stetig  ist,  an  den  Unstetigkeitsstellen 
aber  das  arithmetische  Mittel  der  beiden  Funktions werte  liefert,  die 
sich  durch  Annäherung  von  links  imd  rechts  ergeben. 

Kiel,  im  Juli  1901. 


Periode  des  Dezimalbruches  für  llp,  wo  i)  eine  Primzalil. 

Von  H.  Hertzer  in  Berlin. 

Der  Jahresbericht  des  K.  Prinz  Heinrichs-Gjmnasiums  in  Berlin  1895 
enthält  eine  Abhandlung  „periodische  Deziraalbriiche"  von  Herrn  Bork, 
in  welcher  eine  von  Herrn  Kefsler  in  Wiesbaden  berechnet©  Tabelle 
der  Periodenzahlen  aller  Dezimalbrüche  ^  1/p,  wo  p  eine  Primzahl, 
für  i>  von  1   bis   100000  mitgeteilt  ist 

Im  folgenden  wird  eine  Fortsetzung  dieser  Tabelle,  für  p  von 
100000  bis  112500  in  derselben  Anordnung  gegeben. 

Es  sei  p  eine  Primzahl,  e  die  Periodenzahl  für  l//>,  q  ein  Divisor 
von  p  —  1,  80  dafs  q  •  e  =  p  —  1  ist,  so  ergiebt  die  Tabelle  für  jedes  p 
den  entsprechenden  Wert  von  q.  Nicht  aufgenommen  sind  in  der 
Tabelle  diejenigen  p^  für  welche  entweder  q  =  \  oder  ly  =  2  ist;  diese 
sind  mit  Hilfe  der  unten  angegebenen  Sätze  I  und  U  zu  ermitteln. 


lOO  109 
129 


013 
061 
077 
103 
121 
139 
181 
191 
199 
229 


769 
793 
829 
841 
871 
881 
929 
931 
967 
103  001 


903 
981 
991 
104009 
021 
053 
089 
119 
233 
281 


297 
333 
357 
393 
511 
517 
549 
613 
621 
649 


233 
241 
293 
299 
317 
329 
397 
409 
433 
481 


4 

287 

15 

347 

19 

369 

3 

383 

10 

399 

4 

491 
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527 

6 

551 

IS 

561 

10 

593 
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Für  obige  Tabelle  waren  die  Werte  q  für  1070  Primzablen  zu 
erechnen  und  xwar  373  für  q  ==  1;  313  für  q  =  2  und  384  für  q  >  2. 

Da  einige  der  bekannten  Sätze  für  q  nicht  ganz  richtig  angegeben 
werden,  so  sollen  dieselben  hier  übersichtlich  wiederholt  werden. 

I.  Die  Zahl  q  ist  ungerade  für 
p  =  40«  +  7,  11,  17,  19,  21,  23,  29,  33    (eine  dieser  Formen). 

II.  Die  Zahl  2  ist  ein  Faktor  von  ^  (10  quadratischer  Rest  von  p)  für 
j>  =  40»  +  1,  3,  9,  13,  27,  31,  37,  39. 

in.    Die  Zahl  4    ist   ein    Faktor  von  q  (10  biqnadratischer   Re.Ht 
von  p)  für 

|,  =  40«+  1,  9,  13,  37; 
k  p  =  a*^  &*;     a^l  (niod. 4),   also   ^  =  0  (med. 2), 

wenn  eine  der  folgenden  4  Bedingungen  erfüllt  ist: 

(1)  6^0  (mod.  40), 

(2)  rt  =  0  (mod.  5)    und    6-4^-^0  (mod.  8) ) 

(3)  2»  +  n^0(mod.5)    und    fe  -  2  =  0  (mod.8)| 

(4)  6 -«^0  (mod. 5)    und    ?^ -f  2  ^  0  (mod. 8) | 

IV.    Die   Zahl   8    ist   ein   Faktor    von   q   (10   Ee«t   8ter  Potenz 
Ton  p)  für 

p  =  40n+l,  9; 

p^(^^2cP',    c=l(mod.4),    also   rf^0(mod.2), 


p  =  40»-f  1,9. 
j,  =  40«-f  13,  37. 


252    H.  Hsrtzeb:  Periode  des  Dezimalbruches  für  1/p,  wo  p  eine  Primzahl, 
wenn  eine  der  folgenden  2  Bedingungen  erfüllt  ist: 

(1)  aufser  Eli  noch  a  •  c  •  (c*  -  <P)  =  (-  1)« *""  * ^""'^  (med.  5), 

(2)  aufser  111,  noch  hc-  (c*-  <P)  =  (-  1)«^*"*^""  *^''"'\mod.5). 
V.  Die  Zahl  3  ist  ein  Faktor  von  q  (10  kubischer  Rost  von  p)  fBr 

p  =  6n+l; 

wenn  entweder  a  oder  ß^O  (mod. 5). 

Bemerkung  1.  Reuschle  giebt  in  einem  Programm  des  K  Gym- 
nasiums in  Stuttgart,  1856  nicht  ganz  ausreichend  richtig  an,  dafs  für 
III  eine  der  4  Bedingungen 

h  oder  a(h±4)  oder  {b  +  a)(h-a)  oder  (&  —  a)  (&  +  2)  =  0  (mod.  40) 
erfüllt  sein  müsse. 

Bemerkung  2.  C.  G.  J.  Jacobi  teilt  in  einem  Briefe  an  Reuschle 
vom  Jahre  1846  —  im  obigen  Programme  abgedruckt  —  die  Be- 
dingungen imter  lY.  mit,  fügt  aber  hinzu,  dals  aufserdem  die  Bedingung 

rf(c«-fd«)  =  0(mod.5) 

erfüllt  sein  müsse.     Er  hat  übersehen,  dafs  dieser  Bedingung  immer 
genügt  wird. 

Berlin,  den  11.  Februar  1901. 


Zwei  Briefe  von  C.  G,  J.  Jacobi,  die  in  den  gesammelten 
Werken  desselben  nicht  abgedruckt  sind. 


^        In    ( 


Mitgeteilt  tob  E.  Lampe  in  Berlin. 


In  dem  vorangehenden  Aufsatze  ist  von  Herrn  Hertzer  anf 
Jacobische  Mitteilungen  an  Reuschle  Bezug  genommen.  Da  die- 
selben in  den  gesammelten  Werken  Jacobis  nicht  enthaften  sind,  so 
hielt  die  Redaktion  es  für  angemessen,  die  betreffenden  Briefe  hier 
von  neuem  abzudnicken.  Dieselben  sind  veröffentlicht  in  dem  ,JPro- 
gramm  zum  Schlosse  des  Schuljahres  1855/56  am  Königlichen  Gymnasium 
zu  Stuttgart,  den  22.  September  18o6'^  Dieses  Programm  bringt  auf 
S.  1 — Ol  die  „Mathematische  Abhandlung  des  Professors  Reuschle, 
enthaltend:  Neue  zahlentheoretische  Tabellen  samt  einer  dieselben  be- 
treffenden Korrespondenz  mit  dem  verewigten  C.  0.  J.  Jacobi,  Pro- 
fessor an  der  Universität  und  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften 
zu  Berlin,  geboren  1804  zu  Potsdam,  gestorben  1851   zu  Berlin". 

Das  uns  zur  Einsicht  überlassene  Exemplar  in  Quartformat  ist 
Eijyentum  des  Herrn  Hertzer.  Für  den  Hinweis  auf  diese  Schrift 
und  die  damit  gegebene  Anregung  zum  Abdruck  sprechen  wir  ihm  an 
dieser  Stelle  unseren  verbindlichen  Dank  aus. 

Unter  dem  12.  November  1846  hatte  sich  Reuschle  an  Jacobi 
mit  einem  längeren  Briefe  gewandt,  der  auf  S.  4 — 9  der  Programni- 
abhandhmg  auszugsweise  abgednickt  ist.  Zum  Verständnis  der  Ja- 
cobi sehen  Antwort  lassen  wir  folgende  SteUe  dieses  Briefes  (S.  6 
unter  Nr.  5)  folgen: 

Aufser  dem,  was  die  Theorie  der  quadratischen,  kubischen  und 
biquadratischen  Reste  über  die  Haupterponeuten  von  10  nach  den 
»iif  einander  folgenden  Primzahlen  an  die  Hand  gab,  war  ich  bei 
Berechnung  meiner  Tafel  auf  die  Entwicklung  der  Reste  selbst  an- 
gewiesen, die  übrigens,  da  man  zu  dem  Behuf  keineswegs  ihre  Auf- 
einanderfolge zu  kennen  braucht,  mit  Hilfe  von  Tafeln  der  Quadrat- 
tind  Kubikzahlen  ziemlich  rasch  von  statten  geht.  Für  die  weitere 
Fortsetzung  wären  die  Kennzeichen  für  die  5ten,  7ten,  8ten  und  Öfcen 


E.  Lahpr. 


Reste  höchst  wünschenswert;  deim  die  Primzahlen  von  den  Fonnen 
lOw-f  1,  14«  -f  1;  Sn-\-  \j  18m  +  1  machen  teils  durch  ihr  häufiges 
Vorkommen,  teils  durch  die  hoben  Potenzen  von  10,  bis  zn  welchen 
man  rechnen  mnfs,  die  meiste  Mühe.  Daher  sehe  ich  mit  Spannung 
der  Veröffentlichung  Ihrer  Ergebnisse  über  die  5ten  und  8ten  Reste 
entgegen,  worüber  Sie  im  19.  Baude  des  Crelleschen  Journals  einige 
Andeutimgen  gegeben  haben. 

Auf  diesen  Brief  erfolgte  die 


Antwort  Jacob is  vom  13.  Dez.  1846. 

Ich  mufs  Sie  schon  um  Entschuldigimg  bitten,  dafe  ich  es  so 
lange  habe  anstehen  lassen,  auf  Ihren  inhaltreichen  und  sehr  interessanten 
Brief  zu  antworten.  Ich  habe  aber  seitdem  mich  wenig  mit  ernsthaften 
Dingen  beschäftigen  können  und  insbesondere  Scheu  getragen,  meine 
arithmetischen  Papiere  vorzukramen,  weil  diese  mich  gar  zu  sehr  in 
Anspruch  nehmen.  Ich  will  nun  aber  meinen  ergebensten  Dank  nicht 
länger  aufschieben  und  Ihnen  das  Kriterium,  ob  10  Rest  8ter  Potemt 
ist,  schicken,  welches  Sie,  wie  es  scheint,  wissen  wollen. 

Es  sei  p  =  aa  -}-  hb  =  cc  -{-  2ddf  a  =  c  =  1  (med.  4),  so  sind  diew 
Kriterien 

d(c»-f  <^*)  =  0(mod.5), 

ferner:  L  wenn  h  durch  8  teilbar  ist, 

h  =  O(mod.  5),    ac{cc  -  <irf)  =  (=-  l)i*-*-i<— *> (mod. 5); 

II.  wenn  ^  —  4  durch  8  teilbar  ist, 

a=  0(mod.5),    hc{cc  --dd)  =  (-  l)«^*-*^+i<''^''(moAö). 

Um  die  Kriterien  in  Bezug  auf  die  5ten  Potenzen  anzugeben, 
mufs  man  die  p  in  die  beiden  entsprechenden  Faktoren  zerlegen  können. 
die  in  der  Kreisteilung  vorkommen,  und  von  denen  Legendre  aus- 
führlieh gehandelt  hat.  Oder  noch  besser  ist  es  und  zugleich  w 
anderen  Dingen  gut,  wenn  man  p  in  die  entsprechenden  4  komplexen 
Faktoren  zerfallen  kann.  Kummer  hat  diese  für  alle  p  imter  10(N3 
angegeben.    Man  kann  viele  solche  Zerfällungen  durch  Probieren  finden. 


I 


indem  man  versucht,   wann 


x^  ±  ;y* 


eine  Primzahl  wird;   nennt  mao  f 


die  Primzahlen,   für  welche  die  Zeriallung  gefunden  ist,  so  kann  man 
auch   sogleich  für  eine  neue  PrimzabJ  g  die  Zerfällung   finden,   wenn 

'    — -^  aufser  g  nur  Primzahlen  /*  enthält,  wobei  also  die  Ku  mm  ersehe 

Arbeit   sehr  zu  statten  kommen  wird.     Mit  den  Resten  l'ter  Ordnung 
habe    ich    mich   noch  gar  nicht  beschäftigt;   die   Reste   lier  Ordnonig 
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würden  ebenfalls  die  ZerfäUimg  in  6  komplexe  Faktoren  oder  in  die  Funk- 
tionen i'[a)  der  Kreisteilung  erfordern.  Für  die  Zerfalliing  in  4  komplexe 
Faktoren,  die  aus  den  Sten  oder  12ten  Wurzeln  bestehen,  habe  ich 
einige  ausgerechnete  Tabellen-  Aber  für  5te  Wurzeln  wäre  ihre  weitere 
Fortsetzung,  als  sie  von  Kummer  gegeben  sind,  fiir  die  Prüfung  der 
allgemeinen  Reziprozitatsgesetze  interessant. 


Mit  etc. 


C.  G.  J.  Jäcobi. 


\ 


Schreiben  Jacob is  an  den  Verfasser  vom  15.  Nov.  1850.*) 
Als    ich  jetzt  mitten   imter  dem  Drange  der  verschiedensten  Ar- 
beiten au  die  Publikation  Ihrer  Tabellen  gehen  wollte  und  deshalb  den 
Gegenstand   näher  ins  Auge  fafste,    sind  mir  folgende  Gedanken   ge- 
kommen. 

Mir  schien  es  nämlich  zweckmäfsig,  dafs  Sie  seibat  so  hübsche 
und  mühevolle  Arbeiten  mit  einer  Abhandlung  begleitet  in  die  Welt 
senden.  Was  darin  zu  sagen  wäre,  würden  Sie  freilich  selbst  am 
best«n  zu  sagen  wissen.  Es  wäre  mir  aber  schon  interessant,  wenn 
Sie  auch  nur  das,  was  in  der  Introduciio  zu  meinem  Vaium  Arilh- 
meäcus  auf  die  Bnrkard tische  Tafel  bezogen  wird,  jetzt  in  Bezug  auf 
Ihre  Tafel  umarbeiten  wollten.  Dies  schien  mir  selbst  so  interessant, 
daJJB  ich  einen  Augenblick  daran  dachte,  die  ganze  IntroducHo  so  um- 
gearbeitet in  Grelle  abdrucken  zu  lassen.  Aber  ich  sah  bald,  dafs  ich 
bei  den  zahllosen  anderen  Arbeiten,  die  mich  bedrängen,  nie  dazu  kommen 
würde.  Sie  könnten  dann  noch  Ihre  Wahrscheinlichkeitssätze  und 
vielleicht  noch  einige  andere  an  der  Tafel  prüfen. 

Sie  hätten  also  zunächst  1)  die  Tafel  noch  in  einer  anderen  Ord- 
nung zu  schreiben  oder  vielmehr  in  mehrere  Tabellen  zu  zerlegen, 
welche  immer  kleiner  werden,  bis  sie  zuletzt  nur  einzelne  Primzahlen 
enthalten.  Diese  Tabellen  beziehen  sich  auf  die  einzelnen  Werte  von 
fi',  so  dafs  mit  «'  —  1  oder  denjenigen  Primzahlen  angefangen  würde, 
für  welche  10  primitive  Wurzel  ist.     Es  früge  sich  aber,   ob  Sie,  wie 

ich   es  gethan,    die  Tabellen  sondern  wollen,   für  welche  -    —    gerade 

oder  ungerade  ist,  weil  für  den  letzteren  Fall  für  — 10  sich  das  n'  auf 
seinen  halben  Wert  reduziert,  oder  ob  Sie  vielleicht  in  einer  und  der- 
selben Tabelle  durch  ein  beigesetztes  Sternchen  die  Primzahlen  unter- 
scheiden wollen,  für  welche  — ,-  ungerade  ist.  Die  Anordnung  dieser 
Tabellen,   wie  sie  S.  W  der  IrUroduetio  gegeben  ist,  scheint  mir  ganz 


1)  Naoh  meiner  Zusammenkunft  mit  ihm  und  nicht  lange  vor  «einer  tödlichen 
rkrankang  geschrieben.     iKeuathle.) 
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anmutig  und   übersichtlich,  und  die  Raomverschwendung  ist  nicht  i^  j 
grois,  ob  es  gleich  bei  dem  gröfseren  Unifaug  Ihrer  Tafel  mehr  ausmacht 
Die  Abzahlungen   würde   ich  aber  keineswegs  auslassen   und  sie  auch 

besonders  für  die  Fälle  eines  geraden  oder  ungeraden  - — .-  notiereiL^) 

Ich  glaube,  dals  es  auch  2)  von  Interesse  wäre,  wenn  Sie  ans 
Ihrer  Tafel  noch  andere  zögen,  aus  welchen  sich  ergäbe,  von  welchen 
Primzahlen  10  Rest  einer  gegebenen  Aten  Pottnz  ist,  auch  mit  den 
zugehörigen  Abzahlungen,  worüber  wir  schon,  glaube  ich,  gesprochen 
haben.  Für  A  =  3,  4,  8  gäben  Sie  dann  das  Verzeichnis  in  einer  gröfeereo 
Ausdehnung. 

Dann  aber  wäre  es  wohl  gut,  wenn  Sie  3)  die  Tafel  innerhalb 
der  10000  auch  auf  die  Potenzen  der  Primzahlen  ausdehnten,  wie  ich 
es  im  Canon  getban. 

Femer  ist  mir  beigefallen,  ob  Sie  nicht  mit  der  Publikation  d<? 
Tafel  für  A  =  3,  4, 8  warten  wollen,  bis  Sie  das  Zahlenheft  tob 
Dr.  Rosenhain  haben,  um  dann  vor  dieser  Tafel  die  betreffende« 
Restensätze,  so  weit  dies  dazu  nötig,  voranzuschicken.  Es  wäre  dies  fiir 
Sie  zugleich  die  beste  Gelegenheit,  sich  in  diese  neue  Theorie  hineinzu- 
arbeiten. Es  wäre  gut,  wenn  Sie  noch  die  Zerfidlimgen  auch  tur  dit 
Primzahlen  hinzufügten,  von  welchen  10  nicht  biquadratischer,  aber 
quadratischer  Rest  ist. 

Um  den  Nutzen  Ihrer  grofsen  Tafel  zu  zeigen,  können  Sie  aus 
meiner  Latroductio  noch  die  Methoden  hinzufügen,  wie  man  dadurch 
in  vielen  Fällen  die  Tabellen  meines  Canon  berechnen  kann.  Dieso 
Canon  Arithmeticus  ist  fast  ganz  imbekannt  geblieben,  indem  ai 
den  50  Exemplaren,  die  ich  verschenkte,  nur  30  abgesetzt  woi 
sind;  darum  eben  hielt  ich  es  hauptsächlich  flr  notwendig,  dafe  durch 
eine  vorgesetzte  Abhandlung  auf  den  Wert  solcher  Tafel  aufinerksam 
gemacht  würde. 

Zeit  haben  Sie  die  Fülle;  denn  das  Crellesche  Jonmal  wird  teils 
durch  die  Anfertigung  der  Indices  für  den  40.  Band  im  Druck  auf- 
gehalten, teils  ist  es  so  besetzt,  dafs  ich  mit  meinen  notwendigsti^D 
Sachen  wahrscheinlich  gar  nicht  mehr  in  den  41.  Band  hineinkommen 
werde.  C.  G.  J.  Jacobi. 


lurch     ) 
>ie8a     I 


1)  Diee  ist  natürlich  nur  verBtändlich  durch  Vergleichung  der  ritiert«  ^ 
troductio  zum  Canon  Arithmeticus.    (Reu seh le.) 
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trouve  des  points,  car  tont  point  peat  etre  determine  de  deux  manieres 
differentes.  Or  il  est  remarquable  que,  au  moms  lorsqu'ü  s'a^t  de 
questiona  projectivea,  les  aolutions  naissant  en  supposant  les  pomta 
determineB  de  la  maniere  ordinaire^  ne  sont  pas  superieures  en  eleganoe 
et  aimplicite  a  Celles  provenant  de  rhypatliese  contraire. 

üne  prenve   est  oiferte   par   le  probleme  de  «determiner  la  droti^ 
qui  Joint   deux  points*.     Le  lecteur  en  connait  la  Solution  ordinaire, 
un  peu  artificieuse  dans  le  concept  et  (relativement)  compliqn^  dans 
son  execution  siir  l'epiire.     Or  si  les  points   donnes  sont  an  contraire 

determin^s     comme    U    suit 
(voir  Fig.  !•): 

la  trace    Tx  et  le   point  de 
fiiite  I'r  de  la  droite  qui  le« 

Joint,  peuvent  se  constrairp 
comme  il  suit.  Comme  la 
<lroite  üc  ^  P^P^  a  pour 
image  x'  la  droite  PiPi, 
ponr  trouver  Tx  et  ii  il  eat 
su^sant  de  trouver  un  plu 
passant  par  x,  Considerons 
a  cet  effet  im  point  quel- 
fonqiie  de  Fintersection  (T/') 
des  deux  plans  [/j  i  J  et  [^i,], 
par  ex.  son  point  ä  Tinfini, 
et  joignons-le  aux  deni  points 
Pj  Pj;  les  droites  Pj  /et  Pj  /  ont  comme  traces  les  points  T^  et  Tg  ou  t^  et  1^ 
sont  coupees  resp.  par  P^F  et  P,/';  elles  det«rminent  im  plan  dont  t^TJ^ 
est  la  trace  et  dont  la  droite  de  fuite  est  la  parallele  i'  tiree  par  /'  ä  t 
Comme  ce  plan  passe  par  la  droite  Pj  P^,  les  points  cherches  Tj  et  l, 
ne  sont  que  lea  intersections  de  ieii'  avec  a;';  le  probleme  est  ainai  resoln. 
D  arrive  quelquefois  qu'on  doit  trouver  la  droite  qui  Joint  dem 
points  determines  de  manieres  differentes;  c'est  le  cas  lorsquon  veut 
repreaenter  une  pyramide  ou  un  cöne  determine  par  sa  base  z/  ^  [ii\  J'] 
et  son  sommet  V^  V'^Pj  ^]-  ^i  P^^  ß^-  1^^  ^^ixai  points  sont 
P^{Tr,  P')  et  C  =  \ti\  Q*]  (Fig.  2^0,  pour  trouver  la  trace  T, 
et  le  point  de  fiiite  /^  de  la  droite  x  ^  PQ^  sans  redoire  le  pro- 
bleme ä  un  autre,  on  commence  par  determiner  —  a  Taide  duD 
plan  auiilialre  |/j/,']  passant  par  la  droite  {TP)  —  le  point  JV  oü  »«• 
poupent   la  droite    {TP)   et  le  pl^m  [W^].     La  droite  JV^  aura  pour 


Flg.  1". 


Sur  qiielquea  problemea  ^Mmentaires  de  la  G^omÖfarie  etc. 


Upienta  deecriptifs  lea  iutersectione  T^  et  7,  de  NT'  avec  t  et  •'  et 
d^rminera  avec  la  droite  NP  un  plan  dont  la  trace  est  TT^  ^(^  ei 
la   droite    de    fuite   est 

rii'^ii]  les  iiitersec-  ■^'^ 

tiona  de  ces  droitea  avec 
la  droite  P'Q'  seront  les 
pointe  rherches  J,  et  I^. 
II  n'est  pas  plus 
difficile  de  trouver  le 
plan  qui  passe  par  la 
droite  r  =  (T/')  et  le 
point  P  ~  [«»',  P] 
(Fig.  3«).  C'est  le  plan 
qui  passe  par  r  et  par 
la  droite  qui  Joint  P  au 
point  P,  oü  se  coupent  la  droite  (T7')  et  le  plan  {ii'\  Or  P,  se 
determine  facüeinent  a  l'aide  d'un  plan  auxiliaire  [f,ij]  passant  par 
{TT);  en  tirant  apres  la  droite  F' Fl  on  aura,  dans  ses  interseetions 


Plg.  S" 


^ 


Fig.  3*. 


T,  et  i,  avec  £  et  T,  les  eleraenta  descriptifs  de  la  droite  FF^,  Alors 
les  droites  TT^  et  F  F^,  qui  reaulfcent  paralleles  entre  elles^),  sont 
resp.  la  trace  t^  et  la  droite  de  fuite  i^  du  plan  demande. 


t)  Si,  et»  effet,  on  »ppellei  1\  le  point  It^   et  I^  lo  point  i' i[  on  trouve: 
llonc  TJ'  et  7\/j  Hont  devix  droitea  parallMeE 
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Le  Douveau  moyen  pour  determiner  la  position  des  points,  dont  nons 
avons  parle,  donne  une  Solution  directe  et  facile  dWe  question  qa'on 
resout  d'ordinaire  saus  ^egance  et  symetrie  en  combinant  la  constrae- 


Fig.  4.'. 

tion  de  la  droite  qui  Joint  deux  points  a  celle  du  plan  qui  passe  par 
un  point  et  une  droite,  c'est-ä-dire  du  probleme:  «constniire  le  pl»D 
passant  par  trois  points  donnes».  Supposons,  en  e£fet, '  qu'il  s'agisse  de 
trouver  la  trace  t^  et  la  droite  de  fuite  ix  du  plan  qui  passe  par  les 
trois  points  Ak  ^  [/*«*,  Ä'k]  {k  =  1,  2,  3)  (Fig.  4.*').     Determinons  1« 


SüT  quelque«  probl^meß  ^lilmenlaires  de  la  Geom*;trie  etc. 


261 


droites  rk^(Tklk)  oö  se  coupent  deux  ä  deux  le«  plane  [fkh];  leurs 
projections  passent  evidemment  par  im  meme  point  S',  qui  est  la  pro- 
jection  de  Imtersection  S  de  ces  trois  plans.  Soit  Xj^  rintersectioD  du 
plan  ö  que  Ton  cherche  avec  la  droite  r^.  Si  noiis  conBiderons  les  trois 
points  j4j,  XjjXg,  üa  appartiennent  a  Finterseetion  du  plan  6  ^  A^A^A^ 
avec  le  plan  [/j  i^] ;  donc  ils  se  trouTeiit  sur  une  meme  droite,  et  la  raeme 
chose  arrive  aux  points  A^^X^^  Xy  Pour  des  raisons  semblables  A^^  A'j,  X[ 
se  trouvent  sur  une  seconde  droite  et  A^^  X^^  X,  sur  une  troisieme. 
II  s^ensait  que  le  triangle  XjX^X^  est  cbreonscrit  au  triangle  A^A^AJ^ 
et  que  ses  sommets  sont  situea  sur  les  droites  r^,  r^  r'^  Or  on  sait  que 
81  un  triangle  P^P^P^  se  deforme  de  maniere  que  ses  sommets  par- 
courent  des  droites  fj,  r^,  r^  passant  par  un  meme  point  S\  tandia  que 
deux  de  ses  cötes  PiP^  et  P3P3  passent  par  deux  points  fixes  A^  et  A^^ 
son  troisieme  cöte  tournera  autour  d'un  troisieme  point  fixe  0  de  la 
droite  A^A^.  Pour  trouver  ce  point  il  suffit  de  conaid^rer  une  position 
quelconque  du  triangle  variable.  Cela  prouvo  que  si  Ton  mene  la  droite  OA^, 
ses  intersections  avec  r^  et  r^  seront  les  points  inconnus  Xi  et  X»;  le 
troisieme  Xg  est  celui  par  lequel  passent  les  droites  Xi'yla,  X^Al,  ri  La 
droite  XgXs  coupe  /j  et  i^  aux  points  U^  et  e/j',  trace  et  point  de  fuite 
de  la  droite  Xj  X^,  D'une  maniere  analogue  on  determine  les  points  ff«  et  J^^ 
P3  et  Jy  Älors  Uly  U^f  U^  appartiennent  ä  la  trace  t^,  tandis  que  J,,  Jj,  J^j  se 
trouvent  sur  la  droite  de  fuite  i'x  du  plan  ff  cherche.  Ce  plan  est  par 
consequent  determine.  La  construt'tion  que  nous  venons  d'exposer 
donne  lieu  a  un  assez  grand  nombre  de  verLßcationa :  car,  non  seulenient 
Ulf  U^,  Uf  doivent  tomber  sur  une  droite  et  la  meme  chose  doit 
arriver  pour  les  pointa  Jl,  J%  Ja,  mais  ces  deux  droitea  doivent  r^sulter 
paralleles  entre  elles. 

2,  Les  remarques  que  j'ai  faites  au  debut  de  cet  article,  peuvent  s'appli- 
quer,  avec  des  modifications  convenables,  a  l'espace  a  quatre  (ou  a  «) 
dimensionSj  lorsqu'on  appüque  la  methode  de  la  projection  centrale 
generalisee,  teile  qu'elle  a  6ie  imagin^e  et  developp^e  par  M.  Veronese 
il  y  a  vingt  aus.*)  Pour  en  resumer  les  concepts  fondamentaux  nous 
indiquerons  Fespace  a  quatre  dimensions  conaider^  par  la  lettre  @,  par 
lc8  lettres  latines  majuaculea  ses  00*  points  et  par  les  lettrea  grecquea 
majusculea  ses  oo*  csimccs  ^  trois  dimensiona,  par  les  lettres  latines 
minuscuJes  ses  oc*  droites  et  par  les  lettres  grecquea  minuscules  ses  ex*" 
plafis.  Un  espace  (sous-entendu  «ä  trois  dimensions  >)  2?  de  @  est 
represente  par  sa  trace  t  (sur  notre  espace,  consid^re  comme  espace  de 


1)  Sitlln  geotnetria  dt9criUiva  a  quattro  ditnensioni  (Atti  del  B.  Ist.  Yeneto, 
[»  Serie,  VHl,  1882). 


^6!^ 
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rqpr^entation  mi  tahleau)  et  aon  plan  de  faite  i\  t  et  t'  ^tant  deui 
plana  paralleles;  on  ecrit  en  conBequence  Z^  l^*')«  ün  plan  :t 
d'une  maniere  semblable  represente  par  sa  trace  t  et  sa  droite  de  faite 
i'j  t  et  r  etant  deux  droites  paralleles:  on  exprime  cela  en  ecriTant 
X  ^  [^i"].  Enfin  une  droite  r  est  determinee  par  sa  trace  T  ei  son 
point  de  fuite;  on  a  de  la  sorte  r  ee  [TT).  Pour  detemiiner  la  Posi- 
tion d'un  point  P  il  ne  auffit  pas  de  donner  sa  projection  P\  mala  il 
laut  encore  connaitre  un  espace,  un  plan  ou  ime  droite  qui  le  eontient 
SuiTant  que  Ton  ae  aert  de  ces  trois  eleraeots  auxiliaires  on  ecrit 
P={rt\  P'j,  P^[ti\  P']  on  bien  P^iTI',  P'\  en  snpposant 
que  dana  le  aecond  cas  P'  se  trouve  eur  le  plan  de^  droites  parallelei 
t  et  «'  et  dans  le  troisieme  que  T,  I',  P'  aoient  trois  points  d'une  nieme 
droite.  M.  Veroneae  a  donne  la  preference  ä  cette  troisieme  maniere 
de  determinationj  noua  allons  employer  la  premiere,  en  laissant  ä  dos 
lecteurs  de  developper  la  deuxieme,  dont  les  droits  ä  etre  cooflid^r^ 
ne  peuvent  etre  meconnus.^) 

Dana  la  geometrie  descriptive  de  l'eapace  a  quatre  dimeusions  hnit 
problemes  de  poaition  jouent  le  role  de  fotidatnentaux;  il  sont  par 
couples  correlatifa,  comme  il  resnlte  da  tableau  auivant: 

1.  Trouver  la  droite  qui  passe  par  deux  points  donnes. 

2.  Trouver  le  plan  oü  ae  coupeut  deux  espacea  donnes. 

3.  Trouver  le  plan   qui  paase  par  nn  point  et  une  droite  donnei 

4.  Trouver  la  droite  oü  ae  coupent  un  espace  et  un  plan  donn«. 

5.  Trouver  l'eapace  qui  passe  par  un  point  et  un  plan  donnes. 

6.  Trouver  le  point  oü  se  coupeut  un  eapace  et  une  droite  doimei. 

7.  Trouver  l'espace  deterraine  par  deux  droites. 

8.  Trouver  le  poiut  ou  se  coupent  deux  plaus. 

Noua  allona  avant  tout  expoaer  les  Solutions  de  ceux  entre  c« 
problemes  oü  il  y  a  des  points  entre  lea  donnees,  en  snpposant  de  1« 
determiner  par  le  premier  des  trois  moyens  indiqnes  plus  haut 

a)  Dvfenmner  la  irace  T,  et  le  poitit  de  fuite  I^  de  la  drmte  x  qm 
Joint  lea  deux  points:  P^^  (^i^n  ^i\   «t  Pj -~  (Tjtg,  P,}. 

Solution.  Pour  faciliter  la  tache  du  lecteur  qui  nous  suit  noo* 
noua  servirona,  dans  cette  question  et  dans  les  suivantes,  de  figv» 
Bcbematiquea;  dana  la  F'ig.  5**  on  trouvera  indiques  les  donnees  et  I« 
constructions  relatives  au  probl^me  qui  nous  occupe  maintenant. 

Comme  Timage  x'  de  la  droite  chercbee  n  est  que  la  droite  qui 
paaae  par  P[  et  Pj,  pour  r^soudre  le  probleme  il  suffit  de  trouver  tu 


1)  n  va  Bans  dire  que  rien  n'est  plus  facile  que  de  passer  d*ane  qoelcoB- 
qne  aux  autrea  tle  ces  maniöres. 


Snr  quelques  probl^mes  ^l^mentaires  de  la  Gäom^trie  etc. 
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espace  qui  contient  la  droite  PiP^]  on  peut,  par  ex.,  avoir  recours  ä  celui 
qai  passe  par  la  droite  a  rinfini  du  plan  x  ^  [ti"]  oü  se  coapent  las 


Fig.  5«. 


deux  espaces  donn^s  {t^t^l)  et  (r^tj).    Pour  le  d^terminer,  remarquons 
qne  cet  espace  aoxiliaire  pasce  par  le  plan  «^  ^  Pj»;  or  ce  plan,  dont 


Fig.S'. 


1a  projection  est  le  plan  P^i',  passant  par  le  point  P^  et  par  la  droite  i 
de  Tespace  {r^t^ },  appartient  k  cet  espace,  sa  trace  se  trouTe  en  con- 
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sequence  sur  r^  et  sa  droite  de  fiiite  sur  Pii'i]  sa  droite  de  faite  est 
donc  i'  et  sa  trace  ^  rinterBection  des  plans  t^  et  P[i\  Kespace 
auxiliaire  passe  aussi  par  le  plan  x^  ^  P^  i,  dont  la  droite  de  fuite  est  t 
et  dont  la  trace  est  l'intersection  des  plans  r^  et  P^i;  cet  espace  a  donc 
comme   trace   tx  le   plan   ddtermin^   par  les  droites  (toutes  les  dem 


Fig.  7/. 

paralleles  ä  i')  t^  et  ^g?  et  comme  plan  de  fuite  i^  le  plan  mene  par  ^ 
parallelement  ä  r«.  Alors  T^  et  Ig  ne  sont  que  les  intersections  A^ 
deux  plans  r^  et  i^  avec  la  droite  P^P^- 

b)  Däerminer  la  trace  t^  et  la  droite  de  fuite  i^  du  plan  |  qui  pfl^^ 
pa/r  le  point  P=  {rt',  P')   et  par  la  droite  r^  (TT)  (Fig.  6.*). 

Solution.     Commen9ons  par  trouver  le  point  Q  oü  se  coupent  J* 
droite  (TI")  et  l'espace   {ri'].^)     A  cet  effet  menons  par  cette  droite 

1)  C'est  le  ße  des  probl^mes  dont  ci-deBsus  je  fis  Tenum^ration. 


Sür  quelquea  problfemes  öl^entairea  de  la  Göom^trie  etc. 


xm  plao  arbitraire  7t]  il  aura  comme  elements  descriptifa  deui  droitea  t 
et  «'  paralleles  entre  elles  et  paesant  resp.  par  T  et  /';  ce  plan  et 
Tespace  {rt'J  se  coupent  dans  une  droite^)  qui  a  comme  trace  le 
poiflt  Tj  ^  tt  et  comme  point  de  fuite  I[^i't'\  Q'  est  alore  Tinter- 
section  des  droites  TT  et  T^  I[ .  Le  plan  chercM,  passant  par  r  et  P, 
contient  aussi  la  droite  FQy  dont  la  trace  et  le  point  de  fuite  ne  sont 
qne  les  interseetions  T^  et  ij  de  la  droite  F'Q'  avec  les  plana  x  et  i. 
Les  deux  droites  TT^  et  l'I^  sont  lea  droites  cherch^es  t^  et  i^;  ellea 
residtent  (comme  il  devait  arriver)  paralleles  entre  elles,  car  on  a 

QT"  QI[    -  Q'lf 
c)  Dcierminer  la  trace  x^  et  le  plan  de  fuite  l^  de  Vespace  ^  qui 

passe  par  le  jmni  P^  {rt',  P')    et  par  le  plan  n       \tr\  (Fig.  7*). 
Solution.       D'une 

maniere    analogue  ä   ceUe 

employee     daus     le     pro- 

bleme  precedent,  commen- 

^ons  par  trouver  la  droite 

r  oö   le    plan   \ii\    eoupe         '* 

l'espace  ( rt ' ) ;  eile  a  comme 

trace  le  point  T  ^  tx  et 

comme     point     de     fuite 

T^ii'.     Cette  droite   et 

le    point    P    determinent 

im  plan   c  appartenant  a 

Teapace  cherche;    ce   plan 

contient  auasi  la  parallele 

menee  de  P  ä  r,  dont  le 

point  de  fuite  est  /'  et  dont  la  trace  est  Fintersection  T^  de  la  droite 

FT  et  du  plan  t;  (j  a  donc  comme  trace  Tl\  ^^  t^  et  comme  droite 

de    fuite  la  parallele  i^  men^   de   J'  a  t^,      Comme   l'espace    cherche 

contient  les  deux  plana  x  ^  [ti'\  et  ff^^[^tgj,  sa  trace  r,  eat  le  plan 

ti^  et  fion  plan  de  fuite  i^  est  i'i^;  et  le  probleme  est  resolu. 

Remarquoua  enfin  que  nous  venona  de  r^soudre  les  probl^mes 
fondamentaux  de  poaition  qui,  dans  notre  liste,  portent  les  n°'  1,  3,  5^ 
leurs  correlatifs  ne  presentent  aucime  difficulte;  comme  lea  aolutions 
des  n"'  4  et  6  ont  ete  deja  aignaleea  incidemment,  il  nous  reste,  pour 
epuiser  notre  sujet,  ä  dire  quelques  mots  sur  les  deux  derniers. 

Trouver  la  trace  Xg  et  le  plan  de  fuite  i^  de  l'espace  däermine  par 
^  droites  r,  =  (TJ[)  et  r,  -  (T,/;)  (Fig.  S^). 

l)  Voir  le  4a  des  mSmea  probl  fernes . 
ArchiY  der  Mfttbojnatik  und  Phjilk.     Ul.  Reihe.    11.  18 


Fig.  8*. 
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Les  deux  plans  cherch^s  doiyent  etre  paralleles  et  passer,  Tun  par 
la  droite  I\Tg  et  l'autre  par  la  droite  i^/^;  le  premier  est  donc  le  plan 
men^  par  la  droite  T^T^  parall^lement  ä  la  droite  T^J^,  tandis  que  le 

second  est  le  plan  mene 
par  la  droite  T^T^  pa- 
raUälement  ä  T^T^. 

Trouver  le  poini  X 
oü  se  cou/pent  les  deux 
plans  x^  =  [ki'^  et 
^  =  ft»;]  (Fig.  9«). 

Par  le  plan  x^ 
menons  im  espace  arbi- 
traire  {'ri'};  il  coupe 
le  plan  x^  dans  la  droite 
dont  les  dl^menta  de- 
scriptifi3  sont  T  ^  t^  et 

r=t'»;.  La  droite  rr 

coupe  le  plan  <|»(  dans 

le  point  X\  de  sorte  qne 

Ton  a  X  =  {Tt',  X']. 

Le  lecteur  verra  facilement  que  la  construction  de  l'espace  pasBut 

par  quatre  points  peut  etre  faite  d'une  mani^re  analogae  ä  ceUe  do 

plan  passant  par  trois  points,  exposde  ii  la  fin  du  Nr.  1. 

Genes,  Aoüt  1901. 
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Ein  Beitrag  zur  Frage 
nach  der  zweckmäfsigsteii  Gestalt  der  OesehorsspitzeiL 

Von  Adolf  Kneseb  in  Berlin. 

Eins  der  ältesten  Probleme  der  Variationsreclinimg,  dEtöjenige 
nämlich,  welches  man  als  das  Problem  der  Fläche  kleinsten  Wider- 
standes zu  bezeichnen  pflegt,  findet  eine  interessante  praktische  Anwendung 
bei  der  Frage  nach  der  zweckinafsigsten  Gestalt  der  Geschofsspitzen. 
Die  gewöhnlich  in  der  Variationsrechnung  behandelte  Aufgabe  verlangt, 
den  Meridian  der  Rotationsfläche  zu  finden,  welche  in  einer  Flüssigkeit 
fortschreitend  bei  gewissen  Annahmen  über  die  Druckwirkung  den 
kleinsten  Widerstand  erleidet.  Wenn  es  eich  aber  um  die  Geachofs- 
spitzen  handelt,  mufs  man,  wie  von  neueren  Autoren^)  hervorgehoben 
wird,  den  Widerstand  der  Stirnfläche,  d.  h,  einer  das  Gesehofs  nach 
vom  begrenzenden  Kreisfläche  mit  berücksichtigen,  und  die  praktisch 
interessante  Frage  ist  folgende:  wie  mufs  bei  gegebener  Länge  und 
gegebener  hinterer  Grenzfläche  der  Geschofsspitze  der  Meridian  ihrer 
Mantelfläche  angenommen  werden,  damit  iliese  zusammen  mit  der 
Stirnfläche  den  kleinstmöglichen  Widerstand  erleide;  dabei  ist  der 
Radius  der  Stinifläche  nicht  vorgeschrieben. 

Ein  wichtiges  auf  diese  Frage  bezügliches  Resultat  hat  Armanini 
abgeleitet;  er  zeigt,  dafs,  wenn  das  gesuchte  Minimum  vorhanden  sein 
soll,  die  Mantelfläche,  deren  Meridian  die  seit  Newton  bekannte  Kurve 
ist,  sich  imter  einem  Winkel  von  45''  an  die  Stirnfläche  ansetzen  mufs; 
damit  wird  eine  irrtümliche  Angabe  in  der  übrigens  verdienstvollen 
Arbeit  von  August  berichtigt.  Es  bleibt  aber  noch  zu  untersuchen, 
ob  die  nach  der  Regel  von  Armanini  konstruierte  Geschofsspitze 
wirklich  ein  Minimum  des  Widerstandes  liefert;  um  diese  Frage  zu 
beantworten,  benutze  ich  die  Methode  zur  Ableitung  hinreichender 
Bedingungen  des  Extremums  bei  Problemen  der  Variationsrechnung 
mit  veränderlichen  Integrationsgrenzen,  welche  ich  an  die  Grundgedanken 

1)  August,  Crelle'e  Journal  103  (18«8).  Armanini,  Annali  di  mat.  (3)4 
^900).    Lampe,  Verb.  d.  deutschea  phjü.  ües.  8  (1901). 

18* 


Adoi.p  E[kk8nii: 


Ton  WeierBtrafs    anknüpfend   in   meinem  Lelirbucli   der  Variations- 
rechniing  entwickelt  habe« 

1,  Die  Symmetrieachse  des  GeschoBses  sei  die  .r- Achse  einet 
rechtwinkligen  Koordinatensystems;  die  Stirnfläche  entstehe  durch 
Rotation  eines  Stückes  der  positiven  j^- Achse;  der  Geschoiskörper  liege 
nach  der  Seite  der  positiven  Abszissen  hin  und  bewege  sich  dnrcb 
die  Luft  in  der  Richtnng  der  negativen  a- Achse.  Es  sei  femer  0  der 
Koordinatenanfangspunkt,  Ol  der  Radius  der  Stirnfläche,  1  also  ein 
Punkt  der  positiven  Ordinatenachse;  12  sei  das  krummlinige  Stück 
des  Meridians  der  Geschofsapitze,  sodafs  der  Punkt  2  auf  der  hinteren 
Begrenz UE^^sfläche  derselben  liegt.  Wenn  dann  die  Kurve  12  stetig 
gekrümmt  sein  und  das  gesuchte  Minimum  liefern  soll,  so  ergeben 
die  gewöhnlichen  Methoden  der  Variationsrechnung  als  erste  notwendige 
Bedingung  des  Minimums,  dafs  die  Kurve  12  durch  Gleichungen  von 
folgender  Gestalt  darstellbar  sein  muis: 


(1) 


!/^ 


2t' 


dabei  bedeutet  i  einen  Parameter,  für  den  offenbar  die  Gleichang 

dx 

gilt;  a  und  h  sind  Konstante.  Die  Kurven,  welche  durch  die  Glei- 
chungen (1)  bei  willkürlicher  Wahl  der  Gröfsen  a  und  b  definiert 
werden,  sind  nach  der  Bezeichnungsweise  meines  Lehrbuchs  die  Extn>- 
malen  der  vorgelegten  Minimumsaufgabe. 

Bezeichnen  wir  nun  hier  wie  auch  fernerhin  die  Koordinaten  der 
Punkte  1,  2, . . .  durch  dTj,  ^j,  x^,  y,,  . . .,  die  Werte  des  Parameters  t 
in  diesen  Punkten  durch  /,,  f^,  . . ,,  so  ist  nach  Armanini  zu  setien 

'.  =  1. 

und  die  zweite  Gleichung  (1)  ergiebt 

Vi  -  2«, 
sodafs  a  ebenso  wie  ?/j  positiv  ist;  da  femer  Zj  =  0,  so  folgt  an«  der 
ersten  Gleichung  (1),  wenn  man  t  —  t^  =  l  setzt, 

sodafs  die  Gleichungen  der  zn  untersuchenden  Extremalen  in  folgend« 
Form  gebracht  werden  können: 
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Von  jeder  der  hierdurch  dargestellten  Kurven  betrachten  wir  nur 
denjenigen  Teil^  der  dem  Wertgebiet 

(3)  1^^>0 

entspricht;  da  offenbar  die  Grolle 

bei  der  Voraussetzung  (3)  negativ  ist,  so  erhält  man,  wenn  t  vom 
Werte  -\-  1  beginnend  abnimmt,  die  positiven  Werte  von  x,  die  bei 
der  festgesetzten  Lage  des  Geschosses  zum  Koordinatensystem  zu  be- 
trachten sind. 

2.  Der  Widerstand,  den  eine  in  der  Richtimg  ihrer  Symmetrie- 
achse durch  eine  Flüssigkeit  fortschreitende  Rotationsfläche  erleidet, 
wird  bei  der  New  ton  scheu  Voraussetzung  über  die  Druckwirkung 
durch  den  Ausdruck 


(4) 


dargestellt,  in  welchem  C  eine  Konstante  bedeutet  und  längs  des 
Meridians  der  Rotationsfläche,  einschliefslich  der  die  Stirnfläche  er- 
zeugenden geraden  Strecke,  zu  integrieren  ist;  sind  x  und  tf  längs  des 
Meridians  Funktionen  eines  Parameters  (^  und  werden  die  Ableitungen 
nach  diesem  durch  Aceente  bezeichnet,  so  kann  mau  für  den  Aua- 
dnick  (4)  schreiben 

CJFix,  tj,  x\  ff) dt, 


wobei  gesetzt  ist 


F{x,  y,  x\  y') 


yy 


Die  Bedeutung  der  Konstante  C  ist  leicht  zu  erkennen,  wenn  man 
je'  =  0  setzt,  also  längs  einer  Ordinate,  z.  B.  des  Stückes  Ol,  integriert; 
man  erhält  dann 


c/yrfff  =  ^|?=^»9j; 


C  ißt  also  das  2 »-fache  des  Widerstandes,  den  eine  auf  der  Bewegungs- 
richttmg  senkrechte  Kreisfläche  erleidet,  dividiert  durch  das  Areal 
derselben. 

Die  Beziehung  zwischen  der  Funktion  F  und  den  Extremalen  be- 
steht darin,  dafs  die  Gleichungen 


(6) 


F,- 


ilF 

x; 

dt 


dF 

0       F »^'  =  0 

'        y         dt  ' 


2T0 


Adolf  EnsasB: 


in  welchen  F^—  -^ ^  F^,  ^  ^—,  u.  s.  f.  gesetzt  ist^  gelten,  wenn  man 

fflr  Xf  y  die  AuBdrücke  (1)  oder  (2)  einsetzt;  man  kann  sich  davon, 
ohne  etwas  aus  der  Variationsrechnung  zu  entlehnen,  durch  einfache 
Ausrechnung  leicht  überzeugen. 

3.  Um  nun  unserem  Ziel  näher  zu  kommen,  betrachten  wir  den 
Extremalenbogen  12  als  speziellen  Fall  eines  veränderlichen  Bogeos 
34,  der  in  folgender  Weise  konstruiert  wird.  Es  sei  y,  >  0,  und  es 
werde  die  Extremale 


(7) 


y  = 


4«» 


für  das  Intervall  1  ^  ^  >  0  betrachtet,  und  der  Widerstand,  dividil 
durch  die  Konstante  C,  allgemein  durch  J  bezeichnet;  spezieller  m 
t/gg^  das  längs  des  Linienzuges  034  gebildete  Integral,  und  werde 
stets  der  Integrationsweg  durch  die  dem  Buchstaben  J  angehefteten 
Zahlen  angedeutet.     Dann  ist 


'08i 


«'os  +  *^a 


34; 


wobei  der  Strich  darauf  hinweisen  soll,  dafs  längs  einer  Eitremale 
integriert  wird,  und  nach  Nr.  2  ist,  da  längs  der  Geraden  03  die 
Gröfse  x'  verschwindet, 


(8) 


Jm-Jyäy-Y' 


femer  ergiebt  sich,  da  den  Gleichungen  (7)  zufolge  dem  Werte  t  =  1 
der  Punkt  3  entspricht, 


J^^jF{x,if,x',u')dt, 


wobei  für  x^  y  die  Werte  (7)  substituiert  zu  denken  sind.    Zar  Ve^ 
einfachung  der  Formeln  wollen  wir  festsetzen,  dals 

•^4  =  ^.  y^  =  y,  K-^ 

sei,  d.  h.  wir  wollen  die  Gröfsen  Xj  y,  t  ohne  Index  auf  den  Pmikt  4 
beziehen  und  schreiben  demgemäTs 


t 
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Diese  Gröfse  kann  als  Funktion  von  y,  und  t  angesehen  werden;  man 
erMIi  unmittelbar 

oder,  da  F  nach  der  Definition  (5)  in  Bezug  auf  die  Argumente  x\  y' 
homogen  von  der  ersten  Dimension  ist, 


1!^«  F  X*  -\-  F  tt' 


oder   endlich,    indem    man   zum  Ausdruck   bringt,   dafe  x  und  y  den 
Gleichungen  (7)  zufolge  Funktionen  von  y,  und  t  sind, 


(9) 


Da  femer  die  Integrationsgrenzen  von  y^  unabhängig  sind,  findet  man 

1  1 

Dieser  Ausdruck  kann  durch  partielle  Integration  umgeformt  werden, 
indem  man  von  den  Gleichungen 

dx' B_  /ax\        d_  (dx\      dy^ d_  (dg\  _  d^  /d^\ 

^y^       Bif,bt)^  dt\d!fj'     ay,       dy^di)       dt\dyj 

ausgeht;  man  erhält  z,  B. 

J    "  ^y»  *  (iy>  U  J  ^y,    <*< 


and  findet  schliefslich 


<?y8        '  ^y.        '^'^ys 


*M-.-*)s*(^.-'-&)a. 


also    den   Gleichungen   (6)   zufolge,   die   bei    den  Voraussetzimgen   (7) 
offenbar  ebenso  gelten,  wie  wenn  man  für  x^  p  die  Werte  (2)  einsetzt, 

Kombiniert  man  dieses  Resultat  mit  der  Gleichung  (8)  und  setzt 


Ja.  +  Jt 


u 


flo  ergieht  sich  in  etwas  geänderter  Anordnung 


a-f.Ha-fM- 


setzt  man  also 


dt  ~^«'a<  "*■  ^r  dt ' 


so  folgt  die  für  die  fernere  UntersuclniDg  fundamentale  Formel 
(12)  du^F^,dx-^F^,dy. 

4-,  Der  einfache  analytisclie  Kunstgriff,  durch  welchen,  beiläufig  Im- 
merkt^  die  Jacobi-Hamiltonsche  Methode  mit  den  Onindgedankfo 
von  Weierstrafa  über  die  Herleitung  hinreichender  Bedingungen  da 
Extremums  in  Verbindung  gesetzt  wird^),  besteht  nun  darin,  daCi  in 
der  Oröfse  u,  die  zunächst  als  Funktion  von  y^  und  i  erscheint,  die 
Argumente  x  und  y  als  unabhängige  Variable  eingeführt  werden.  Um 
zu  entscheiden,  ob  und  in  welchem  Umfange  dies  möglich  ist,  moÜl 
die  Funktionaldetenninant«  der  durch  die  Gleichungen  (7)  als  Funktiones 


1)  Kneser,  Lehrbuch  der  Variatiotiiiirechiiniig  (Bratmachweig  1900),  $$  ISt 
16  und  19. 
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Ton  ^3  und  t  bestiramten  Aasdrücke  x,  y  nach  den  Ärgmnenteii  y^  und 
t  gebildet  werden.     Schreibt  man  jene  Gleichungen  kurz 

80  findet  man  unmittelbar 

dx  =  tf>(€)dy,  +  ij,9i^)df, 
dy  =  i>{t)dy^  H-  y^^'i^df, 


d{x,  y) 


y,i9m\c)-^'(()m\ 


Hy^,  t) 

Femer  gilt  die  schon  in  der  Gleichung  (11)  zum  Äußdruck  gekommene 
Identität 

Bomit  folgt 

||^  =  y,9'(«)('9'(0-*(0) 


y'{-i^-!'-\)[-ü^-\{u'^l--^^')} 


Da  nun  die  Werte  von  t,  Mr  welche  1  ^  <  >  0,  betrachtet  werden, 
80  ist  Inlf  nicht  positiv,  die  ganze  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  nnd 

damit    die  Funktionaldeterminante  ^7—^^  also   positiv,    und  dies   gilt 

far  alle  Wertsysteme  (y„  t),  für  welche  y,  >  0,  1  ^  <>  0. 

In  der  Umgebung  jedes  dieser  Wertsysteme  können  also  die 
Gröfsen  y,  und  i  als  Funktionen  der  unabhängigen  Variabein  z,  y  an- 
gesehen werden,  und  haben  stetige  erste  Ableitungen  nach  diesen.  Ee 
ersdieint  damit  auch  die  Gröfse  u  als  Funktion  von  x  und  y,  und  da« 
in  der  Formel  (12)  auftretende  System  von  Differentialen  dx,  dy  kann 
jede«    beliebige    vom   Punkte  4   ausgehende   Linienelement   darstellen. 

5.  Eine  weitere  Thatsache,  von  der  wir  Gebrauch  zu  machen 
haben,  besteht  darin,  dafe  jeder  beliebig  gegebene  Punkt  4,  dessen  KO" 
ordinaten  positiv  sind,  mit  einem  auf  der  positiven  Ordinatenachse 
liegenden,  nicht  vorgeschriebenen  Punkte  3  durch  eine  der  Schar  (7) 
aogehörige  Extremale  verbunden  werden  kann.  Um  dies  nachzuweisen, 
gehen  wir  von  irgend  einer  speziellen  Extremale  jener  Schar,  etwa  der 
ursprünglich  betrachteten  Kurve  12  aus,  deren  Gleichungen  lauten: 

(13)  x-y,^(t),    y^y.tif). 

Längs  dieeer  Knnre  durchläuft  das  Verhältnis  y :  x,  wenn  man  I  too 
-f-  1  bis  zum  Werte  0  abnehmen  UUst^  beständig  abnehmend  das  latcr- 
Tali  von  -f  <3D  bis  0;  denn  man  hat 


274 


AüoLF  Knxub: 


tmd    der  Zähler   dieses  Ausdruckes  ist  nach  Nr.  4   ftir  alle  poaitiTen, 
echt  gebrochenen  Werte  von  i  positiv;    da  nun  t  abnimmt,   da  femer 


lim  t\n  t ' 


0 


und  demnach 


SO  ändert  sich  der  Quotient  y  :  x  m  der  That  auf  die  angegebene  Weise, 
Es  giebt  daher  auf  dem  der  Ungleichimg 

(14)  l^t>0 

entsprechenden  Teil  der  Kurve  (13)  einen  einzigen  Punkt,  in  welchem" 
der  Quotient  y :  x  einen  gegebenen  positiven  Wert,  z.  B.  denselben  wie 
für   den   gegebenen    Punkt  4    annimmt.     Ist  ö    der   zugehörige  Wert 
von  tj  so  findet  man  demnach 


X 


indem  man  die  GrÖfsen  Xy  ff  wieder  auf  den  Punkt  4  bezieht,  und  bei 
der  vorausgesetzten  Lage  dieses  Punktes  hat  die  letzte  Gleichung  eine 
einzige  Lösung  Ö,  welche,  für  t  gesetzt,  der  Ungleichung  (14)  geofigt 
Setzen  wir  nun 


y«      mm      thm\ 


X0) 


y 


(15) 

80  geht  die  Eitremale 

welche  der  Schar  (7)  angehört,  durch  den  Punkt  (ar,  y)  oder  4,  da  man 
für  t  =  ß  offenbar  die  Gleichungen 

erhält.     Damit  ist  die  aufgestellte  Behauptung  bewiesen. 

Läfst  man  den  Punkt  (x,  ij)  sich  dem  Koordinatenanfangapunkt 
unbegrenzt  annähern,  so  folgt  aus  den  Formeln  (15),  dafs  y,  unendlicb 
klein  wird;  denn  die  Gröfse 

^-W-iV.  +  r.  +  l 

bleibt  bei  positiven,  die  Einheit  nicht  überschreitenden  Werten  von  t 
oberhalb  einer  festen  positiven  Grenze. 

<>,  Nach  diesen  Vorbereitungen  kann  die  Frage  nach  der  Mini- 
mum seigensehaft  des  Integrals  J^j^^  beantwortet  werden.  Vom  Phmkte  2, 
also  vom  Rande  der  gegebenen  hinteren  Grenzfläche  der  Geschofospitzf 
aus,  sei  in  der  x!/- Ebene  eine  beliebige,  die  ;c- Achse  nicht  schneidende 
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Kurve,  welche  nicht  Eitremale  zu  eein  braucht,  nach  einem  Punkte  5 
hin  gezogen,  welcher  wie  1  der  positiven  Hälfte  der  Ordinatenachse  an- 
gehört; 052  ist  dann  der  Meridian  einer  neuen  Spitze,  und  ea  ist  zu 
untersuchen,  ob  wirklich,  wie  wir  wünschen,  das  Wideratandsintegral 
«^oss  grofser  als  J^^^  ist.  Zu  diesem  Zwecke  lasse  man  den  Punkt  4 
die  Kurve  52  in  der  Richtung  von  5  nach  2  hin  durchlaufen  und  kon- 
struiere, was  nach  Nr.  5  möglich  ist,  in  jeder  Lage  des  Punktes  4  den 
dort  definierten  Extremalenbogen  34.  Fallen  die  Punkte  4  und  5  za- 
sammen,  so  ist  auch  der  Punkt  3  mit  ihnen  identisch;  fällt  der  Punkt  4 
in  die  Lage  2,  so  geht  . 
der  Punkt  3  in  die 
Lage  1  über.  Daraus 
folgt,  dafs  das  Aggregat 


W  =  J, 


OM 


u  =  X 


06 


♦  --' 


bei  der  bezeichneten 
Bewegimg  des  Punktes 
4  mit  dem  Anfangs- 
wert Null  beginnt, 
während  sein  Endwert 
die  Differenz 

ist,    deren    Vorzeichen 

untersucht  werden  soll. 

Dieses    Vorzeichen    ist 

bestimmt  und  damit  das 

Ziel   der  Untersuchung  erreicht,  wenn   es   gelingt,   über  das  Wachsen 

oder    Abnehmen    der   Gröfse   W  bei    der   angegebenen  Bewegung   des 

Pimktes  4  bestimmte  Einsichten  zu  gewiimen. 

Es  seien  nun  die  Koordinaten  des  Punktes  4  als  stetige,  mit 
stetigen  ersten  Ahleitimgen  versehene  Funktionen  eines  Parameters  x 
gegeben,  der  in  den  Piinkteu  5,  4,  2  die  Werte  r^,  t,  Tj  annimmt  und 
in  der  Richtimg  52  wächst;  dann  ist 


und   da  nach  Nr.  4    die  Gröfse  «   in  der  Umgebung  jeder  Lage 


376 


Aootr  Kneskr: 


Punktes  4  als  Funktion  von  x,  y  angegeben  werden  kann  und  stetige 
erste  Ableitungen  besitzt,  so  kann  man  der  Formel  (12)  zufolge  setzen 

dx^  dxdt^  dydx        ^*'dx'^  ^V'dt' 
man  erbäJt  mit  diesen  Werten 

oder  in  der  Bezeichnung  von  Weierstrafs 

dW       r.(  ,      ,    dx     dy\ 

Fäbrt  man  in  dieser  Formel  den  expliziten  Ausdruck  (5)  für  die 
Funktion  /'"  ein,  und  berückaicbtigt  die  Relation 

80  ergiebt  eine  kurze  Rechnung 

""   a+'')'[er+d-f)'] 

Da  nun  t  positiv  und  \  —  i^  nicht  negativ  ist,  so  ist  dieser  Ausdruck 

positiv   oder  Null,  wenn  wir  voraussetzen,  dafs    .     und    ^-   längs  der 

Kurve  52  nirgends  zugleich  verschwinden  und  nicht  negativ  werdan. 
Der  zweite  Faktor  des  Zählers  ist  dann,  abgesehen  vom  Punkte  5,  von 
Null  verschieden,  da  dies  von  1  —  f  gilt;   verschwinden  könnt«  somit 

die  Gröfse  -j-  längs  der  ganzen  Kurve  52  nur,  wenn  überall  die 
Gleichung 


dr  dt 


oder 


(16) 


dx       , 
dx 


0 


bestünde.  Nun  kann  man  nach  Nr  4  auch  i  und  //,  in  jeder  La^* 
des  Punktes  4  als  Fimktiouen  von  x  und  y  und  damit  von  t  betrachten: 
dann  ist  offenbar 

dx         ,  dt    ,    dx  dy, 


dt 


dr 


dy^  dx  '     dt       y  dx'^  dy^  dx  » 
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und  die  Gleicliung  (16)  würde  ergeben 

dx 


dx       f>y,  dt 
,dl         cydy,        . 
^  dx  ^  bift  dt     ^ 


X 


=  0, 


mithin,  da  die  neben   -,  *   stehende  Funktionaldeterminaote  nach  Nr.  4 
von  Null  verschieden  ist, 


y,^  =  coiist. 


Das  wurde  bedeuten ,  dafs  der  Punkt  4  bei  seiner  Bewegung  immer 
auf  derselben  Extremale  34  läge-,  da  nun  die  Endlage  dieser  Kurve 
die  ursprünglich  betrachtete  Extremale  VJ  ist,  so  müfste  die  Kurve  52 
in  ihrem  ganzen  Verlaufe  mit  der  Extremale  12  zusammenfallen.  Ab- 
gesehen von  diesem  Falle  ist  also  unter  der  eingeführten  Voraussetzung 

dW     . 

die  Gröfse    v-  nicht  negativ^  verschwindet  aber  nicht  überall,  und  da 


80   folgt 

(17) 


»s<t„  W\    =0,  W\    =J^-J, 


Hi%t 


«^058  -^  «^OlS  >  0- 


Diese  Ungleichung  gilt  auch  noch,  wenn  die  Punkte  5  und  0  zu- 
sammenfallen, d.  h.  wenn  die  dem  Meridan  052  entsprechende  Geschofs- 
form  keine  Stimfläche  hat,  sondem  vorne  in  eine  scharfe  oder  ab- 
gerundete Spitze  ausläuft.  Dann  kann  der  Punkt  4,  dessen  Ordinate 
positiv  sein  mufste»  zwar  nicht  in  die  Lage  5  oder  0  hineinrücken,  ihr 
aber  doch  beliebig  nahe  kommen.  Läfst  man  demgemäfs  den  Wert  r 
von  t^  aus  abnehmend  gegen  die  Grenze  r^  konvergieren  ^  so  nimmt 
nach  Nr.  5  die  Gröfse  y^  unendlich  ab,  das  Integral  J^  nähert  sich 
also  ebenso  wie  Jjj^  und  eT^^  unbegrenzt  dem  Werte  Null,  und  dasselbe 
gilt  demnach  von  dem  ganzen  Aggregate  W.  Nun  lehrt  aber  die 
durchgeführte  Argumentation  auch  jetzt  noch,  dafs,  so  lange  t  nicht 

mit  Tß  zusammengefallen  ist,  die  Gröfee  -r-  nicht  negativ  ist  und  nicht 

überall  verschwindet;  denn  y^  ist  offenbar  nicht  längs  der  ganzen 
Kurve  52  konstant  Wäre  also  der  Wert  von  W  für  tr  =  rj  Null  oder 
negativ,  so  müfste  diese  GrÖfse  bei  der  angegebenen  Bewegung  der 
Variablen  r  gegen  eine  negative  Grenze  konvergieren,  was  dem  soeben 
erhaltenen  Resultate  widerspricht.  Damit  ist  wiederum  die  Ungleichung 
(17)  bewiesen. 


ST» 


AjiOT.r  EjnnsR:  Ein  Beitrag  zur  Fnge  etc. 


7.  Das  Minimum  des  Widerstandes  wird  also  von  der  Extremale  1? 
geliefert,    wenn   man  sie  mit  denjenigen  Kurven  52  vergleicht,  längs 

deren  >-  und  ^—  nicht  zugleich  verschwinden  und  nicht  negativ  werden. 

Diese  Beschränkung  der  verglichenen  Kurven  ist  aber  dem  ursprüng- 
lichen Sinne  des  Problems  durchaus  angemessen;  denn  wäre  die  Gr4i6e 

T-  stellenweise  negativ,  so  müfste  sie  in  gewissen  Punkten  von  posi- 
tiven zu  negativen  Werten  übergehen,  und  die  durch  Rotation  der 
Kurve  52  entstandene  Fläche  hätte  eine  nach  der  Bewegungsrichtimg 

offene,  ringförmige  Vertiefung,     Ebenso  hätte  diese  Fläche,  wemi  ^ 

das  Vorzeichen  wechselte,  wulstförmige  Auswüchse  oder  Vertiefungen, 
welche  sich  senkrecht  zur  Bewegungsrichtung  erhöben  oder  öfineten,  nnd 
würde  nicht  in   ihrer  ganzen  Ausdehnung   der  Bewegungsrichtung  zu- 

gewandt  sein.     Ein  wechselndes  Vorzeichen   einer  der  Gröfsen   -r  ,  j 

würde  also  auf  solche  Geschofsformen  führen,  bei  denen,  wie  schon 
August  hervorgehoben  hat,  das  Newtonsche  Gesetz  der  Druckwirkung 
nicht  mehr  angewandt  werden  kann. 

Zum  SchluXs  sei  noch  darauf  hingewiesen,  dafs  die  in  Nr.  6  vor- 
ausgesetzte Stetigkeit  der  Gröfsen  ,*,  -p  der  Kurve  52  die  prak- 
tisch wohl  immer  zuEssige  Beschränkung  auferlegt,  überall  eine  sich 
stetig  ändernde  Tangente  zu  besitzen.  Aber  die  abgeleiteten  Differential- 
formeln und  die  an  sie  geknüpften  Schlüsse  bleiben  auch  fOr  Kurven 
mit  beliebig  vielen  Ecken  gültig,  wenn  die  übrigen  Voraussetzungen 

der  Nr.  6   festgehalten   werden,   und   die   Gröfsen  t^,   ^  nur,  ohw 

überall  stetig  zu  sein,  gewisse  leicht  angehbare  Eigenschaften  beaiteco, 
die  in  §  17  meines  Lehrbucha  genauer  besprochen  sind. 

Berlin,  den  5.  August  1901. 


Gleichgewiclitsbediiigiingeii  für  vier  Kräfte, 
die  senkrecht  zu  einer  starren  Greraden  wirken. 

Von  H-  Schubert  in  Hamburg. 

Es  bezeichnen:   1)  jj,,  |Jj,  p^^  p^  die  Intensitäten  der  vier  Kräfte; 

'2)  «,,  ßj,  ßj,  a^   die   Winkel,   die  ihre  Richtungen  mit  einer  beliebig 

gewählten  Anfangsrichtung    bihlen;    3)   /^^  ^»  h>  h   ^^^   Entteniungen, 

die  ihre  auf  einer  starren  Geraden  ff  befindlichen  vier  Angriffspunkte 

▼OD  einem  beliebig  auf  //  gewählten  Anfangspunkte  haben. 

Dann  sind  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts: 

Pl  cos  Ofi  +  |)g  cos  Ofg  +  ^3  cos  OTj  +  p^  COS  «^  ==  0 , 

p^  sin  ßj  +  Pj  sin  Oj  -f  p^  sin  a^  -{-  p^  ein  ur^       =  0 , 
;>^  I^  cos  «1  -f  j)^  l^  cos  cfj  +  ^3 1^  cos  of^  +  ^p^  i^  cos  ß^  =^  0 , 
j),  /j  sin  Oj  -f  j?j  ?2  ^i'^  "'s  +  Pa'fl  ^^^  '^  +  2hh  ^^  ^4,  ~  ^^  • 
Diese    Tier    Gleichungen    bestehen   zwischen   nur   acht   wesentEcb 
verschiedenen   Gröfsen,   nämlich  drei  Winkeln^  da  drei  den  vierten  be- 
stimmen    müssen,    drei   Intensitäts Verhältnissen    und  zwei   Abstandsver- 
hältnissen.    Eliminiert  man   daher  die  Winkel,  so  mufs  eine  Relation 
entstehen,    die   allein    zwischen    den    Intensitäten    der   Kräfte   und  den 
Abstanden  ihrer  Angriffspunkte  besteht     Diese  lautet: 

^      i»;  ih  - 1.)  Ci  -  h)  ft  -  h) + i>i  (',  -  h)  ih-h)  ('.  -  h) 

V     +p',(i>-hKh-i,)ii,-h)  +  p',(.h-h)(}.-i,)(.h-h)=o. 

Wenn  die  vier  Angriffspunkte  symmetrisch  liegen,  so  dafs 
/j  —  /j  ==  /^  —  l^  und  ij  —  ^s  =  's  —  li  ist,  so  spezialisiert  sich  diese 
Relation  zu :  Q>;  -  pj)  {l,  -  Q  ==  (p\  -pl)(l^^Q^    ^ 

Andererseits   muls   aber  durch  Elimination   der  Kraft -Intensitäten 
11   eine   Relation  entstehen,   die  nur  zwischen  den  Winkeln  und  den  Ah- 
l^rtändeu  der  Angriffspunkte  besteht.    Diese  Relation,  die  mau  durch  Eli- 
mination von PifP^,  PijPi.  aus  den  vier  Bedingungsgleichungen  erhält,  lautet : 
kain  (or^  —  «,)  ^  Hin  («^  —  «,)  ^  l^  —  f,  ^  h  —h  . 
8ÜJ  (a^  —  Q£,)  *  sin  (of^  —  fitj)        h  —  h  '  h  —  h 
Diese  Relation  sagt  aber  nichts  anderes  aus,  als  dafs  die  Winkel, 
u^ter    denen    die    Kraftrichtungen   zu    einander  geneigt  sind,    dasselbe 
Doppel  Verhältnis  haben,  wie  die  Strecken  zwischen  den  Angriffspunkten 
der  entsprechenden  Kräfte.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

Wenn  vier  Kräfte ^  die  senkrecht  zu  einer  starren  Geraden  wirken^ 

^h  das  GUichgeicicht  halten,  und  «mn  sieht  in  einer  ssu  ihren  lii^hiungen 

jparalklen  Ebene  durch  einen  PunM  vier  ParaUde  gu  diesen  RidUuwfen, 

-so  erhält  man  vier  Sirahlen  y  die  projektiv  m  den  vier  AngriffspuMen 

^uf  der  starren  Geraden  sind. 

Hamburg,  den  24.  Aprü  1901. 


Veremfachte  Lösung  der  Ealersclieii  Aufgabe: 

X«    -1-    1/3    ^    -.3   _^   ^,8    _   0. 

Von  K.  ScHWERiNQ  iu  Köln. 

Diese  Aufgabe  ist  von  Euler  in  seiner  Algebra^)  gelöst  wordea 
Die  gegebene  Lösung  ist  etwas  umständlicL  und  läXst  nicht  leicht  er 
kennen,  ob  die  anscheinend  willkürlichen  Gröfsen  bei  Abänderung  ihm 
Werte  zu  neuen  Lösungen  füliren  oder  nicht.  An  diese  Lösung  knüpft 
Binet')  an  (C.  R.  12,  248,  1841)-  mit  dieser  Note  werden  wir  um 
weiter  unten  auseinandersetzen.  Ich  glaube  eine  von  mir  gefundene 
Lösung  veröffentlichen  zu  sollen,  weil  ich  sie  für  eine  wesentliche 
Vereiulachung  der  Euler  sehen  Lösung  halte  und  die  Aufgabe  an  sich 
höchst  elegant  ist. 

Ich  behaupte,  dats  die  allgemeinste  Lösung  in  folgenden  Glei- 
chungen enthalten  ist: 

(1)  X  =-ma  —  n^j    y  =^  —  mß  -^  n*^    £r  =  —  «a -f  w%     v^nß-in* 
Die  Zahlen  er,  ß,  m^  n  sind  nur  durch  eine  Gleichung  verbunden; 

(2)  G«+«/3  +  /3»  =  3?»«. 

Zunächst  überzeugen  wir  uns  durch  Ausrechnung,  dafs  ( 1  \  und  |2) 
wirklich  die  Aufgabe  lösen.     Wir  finden: 

a:'  +  y'  +  ^'  +  v"  =  K  -  n^(a*  -  ß"")  +  (3m n'  -  3m*n)(a  -  /J),  oder 
x^  -f  3/="  +  r»  +  fj*  =  (m»  -  n^){a  -  j8)(a*  -f  a/3  +  ^*  —  3  mn). 

Damit  ist  diese  Behauptung  bewiesen. 

Jetzt  haben  wir  noch  zu  zeigen,  dafs  die  Aulgabe  auch  in  allge- 
meinster Weise  durch  unsere  Lösung  erledigt  wird.  Angenommen,  » 
existiere  irgend  eine  Lösung  x,  y,  jf,  v.  Wir  werden  zeigen,  dafe  »i^ 
in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  enthalten  ist,  d.  h.  wir  werden  Wert^ 
Oy  ßj  m,  n  angeben,  welche  die  vorgelegte  Lösung  hervorbringen. 


1)  Desgl.  in  Euleri  opera  minora  coUecta.  Petrop.  1849.    Tom.  I  p.  !•*' 

2)  Eucyklop.  d.  uiathem.  Wiööensch.  1,  572. 


f 


(3) 

Folglich 

(4) 
also 

(5) 


Vereinfachte  Lösung  der  Euleracben  Aufgabe:  x''  -|-  y'  -f-  z*  -f-  r'  =  0,     281 
Wir  finden  leicht: 


a  = 


ß 


nx  -\-  mg  "  —  ny  —  mv  ^  m'  —  «* 


g  +  y 

«  +  s 


Setzen  wir  uun 

m  -  «-(x-  +  «/),     «  =  -  '9'(w  +  g), 
so  folgt  auB  (4) 

g(x  +  j/)  -  ^(ü  -f  ^)  =  ^s|(^  -f  yY  +  (r  +  ^)») . 
Oder  mit  Rücksicht  auf  a.""*  +  y*  +  j?'  +  t;''  =  0: 

/ß>.  a.«  ^  ZXf  —  XV 

^    '  3a;y(a;  +  y)H-3ür(t)  +  r)' 

Diese  Gleichung  ist  aber  immer  rational  lösbar.  Denn  man  braucht 
den  Zahlen  x,  ij,  r,  v  nur  einen  bestimmten  gemeinsamen  Faktor  A  zn 
geben,  um  für  d-  sogar  den  Wert  Eins  zu  erhalten.  Ist  #  gefunden, 
so  liefern  m  =  d'ix  -\-  y)j  «  =  —  ^{v  -{-  g)  für  w  nnd  »  sogar,  wenn 
es  verlangt  wird,  ganzzahlige  Werte,  und  dann  erhält  man  a  und  ß 
aus  (3). 

Hiemiit  ist  bewiesen,  dafs  jede  rationale  Lösung  in  der  von  uns 
gegebenen  enthalten  ist.  Wenn  a,  ßf  m,  n  nicht  ganze  Zahlen  sind, 
so  können  sie  durch  Multiplikation  mit  einer  bestimmten  ganzen  Zahl, 
dem  Hauptnenner,  gauzzahlig  gemacht  werden.  Dadurch  wird  den 
Werten  a;,  y,  g)  v  nach  (1)  ein  gemeinsamer  Faktor,  das  Quadrat  des 
vorgenannten  Nenners  betgefügt.  Dieser  kann  zum  Schlufs  wieder  ab- 
getrennt werden.  Folglich  erhält  man  alle  ganzzahligen  Lösungen, 
wenn  man  m^  n  alle  zulässigen  ganzen  Zahlen  durchlaufen  läfst. 
Wegen  (2)  kann  man  für  m  und  n  aulaer  3  nur  Zahlen  wählen,  welche 
Primzahlen  von  der  Form  Gp  —  1  und  eine  ungerade  Potenz  von  2 
als  Fakt<3ren  nicht  enthalten.     Für  w  und  w  sind  also  nur  zulässig: 

1,  3,  4,  7,  9,  12,  13,  16,  19,  21  u.  s.  w. 

Beispiele:  m  =  1,  «  =  3;     a*  +  c/J  +  j3*  =  9. 

Dann  sind  folgende  Annahmen  möglich: 

«  =  3,  -  3,  0,  0,  3,-3;    ß  =  0,  (►,  3,  -3,-3,  3. 

Archiv  dPf  MAthemiiUk  und  Phjiik.    m  E«ili8.    U.  .      Itf 


282  ^-  ScHWRRiKa: 

Man  findet  folgende  Lösungen: 

X 6,  -  12,  -  9,  -    9,  -    6,  -  12, 

y=  9,  9,  6,  12,  12,  6, 
0  =  -  8,  10,  1,  1,  -  8,  10, 
t;  =  -  1,  -    1,       8,  -  10,  -  10,         8. 

Unter  diesen  sind  3  verschieden: 

9«  =  8»  +  6»  +  1',     12^  +  1'  =  9»  +  10»,    6»  =  5»  -h  4»  +  3». 

Für  f»  =  1,  M  =  4;   a  =  -  4,  /S  =  2   wird:    20»  =  17»  +  14»  +  V. 
Fürm  =  3,  w  =  4;   a  =  6,  /5-=  —  6   und   «=  —  6,  /S  =  0    wird 

34»  +  2»  =  33»  +  15»,    34»  +  9»  =  33»  +  16». 

Füra  =  6,  /S  =  0:    lö»  +  2»  -  15»  +  9». 

Um  auch  ein  Beispiel  der  Zurückfahrung  einer  gegebenen  Losung 
auf  die  hier  gefundene  Form  zu  haben,  wählen  wir  das  von  Euler 
op.  min.  coli.  Petrop.  1849  mitgeteilte  x  =  —  12,  y  =  39,  £r  =  65,  r  =  34. 
Man  findet  -9-»  =  l6l  :  33»  •  2G.  Folglich  erteilen  wir  den  x,  y,  e,  t 
den  gemeinsamen  Faktor  X  »=  151  •  26,  woraus  -Ö-  =  1  :  33  •  26  wird. 
Dann  folgt 

m  =  -  ~— .  151  .  26  .  33  •-=  -  151,    «  =  -  3  .  151. 

Nun  ergiebt  sich 

—  151 -26.  72  + 9- 151'       ^    (,-        ^        9  •  161*  — 26  •  151  •  39  .,    ..- 

«= =-i5r =  ^-^^'   ß 3161 =-3110 

Die  Ausrechnung  ergiebt  richtig  a^  -\-  aß  +  ß^  =  i^mn. 

Von  hohem  Interesse  ist  die  Frage,  wie  unsere  Lösung  sich 
umformen  wird,  wenn  eine  der  Unbekannten  verschwindet  Dafs  die 
entstehende  Gleichung  ir»  =  y»  -f  ^r»  rational  nicht  lösbar  sein  kann, 
sagt  der  berühmte  F ermatsche  Satz. 

Setzen   wir  also   eine  der  Unbekannten  gleich  Null,  etwa  y=»<', 

n* 
so  folgt  /5  =  -  ,  daher 

«  +;^  a  =  3mn  — -j- 

Damit  diese  Gleichung  rational  sei,  mufs  3w(4w»  —  n»)  ein  Quadrat 
sein.  Dies  ist  für  m  =  n  =  1  der  Fall,  was  aber  zu  einer  nichts- 
sagenden Lösung  führt.  Nehmen  wir  aber  z.  B.  w  =  1 ,  n  =  2,  w 
wird  /3  =  4,   c(  -^—  2  +  i  "j/G.     Wenn  man  also  Zahlen  von  der  Form 


Vereinfachte  Lösung  der  Eulerechen  Au^be:  a?' +  y* -|- «• -f- 1»"  —  0,     288 


a  -\-  ii  y6  zuläfst,  kann  man  die  Gleichung  x'  =  y'  +  jr"  ratioual  W^gtm. 
Eine  solche  Lösung  ist  z.  B. 


(iy6)'  +  (i-.-i/6)'=(i  +  .Y.i)'- 


^"         Wir   bemerken,   dafs    die  Unmöglicbkeit  a:"  =  y*  +  ^*  mtioiiiil  /u 
f     ISMO;    genan    voo    derselben    Tragweite    ist    wie    die    Unniögliclikoü., 

3n(4m'  — n')   zu   einem    rationalen    Quadrate   vm    macliPii,   also    nnvU 

Dirision  mit  n*: 

(7)  y3  _  12a;»  -  3 

in  rationalen  Zahlen  zu  lösen.  Ersetzen  wir  if  dnrvh  Bt/^  ho  kc>mnien 
wir  auf 

I      (8)  4a:3  -  1  +  dy\ 

I 

I  Die  einfachen  Aufgaben  (7)  und  (8)  sind  also  in  rationalon  /ablou 

nicht  lösbar  y  abgesehen  von  den  Lösungen  x  ^  1,  y  —  'J  und  j"  —  1, 
^  =  1,  welche  den  Charakter  der  Smgularitüt  keineswegs  auf  den  oniteii 
Blick  zu  erkennen  geben. 

Die  von  Binet  gegebenen  Formeln,  —  ich  verdanke  dieie  Bfr 
merkung  Herrn  E.  Lampe  —  gehen  in  die  obigen  (1)  über,  wenn 
man  m  =  1,  n  =  a*  -f  3i»*,  a  =  a  —  'M,  ß  ^  a  -\-  '6h  setzt  und  di«?  Vor- 
zeichen von  X  und  y  ändert.  Wesentlich  ist  hier  all«in  die  Annahme 
w  =  1;  denn,  dafs  «  in  der  Form  a* -f  3i»*  darstvlllmr  ist,  folgt  aui 
bekannten  Sätzen  der  quadratischen  Formen,  da  a*  -f  aß  -|  ß*  —  3», 
{2a -\- ßf -\- '6ß' =  I2n  ist,  also  I2n  keinen  Teiler  von  der  Form 
6n  +  5  haben  kann.  Es  fragt  sich  nun,  ob  die  Binetsch«  L/)iunf( 
die  allgemeine  ist  Wird  die  Ganzzahligkeit*)  verlangt,  so  ist  dies  von 
Tomherein  nicht  sehr  wahrvcheinlich,   da  aus  Gleichung  (5)  sich  er- 

giebt  ^—^  =  ^  - .     Es   mOCsten   also  die  4  Zahlen  «,  y,  «,  v   sich 

mindertens  attf  eine  Weis«  immer  so  in  Qntppeo  von  je  zwei  ordnen 
Iwitfn,  dsXs  die  Summe  der  einen,  9  -t-  /,  ein  geoaoet  VitkÜathm  der 
anderen,  x  -f  jr,  wäre.  Merkwfiidigenreise  trüft  diei,  fo  Tiel  ieb  eebe^ 
bei  den  Eulersehen  Beispielen  zn,  z.  B.  3,  4,  5,  —  6:  4  «f  5  kl 
teübar  durch  3  -  6;  3  +  4  duich  5  -  6;  3  -f  5  dneb  4-6.  EbcMO 
für  1,  fi,  8,  -  9. 


1)  Eiset  (C.  R.  11.  tif) 
jp,x',  y'daao6et  yvEsler 
des  cinseiwioM  yd 
vbIchis,  fiMtoor  foi  fcal 
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Indes  genügt  ein  einziges  Beispiel,  fiir  welches  eine  solche  Grof 
pierung  nicht  möglich  ist,  zur  Widerlegung.     Ein  solches  ist 

m  =  7,  w  =  13,  a  =  8,  /S  =  ll;     x 113,  y  =  92,  z  =  —  6b,  »  =  94 

a;  +  y  =  -21;    a;  +  ^  =  -  168;    a;  +  v  =  -  19, 

v  +  js  ^      39;    y  +  v==      186;    y -{■  s  =      37. 

Folgende  Gleichungen  mögen  noch  erwähnt  werden: 

x-{-y  +  ss-]-v^(m  —  n)(a  —  ß).      -~—  =  —  -j-f — -[-  • 

Trier,  im  Januor  1901. 


b 


Wendung  des  Ab  eischen  Theorems  auf  die  Lösung  der 
diophantischen  Grleichnngen 


Von  K.  ScnwERiNG  in  Köln. 


In  einer  Proj^ammabhandliing  Düren  189?^  liabe  ich  den  schon 
von  C.  G.  J.  Jacob i  bemerkten  Zusammenhang  zwischen  dem  Abel- 
scheu  Theorem  und  gewissen  diophantischen  Gleichungen  näher  er- 
forscht und  durch  einige  Beispiele  erläutert.  In  der  folgenden  Mit- 
teilung aollen  zwei  weitere  interessante  Beispiele  gegeben  werden.  Die 
Oleichiing  x^  -|-  Ay^  =  s^  behandelt  Legendre  in  seiner  Zahlentheorie 
<  Deutsche  Ausg.  2.  Teil  §  13  S.  110)  und  zwar  in  der  anscheinend 
allgemeineren  Form  x*  +  ay*  =  hz^.  Er  nimmt  an,  dafa  eine  Lösung 
der  Gleichung  bekannt  sei,  und  leitet  dann  aus  dieser  Lösung  eine 
neue  ab.  Das  ist  nun  auch  bei  der  Anwendung  des  Ab  eischen  Satzes 
nicht  zu  umgehen;  der  Vorteil  besteht  bei  dieser  Behan dl ungs weise 
darin,  dafs  auf  den  Zusammenhang  der  abgeleiteten  Lösungen  mit  der 
ursprünglichen  helles  Licht  fällt 

Wir  setzen 

(1)         {mx  -\-nY-x^-\  =  (w»  -  l)(a;  -  a){x  -  ß){x  -  y). 
Dann  wird 

Wtf  +  «  -  y'a»  -f  1 ,     mß  +  n  =  V/S"  +  1- 

Hieraus  bestimmt  man  die  Werte  von  m  imd  n.     Bildet  man  nun   in 

(1)  die  Koeffizienten  von  x^  und  x  und   nimmt   ihren  Quotienten,  so 
folgt: 


m 
n 


«/J  +  («  +  P)y 


Setzt  man   in  diese  Gleichung  die  für  m  und  n  gefundenen  Werte  ein, 
so  findet  man 


(^) 


Hieraus  ergiebt  sich,  dalb  eine  Lösung  der  Gleichung  x''  -f  1  =  f/'  in 
ganzen  Zahlen  sofort  durch  (4)  und  (5)  unzahlige  neue  Lösungen  der 

seihen  Art  liefern  würde.  Aber  damit  würden  wir  nur  auf  eine  längst 
als  uulüBbares  Problem  erwieseue  Aufgabe  gefdhrt  werden.  Nun  kann 
aber  unsere  Gleichung 

(6)  X»  -{■Ät/  =  3^ 

in  die  Form 

treten.  Setzen  wir  a  =  VAj  so  ist  zwar  a  mit  der  Irrationalität  y, 
behaftet,  aber    }/l  -f  «*  =  -   ist   wie   «^    rational.     Die   Gleichung  (4) 

zeigt,  dafs  dasselbe  für  y  gilt,  und  die  Gleichimgen  (3)  und  (5)  zeigen, 
dafe  aus  swei  Lösungen  sich  eine  weitere  ähnlicher  Art  zusammensetzen 
läfst.  —  Nehmen  wir  das  Legendresche  Beispiel 

so  finden  wir  die  erste  Löarung:  x  =  1^  y  =  1^  g  =  2,  aus  welcher  sich 
x  —  —  4f  y==3,  z^b  und  dann  durch  die  Annahmen  «=y7,  /3  =  — |V< 
sofort  X  =  17,  y  =  38,  <?  =  73  ergiebt.  Die  Vervierfachung  des  Aign- 
ments  ergiebt 

1256» +  7   183»=  1265». 

Dieselben  Zahl  werte  hat  Legendre.  Es  sei  noch  bemerkt^  dafs  Le- 
gen dre  die  Gleichung  .r»  +  t/*  =  6£r"  für  unmöglich  hält  (ari  334). 
Dies  ist  ein  Irrtum.  Die  kleinste  Lösung  ist  17,  37,  21.  EncykL  A 
Math.  I  C  1  S.  572. 

Schreiten  wir  jetzt  zur  Losung   der  zweiten  Aufgabe,  welche  tob 
Euler  Comm.  ar.  1.  pag.  207  behandelt  ist.     Wir  setzen: 

(7)  ar»  -I-  1  -  {mx  +  nY  =  (;r  -  a^)(x -  a,)(x  -  a,). 
Die  Rechnung  ergiebt 


(8) 


«,  a,(«, -f  c,)  +  2  -{- 2  >/;jq:7  j/^J  4.  1 
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Daher  für  «^  =  a,  =  a: 

Berechnet  man  ma^  +  ^^  so  findet  man 

(10)  _i/^äqr  i  = «?«a  +  «!+«}+»«!  ««K  +  g«^  -  8 

(«5  +  3«a|  +  4)/«;  +  1  +  («}  +  3«,  af  +  4)l4rM  ' 

also  für  «,  =  «!  =  « 

a«+20a»  — 8 


(11)  _yc;|+i=. 


8(a»+l)ya»+l 

Die  Wurzelzeichen  haben  positive  Werte.  Wenn  a^  und  a,  stetige 
Variable  sind,  ist  das  negative  Zeichen  links  in  (10)  und  (11)  nicht 
wiUkürlich.  Nach  Quadrierung  ergiebt  sich  aus  (11)  mit  Hilfe  von  (9) 
(12)  (««  -  8)»a»  +  64(«»  +  1)*  =  («'  +  20«»  _  8)«. 

Hierin  liegt  die  Lösung  der  Gleichung 
(13) 

X  ■■ 


^  +  y'  = 

=  a*-8 

«, 

y 

=  4(a» 

+  1) 

,  ^  = 

a«  +  20a»  -  8. 

«=1, 

X 

=  - 

'      V, 

!/  = 

8, 

z=      13; 

h 

57, 

112, 

12(31; 

4, 

56, 

65, 

671; 

ö, 

65, 

56, 

671; 

6, 

312, 

217, 

6371. 

Es  ist  hemerkenswert,  dals  unsere  Methode  ohne  den  mindesten  Kunst- 
griff direkt  auf  die  Lösung  führt 

Wir  bemerken  noch,  dafs  z  sich  folgendermalsen  darstellen  läfst: 

,  =  («s  +  (i_y3)3)(^  +  (i+y3)»). 

2  hat  also  den  Faktor  (a  +  1  -  y3)(a  +  1  +]/3)  =  a^-\-2a-2,  und 
a:  -f-  y  =  «*  +  4a»  —  8a  +  4  ist  das  Quadrat  dieses  Faktors. 

Wenn  wir  uns  nach  den  Transzendenten  umsehen,  deren  Additions- 
theoreme wir  entwickelt  hahen,  so  ist  diese  Frage  für  die  zweite  Auf- 
gabe keiner  weiteren  Erörterung  bedürftig.    Wir  haben  die  Umkehrung 

des  Integrals  vor  uns: 

/•    dx 

Für  die  erste  Aufgabe  setzen  wir 

Itix)  =  (x  —  u)(j;  —  ßuj-  -  y)y 

(mx  +  «)'  -  ^  -  1  =  (w*  -  l)i^U), 
also 

3(/Ma:  -f  nym  -  3x*  =  (w»  -  l)Ji'{x). 


288  K-  ScHWBBiNo:  Anwendung  des  Abelschen  Theorems  etc. 

Dagegen  für  x  =  a,  wenn  wir  nach  a  differentiieren: 


ma  -\-n  =  Vo*  +  1 , 
adm  +  dn=  (-, — ^^7 — r^  —  m)  da. 


oder 

adm  -f  dn 


l(m»-l)B'(«)        (ma  +  n)« 

Dieselbe  Gleichung  besteht  für  /3  und  y.    Addieren  wir  die  3  Gleichun- 
gen und  beachten,  dafs  in  leicht  verständlicher  Bezeichnung 

80  folgt: 

^<^         _^         dß         _j dy  _  ^ 


Setzen  wir  also 

u=    f        ^      ,    a;  =  9(u), 

so  haben  wir  die  gesuchte  Transzendente  vor  uns. 
Trier,  im  Januar  1901. 


über  einö  einfaclie  konstruktive  Ermittelung  der  cyklischen 
Ebenen  für  Kegel  und  Cylinder. 

Von  Georg  Majcen  in  Ägram  (Kroatien). 

Nicht  ohne  Unintl  hatte  R.  Stnrm  in  seinen  ,^leinenten  der  dar- 
stellenden Geometrie"  anf  die  Wichtigkeit  der  kotierten  Projektion  hin- 
gewiesen. Es  treten  bei  dieser  Projektioosmethode  Verhrdtnisse  auf, 
die  anderswo  unbemerkt  bleiben. 

Im  folgenden  will  ich  eine  einlache,  aus  elementaren  Operationen 
zusammengestellte  Konstruktion  der  cyküßchen  Ebenen,  sowohl  deren  Be- 
gründung, als  auch  einige  daraus  gezogene  Folgerungen  in  Kürze  dar- 
stellen. Diese  Konstruktion  ist  in  der  kotierten  Projektion  durchgeführt, 
kann  aber  auch  für  den  Fall  der  Annahme  zweier  Projektionsebenen 
angewendet  werden.  Es  ist  dann  hierbei  keine  Transformation  der 
Projektionsebeue  notwendig,  wie  es  meistens  geschieht,  wenn  der  Kegel 
nicht  gegen  jene  eine  spezielle  Lage  einnimmt. 

Die  Basis  eines  geratlen,  elliptischen  Kegels  (x)  sei  e  mit  den 
Achsen  AA'  und  BB\  seine  Höhe  VO  =  (V^jO.  Wir  wollen  die  Lage 
jener  Kreis  schnittebene  (y)  dieses  Kegels  feststellen,  welche  durch  den 
Scheitelpunkt  (B)  der  Basisellipse  hindurchgeht.  Aus  bekannten 
Symmetrieverhältnissen  folgt  die  Trace  y'  der  Kreisschnittebene  (y) 
auf  der  Basisebene  als  eine  Tangente  m  J5  an  c\ 

Den  Kreisschnitt  (k)  in  y  und  die  Ellipse  e  fassen  wir  als  zentrisch- 
kollineare  Kiurven  auf.  Die  Tangenten  an  diese  in  ihren  entsprechenden 
Punkten,  d.  h.  in  ihren  Schnittpunkten  mit  derselben  Kegelerzeugenden 
schneiden  sich  in  der  Schnittlinie  y'  beider  Kurvenebenen. 

Die  Erzeugende  VA  des  Kegels  schneidet  die  Basis  in  Äf  den 
gesuchten  Kreisschnitt  in  einem  Punkte  G.  Es  wird  also  die  Tangente 
(ß)  an  den  Kreis  k  im  Punkte  G  die  Traco  y'  in  einem  Punkte  T 
schneiden,  welcher  offenbar  in  der  Tangente  r'  der  Ellipse  in  A  liegen 
mufs.  Die  vom  Punkte  T  an  den  Kreis  k  gezogenen  Tangenten  TB 
und  TG  haben  gleiche  Längen.  Es  handelt  sich  sonach  um  die  Er- 
mittehmg  des  Punktes  G  und  seiner  Höhe  über  der  Basisebenc. 
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Wir  legen  die  Erzeugende  {A  F)  des  Kegels  um  die  Bildflächentrace 
der  Tangentialebene  längs  dieser  Erzeugendem  in  tlie  Projektionsebene 
nm.  Die  umgelegte  Erzeugende  {i^^)  fällt  mit  der  grofsen  Achse  der 
Ellipse  zusammen.  Den  gesuchten  Punkt  (G)  auf  i  finden  wir  also,  I 
indem  wir  TB  =  T{(r)  machen.  Aus  (G)  bekommen  wir  die  Pro- 
jektion dieses  Punktes  in  6rj,  wenn  wir  die  Erzeugende  >  abermals 
umlegen  und  zwar  um  die  Trace  AO  der  Symmetrieebene  des  Kegel». 
Hierbei  gelangt  der  Mittelpunkt  desselben  nach  (F),  wenn  (F)0  die 
gegebene  Höhe  des  Kegels  darstellt. 

Der  Punkt  {/?)  kommt  in  der  neuen  Umlegting  A{V)  der  Er 
zeugenden  /  nach  (G').  Man  erhält  sonach  seine  Projektion  im  Punkte 
Gj  der  Geraden  AO^  als  einer  Projektion  der  Erzeugenden  i. 

Die  Kreistangente  jf  in  G  bat 

man  daher  um  y'  umzulegen.    Ef 

geschieht  dies  auf  bekannte  Weis« 

mittelst  Übertragung   der  StretJB^ 

Gy{iV)  von  Gl  bis  G^  auf  die  H 

Punkte    Gl    auf  {G')S    errichtete 

Senkrechte.      Man     macht    weit« 

/^^--x      IV  *^^(}  =  -SGp  und  hat  in  der  V«v 

bindungslinie    TGq    die    gesachte 

umgelegte  Tangente  g^.     Es  sind 

also    TTom    Kreisschnitte    (A*)    iwei 

Tangenten   y^   und   y'   nebst   dem 

Berühnmgspunkte  Ji  in  dieser  b^ 

kannt;  somit  ist  die  ümlegung  ^^ 

bestimmt.     Die   Höhe    des   Punktes    G    über  der   Basisebeue   stellt  die 

Länge  Gj  Gp  dar.     Zur  Kontrolle  eignet  sich  auch  der  Punkt  P  de« 

Kreises  K  für  die  Bestimmimg  der  Kreiasehnittebene  y. 

Läfst  man  die  hier  zur  Begründimg  der  Konstruktion  heran- 
gezogenen Nebenkonstruktionen  weg,  so  vereinfacht  sich  jene  Koa- 
struktion  folgendermafsen. 

Man  beschreibe  aus  T  mit  dem  Halbmesser  TU  einen  Bogen  2?ö^, 
welcher  die  grofse  Achse  der  Ellipse  in  (G )  schneidet,  und  aus  A  mit 
dem  Halbmesser  A{G)  einen  Bogen  {G){G'^  bis  zum  Durchschnitte 
mit  der  um  AO  umgelegten  Erzeugenden  Aiy")  des  Kegels.  Man  falle 
eine  Senkrecht«  aus  (G')  auf  y\  welche  den  Bogen  ßG^  in  G^  and 
die  grolse  Achse  der  Ellipse  in  Gj  schneidet.  Der  Punkt  G,  ist  die 
Projektion  eines  Punktes  der  Kreisschnittebene  und  G,(G')  seine  Kote. 
Ist  die  cyklische  Ebene  für  einen  Cylinder  zn  bestimmen,  so  ver 
fahre   man   auf  dieselbe  Weise.     Die  Konstruktion  verflnfucht  sich  in* 


g: 
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2n 


soweit,  als  die  Tangente  tj  bei  der  ümlegung  um  y'  mit  t'  zusammen- 
fällt Der  Punkt  G  hat  hierbei  seine  Projektion  in  .4,  und  seine  Kote 
findet  mau  als  die  von  dem  Bogen  {G}{G')  auf  r'  eingeschnittene 
Strecke  (G~")Ä. 

Wie  schon  oben  erwähnt,  bleibt  diese  Konstruktion  für  beliebige 
Lagen  einer  zweiten  Projektionsebene  unverändert. 

Da  der  Punkt  ^f  in  einer  Symmetrieebene  liegt,  zu  welcher 
auch  die  beiden  Scharen  cyklischer  Ebenen  y  symmetrisch  sind,  so 
wird  man  die  durch  den  Punkt  G  gehende  cyklische  Ebene  der  zweiten 
Schar  als  tlie  der  eben  bestimmtjen  Ebene  y  symmetrische  Ebene  in 
Bezug  auf  die  Ebene  AOV  erbalten,  —  Die  Bogen  BG^  und  {G){G'^) 
bleiben  für  alle  geraden  Kegel  über  derselben  Basisellipse  e  konstant. 
Denkt  man  sich  daher  das  Dreieck  äO{V)  um  ^0  in  die  räumliche 
Lage  zurückgedreht,  so  kommt  der  Punkt  (G')  nach  Gj  und  man  kann 
sagen: 

Trägt  mau  vom  Scheitelpunkte  (Ä)  der  grofsen  Ellipsenachse  auf 
die  Erzeugende  VA  des  Kegels  (F,  e)  die  Strecke  AGj  welche  man  als 
eine  „zweite"  Katbete  im  rechtwinkligen  Dreiecke  erhält,  dessen  eine 
Kathete  die  halbe  kleine  (AT)  und  dessen  Hypotenuse  die  halbe 
grofse  Ellipseoacbse  T(G)  ist,  so  bestimmt  der  Endpunkt  G  dieser 
Strecke  mit  den  beiden  an  die  Ellipse  in  den  Scheitelpunkten  der 
kleinen  Achse  gezogenen  Tangenten  die  beiden  Stellungen  der  cyklischen 
Ebenen  des  Kegels. 

Jene  „zweite"  Kathete  ist  aber  gleich  der  linearen  Exzentrizität 
der  Ellipse,  es  folgt  demnach:  „Trögt  man  vom  Scheitdjninkte  (A)  der 
(frofsen  EUipsetmrIise  auf  die  Erzengeride  VA  des  Kegels^)  die  Ex- 
zentrisitäi  der  BaslseUipse  auf,  so  bestimmt  ihr  EmlpmiU  mit  den  beiden 
Tangalten  in  den  Scheitelpunkten  der  Ideincn  Achse  beide  Stellungctt  der 
cyklisehen  EJtenen  jenes  Kegels  (  K,  e)/^ 

Wir  bemerkten,  dals  der  umgelegte  Kreis  Ä^  die  Gerade  //p  im 
Punkte  Gq  berührt,  so  dafs  die  Läng©  der  Senkrechten  in  G^  auf  g^y 
bis  zu  ihrem  Durchschnitt«  mit  OB  den  Halbmesser  des  Kreises  k^ 
dATstellt.  Dieser  Halbmesser  wird  ein  Maximum,  wenn  G^  die  gröfst- 
mögliebe  Entfernung  von  OB  einnimmt  Es  geschieht  dies,  wenn 
Gq  in  t'  liegt,  d.  h.  wenn  (F)  unendlich  weit  entfernt  ist  Da  O^, 
immer  auf  dem  Bogen  BG^  ü^gt,  so  wird  für  diesen  Fall  der  Halb- 
messer des  Kreises  gleich  TB,  oder  gleich  der  halben  grofsen  Achse 
der  Ellipse. 


1)  Oder  Cy lindere,  siehe  oben. 
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Nimmt  dagegen  die  Höhe  des  Kegels  stetig  ab,  so  wird  die  Ent- 
fernung (G')Gi  des  Punktes  G  von  der  Projektionsebene  immer  kleiner 
und  wird  schliefslich  den  Wert  Null  annehmen,  Boliald  die  Hohe  des 
Kegels  Null  wird.  Für  diesen  Fall  haben  wir  den  Punkt  (G')  im 
Punkte  {G)j  als  in  dem  Durchs elmittspunkte  beider  Bogen  BG^  und 
{G)(G')  zu  suchen.  Im  Punkte  (G)  ist  dann  auch  der  zugehörige 
Berührungspunkt  G^  der  Tangente  {/q  zu  suchen.  Diese  erhalten  wir 
in  der  Verbindungslinie  T{G),  Die  in  (C?)  auf  T{G)  errichtete 
Senkrechte  schneidet  0^  im  Mittelpunkte  des  zugehörigen  umgelegten 
Kreises.  Es  ist  dies  der  kleinste  unter  den  Kreisschnitten  durch  y'  für 
dieselbe  Basisellipse  e. 

Setzt  der  Mittelpunkt  (V)  des  Kegels  seine  Bewegung  auf  VO 
unter  der  Projektionsebene  fort,  so  resultieren  verschiedene  in  Bezog 
auf  die  Projektionsebene  gegen  die  vorherigen  symmetrische  Lagen 
von  cyklischen  Ebenen. 

Bei  dem  Durchgange  des  Mittelpunktes  V  von  der  einen  auf  die 
andere  Seite  der  Projektionsebene  (also  fiir  einen  Kegel,  dessen  Hohe 
gleich  Null  ist)  ist  der  Kreisschnitt  k  ein  reeller  Kreis  mit  einem 
Minimum  des  Halbmessers.  Man  erhält  diesen,  wenn  man  von  A  ans 
die  Exzentrizität  bis  {G)  auf  die  gi*ofse  Achse  aufträgt,  den  erhaltenen 
Endpimkt  [G)  mit  T  verbindet  und  auf  dieser  Verbindungslinie  in  [G) 
eine  Senkrechte  bis  zum  Durchschnitte  mit  BO  errichtet. 

Es  stimmt  dies  mit  der  obigen  Regel  überein. 

Agram,  den  15.  Januar  1901. 


über  die  arithmetisclien  Eigenschaften  der  Faktoriellen. 

Von  K.  Hensel  in  Berlin. 

Wenn  man  die  ganzen  Zalileu  nach  steigenden  Potenzen  einer 
gegebenen  Primzahl  /)  entwickelt,  so  kann  man  sehr  einfach  die  höchste 
Potenz  p''™  bestimmen,  welche  in  dem  Produkte 

(1)  »i!-1.2-3...w 
enthalten  ist,  und  zugleich  die  Zahl 

(1-)  ^«-^ 

p 
finden,  der  ml,  dividiert  durch  die  höchste  in  jenem  Produkte  enthaltene 
Potenz  von  p,   modnlo  p  kongraent  ist.     Die  erste  Aufgabe  hat  schon 
Legend re,  die  zweite  auf  einem  anderen  Wege  Herr  Stickelberger 
(Iffath.  Annalen  37,  342—343)  gelöst. 
Es  sei  für  die  Zahl  m: 

(2)  »,=«,y+fl,  +  ,p'  +  '  +  ...  ClX/) 
die  Entwickelung  nach  Potenzen  von  p,  so  dafs: 

(2»)  m  -  1  =  {p  -  1)  +  (p  _  l)p  +  . .  .  +  (p  -  l)p'-^ 

die  Darstellung   der  nächst  niedrigeren  Zahl  m  —  1  ist.     Ebenso  seien 
fiir  die  Produkte  (»«  —  1)!  und  w! 

(3)  (m-l)r  =  X_i/--i  +  ..., 

m!  =  Ä^p'^  +  ■ . . 
die  bezüglichen  EntwickeUmgen  nach  Potenzen  von  ;).    Dann  folgt  aus 
der    Gleichung   «t  •  (wt  —  1)!  =  m!  unter   Benutzung  von   (2)    und    (3): 

(«,//  +  •  •)  (X-  i/'"-'  4-  ■  •  •)  =  ^'"/"'  +  "  •» 
also   ergeben  sich   durch   Vergleichung  der  Anfangsglieder   auf  beiden 
Seiten  die  Relationen: 

(4)  A„^  =  aiÄm-i      (mod.p), 

darch  die  in  Verbindung  mit  den  offenbar  richtigen  Anfangsgleichungen: 
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jene  beiden  Zahlen  Am  und  /im  eindeutig  bestimmt  sind.    Hieraus  er- 
giebt  sich  aber  ohne  weiteres,  dafs  f{ir  jedes  mi 

(5^  Ihn jzif , 

Am  =  (-  l)^m  «.!  a. + 1 '  •  •  •    (mo«L  p) 
ist.     Einmal  nämlich  gehen  jene  Gleichungen  für  m  =  1  in  (4»)  über. 
Berechnet  man  aber  zweitens  diese  beiden  Zahlen  nach  (5)  für  die  in 
(2»)  betrachtete  nächstvorhergehende  Zahl  m  —  1,  so  wird: 

_  (m-l)-((i?-l)tH-(a.— l)  +  Of+i  +  -0 

p-\ 

und  zweitens  unter  Benutzung  des  Wilson  sehen  Satzes: 
(5^)  Am-^  =  (-  \ym-.[(jp  -  1)!)'  (fl,  -  l)!a,+  x!. .  • 

und  die  so  bestimmten  Zahlen  Am)  Am—i,  ihnj  l^hn—i  erfüllen  offenbar 
wirklich  die  Gleichnngen  (4). 

Es  ergiebt  sich  also  der  Satz: 

Ist 

w  =  ao  +  aip  + \-  a^pr  (o<a^<r' 

die  Entwickelung  einer  beliebigen  Zahl  m  nach  Potenzen  von  p,  so  ist: 

(6)  ml  =  (-  pym .  (a,l  aj  . .  .  a,!)  +  •  •  -, 

wenn   in    dieser  Entwickelung   der   Exponent   (im   des   Anfangsgliedes 

durch  die  Gleichung: 

.^.s  »*  — (ao  +  «i  +  --  +  «r) 

(6*)  f^-  = y—l 

bestimmt  ist. 

Beachtet  man  endlich,  dafs  offenbar: 

[^]  =  «*  +  «*+il>  +  •  •  •  +  arp'-'' 

ist,  wenn  [a],  wie  gewöhnlich,  die  gröfste  in  dem  Bruche  a  enthaltene 
ganze  Zahl  bedeutet,  so  ergiebt  sich  leicht  für  die  in  (6)  angegebene 
Zahl  /im  die  gewöhnliche  Darstellung: 

(6')  '-  =  ß]  +  [|.]  +  --. 

wo  die  Summation  beliebig  weit  fortgesetzt  werden  kann,  da  alle  auf 

[*"]  folgenden  Zahlen  von  selbst  Null  sind. 
Berlin,  den  5.  April  1901. 
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Bj  T.  J.  Ta-  ButßMWWH  rCÄinbridg«,  KnifitmA.) 

In  Order  to  find  the  diseontmaitie«  in  ihtt  firvt  d^rivutjr««  '/f  Of« 
PotoöMl  of  a  donble  iheet,  Poineare  due«»*»';  th*  «w^/iid  d^rririitiv*» 
of  tbe  Potential  of  a  lin^  flvset:  to  &r  a»  I  Icjmv  H  h»M  ofA  \f*^ 
'vnxatked  ütat  tiiese  discontmoiti««  eac  1>«  fdtfiJr  {r/uod  \fy  ikm  ttimffh 
pn>«*as  naed  br  WeinjrarteL  in  ta*r  dH^rminatkft:  of  tJa*  dijM//»tiiW«i»** 
«rf"  d>e  seooükd  demaiiTes  of  lifr  ;^>t«at£aJ  of  a  »^Jid  Usinm.*,  W<;j«- 
gftrtei:  bae  afrpbed  tLe  »m«  niotitod  V/  '>tlk«r  yhyt'i^  ^T'AA^mt.*, 

For  sÖBplksXT.  take  tthe  azis  of  z  at  a^yrxuJ  V/  ti:**  ^utUf^/c  wah 
'»iiA  1^  sattle  iiK«t  vja^M»*.  and  tii*  orijcijo  iü  ü««»r  hvfiM^.^  Tm 
P<*äöT«.  dirK&oB  of  j  i*  wsy^ßv^*  Vi  oe  froau  lii^fe  iii»^«!*  V/war^  tMr 
trf'  tifce  niziHRL'      Tb«.,  if  tä^t   '/rjjtjj  j»  a&  '/rcijuar*   y/;i,t  '/ 

i.  JL  r    auc  >5  «-  ^-*^     -  •     ut  -swt  vaaw::»  '/  <  »i-c  rt» 

•  "^i"  "»TJSfr  für  leyjji' 

'  ^        «^  t;  ^  j-  ,  r  ,  r        ,  j 

'-?■  -  '  •        '*"  » 


Ü  K    lat    C,,    t..  M     v-Tu*    11*    t     f     # 


<- 


T.  J  IV  BaoirrntTH: 


=  4xirii 


At  a  point  (ir,  y,  g)  the  quantity 

dV        d  V 

g/  -  ^-  =  Mx  +  xihx  +  yuxy  +  sn^t  -I-  .  - .  =  M,  -I-  ari*,,  4-  yt 

if  the  point  is  on  the  surface  and  if  |a:|,  \y\  are  so  small  that  x*,  ary, y*... 
can  be  neglected.     We  find  similar  expressions  for: 

aVj  __  ^      d\\       cV, 
dy        dy  ^     dx        de  ' 

Bot,  at  any  point  on  the  surface 

ex         öx  OT^         oy  *       c>z         tt 

accordiiig  to  the  general  theory  of  the  poteutial  of  a  single  aheet*), 
where  /,  w,  n  are  the  direction-cosines  of  the  normal  (drawn  ontwardi) 
at  the  point  and  6  is  the  sui-face-density  there.  Now  on  our  surfiiee 
at  (a:,  y,  z)-. 

l^-{ax^  ky),         m  =  -  (hx  +  hy),        w  =  1, 

where,  as  before,  x^j  xyj .  . .  have  been  neglected.  We  are  thua  led  to 
the  equations 

«.  +  a:M„  +  ytt, j,  ==  -  An  [tf^^  -f  (^^x  +  (|^)^y]  (a;r  +  Äy), 

As  theae  hold  for  all  values  of  .r,  y,  subjeet  only  to  the  condition» 
Uiat  \x\j  \y\  Bhall  be  smell^  it  follows  that 
«^   =0,    My  =  0,      tt,  =  Anc^, 


—  Ana^Q 

/de 


Uxif  =  —  AnhGQ, 


M«„  =  —  A:thtt. 


Ot 


«"=  +  ^«(E)„'    V  =  +  4»(^^)^ 


The  valuea  of  «j,  w^,  w,  agree  with  what  is  known  from  tbe 
general  theorem  just  qiioted.  We  still  have  to  find  u.,;  io  do  thi% 
we  note  that 


so  ihat 


dx*  "^  dy*  '^  de* 


0 


ay' 


dt* 


W.«  +  «yy-|-W,..  =  0. 


1)  ThiB  theorem  appears  in  all  tfae  text-books;  see  for  instance  Poiociri« 
Potent  iel  Neivtonien,  chap.  3;  Weingarten'«  proof,  in  the  first  of  the  papeo  qacf 
tcd  already,  ia  perhaps  the  Bimplest. 
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Hence 


«,.  ^  —  («r*  +  Wyy)  =  4ff  (a  +  Ö)  tfo. 


Since  a  +  6  =-       -f  ■    ,  where  pj,  (»,  are  tlie  principal  radii  of  curvature 
of  tlie  surface  at  the  origin,  it  follows  that*) 

M„  =  4Ätfo  (a  +  6)  -  «,  (;r  +  r)  • 

We  have  tlius  found  the  values  of  tlie  diBContinuitieB  in  the  six 
Becond  derivatives  of  the  potential  at  the  origin;  these  values  agree 
with  Poiucare's*),  with  the  exception  of  «j.,  u^y.  But  the  difference 
in  the  caae  of  these  two  derivatives  is  apparent  only;  for  the  quaiitity 
denoted  by  y'  in  Poincare'a  work  is  the  cosine  of  the  angle  betweem 
Oz  and  the  normal.     Hence,  at  the  origin: 


dx       "' 


0. 


for  at  (Xf  y,  s)  near  the  origin: 

r  =  1  -\i{ax  +  hyf  -f  {hx  -f  hyf]  H-  ■  - . 

Using  these  valuea  of  /,  ~,  -^^  Poincare's  expressions  reducse 
to  ihose  found  above. 

Addition.     I    take   the   opportunity    of  remarking   that  the  same 
method    can   be   used  to  obtain  Korn's  eipressions  for  the  disconti- 
nuities    in    the  second  derivatives  of  the  potential   of  a  double  abeet 
[{Lehrhuch  der  Poienfialtkorie,  Bd.  1,  S.  52).     11»''  Nov.  1901. 

H        Cambridge,  England,  20^  June  1901. 

^^^         1)  Thia  equatioB  eeems  to  have  been  given  ßret  l>y  Green  in  discußsiog  the 
^      theory  of  the  Leyden  jar  (Essay  ot*   fJx  applicfUion  of  MaXhcmaiks  to  Klectricity 
and  Magnet iaiH  Art.  8^. 

2)  See  the  table,  Potentiel  NewUmien^  p.  261  j  where  it  is  to  be  obaerved  that 

the expreesiong all  have  their  signs  changed.  Thatis,  Poincard  givea  -t—y  —  -ö— r  ^^• 

Vgl.  »u  dieser  Arbeit:  Po«,  Oiomale  da  BatUglini  15,  289—298,  1B77; 
C.  Neumann,  Math.  Ann.  16,  432—435,  1880;  E.  BeUrawi,  Ann.  di  Mat  (2)  10, 
46—63,  1880.  Th.  Hörn,  Zeitachr.  f.  Math.  u.  Phye.  20,  145,  1881;  G.  A.  Maggi, 
Lomb.  Eend.  (2)  22,  786,  1891.  Anm,  d.  Red. 


AMbiT  d«r  UfttbeinftUk  and  Pbjrtik.    in.  »«Ihs    n. 


to 


16.    Die    Eulersdien    BewegunrfSffl^ichmigen    für    den    ro 
Körper,  —  Nach  den  Gleichungen  (3)  und  (3')  des  Schema  V  sind  die 
kinetischen  Grundgleichungen  des  rotierenden  starren  Systems 

M,  =  M,  und  M,  =  ^, 

denn  die  ganzen  Momente  der  Reaktionen  verachwindt-n.    In  der  For 

Mfl  =  Zmxx 

hat  man  jetzt  nur  fiir  x  den  Ausdruck  öx  einzusetzen  und  die  Su 
mation  über  alle  Massenpunkte  des  Körpers  zu  erstrecken,  um  di« 
Impulagleichungen  in  expliziter  Form  zu  erhalten.  Nun  ist  aber  (vgl  die 
Einleitung) :  ___ 

x{öx)  =x^ '  ä  —  (xd)  •  X. 

Gewöhnlich  zerlegt  man  x  nach  drei  rechtwinkligen  Achsen,  welche 
dem  System  fest  verbunden  sind,  indem  man 

X  =  ä|  +  o»  +  äfl 

setzt.     Auf  diese  Weise   folgen  die  entsprechenden  Komponenten  dai 

Vektors  Mp,  nämlich: 

M,,i  =  2:m{al  +  ö|)  »  tf^  —  Zma^a^  •  ö,  —  Zma^a^  •  <fj, 
Me.ä  =  £m{a\  +  flj)  •  tfj  —  Ema^Q^  •  6^  —  £ma^^a^  •  ff,, 
Mp,3  =  Z»i(aJ  4-  a|)  •  tf,  ~  Zma^ai  •  tf^  —  £ma^a^  •  tf,, 

worüi  man  noch  zur  Abkürzung 

2;m(aj  +  a*)  =  A„  Zw(«|  +  aj)  ==  A„  2:m(al  +  a«)  =  A, 
und 

Sma^a^  =  Dj,  Zma^ai  =  D,,  27m rt,«^  =  D, 

setzt  und   diese  Gröfsen  als  Trägheitsraoraente  und  Deyiationsmoinent« 
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bezeichnet.     Die    kinetischen  Impulsgleiehungen   erhalten    demnach 
die  übliche  Form: 

Ma,i  =  Ai  •  tfi  -  D3  •  <Jj  -  Dj .  <yj„ 
(18)  M*,s  =  A^  .  ff,  -  Dl  ■  <?a  -  Dji    ^u 

Ma,,  =  Ag  •  ffj,  -  D,  .  (J,  -  Dl .  ff,. 

Zur  HersteDimg  der  Euler  sehen  Gleichungen  haben   wir  nur  den 

Differentialquotienten  — tt^  zu  bilden.     Statt  dessen  kann  mau  auch  den 

Elementarvektor 

Mg  =  (xx)  •  ff  —  (xä)  -  st 

nach  der  Zeit  difTerentiieren  und  erhült 


dt 


'  =  2  (xx)  •  ff  +  (xx)  '  ff  —  (xä)  •  X  —  (irff)  •  a;  —  (xe)  •  i. 


Nun   ist   aber   offenbar   xx  =  0  und  x<s  =  0^  da  die   betreffenden 
Vektoren  auf  einander  senkrecht  stehen.     Folglich  wird 


dM, 


—,--  =  {xx)  •  ff  —  (.Tff)  X  —  (arff)  •  X  =  {xx)  '  ff  —  (xif)  x  -\-  öM^ 


dt 
und  dementsprechend: 

(19) 


dM,       jdM,\    ,   —^jj. 


WO  die  Klammem  um  die  Deriviert©  von  M^  andeuten,  dafs  man  bei 
dieser  Differentiation  nur  die  Gröfse  ff  als  veränderlich  zu  betrachten 
hat.  Die  Eulersehen  Gleichungen  heifsen  also  in  unserer  Bezeich- 
nungsweise: 

(20)  "       '''"• 


M'  =  (^)  +  ^- 


Sie  wurden  in  dieser  Form  (natürlich  ohne  die  Symbolik  der  Vektor- 
analysis)  zuerst  von  Lagrange  in  seiner  „Mecan.  anal."  2.  ed.  Bd.  2, 
p.  239  mitgeteilt,  wo  er  dieselben  aus  dem  kinetischen  Prinzip 
(vgl.  Nr.  IS  dieser  Arbeit)  der  virtuellen  Verschiebungen  abgeleitet  hat. 
Lagrange  benutzt  dort  die  kinetische  Energie  E  des  rotierenden 
Systems,  welche  wegen  der  Gleichung  i:  =  ffl"  die  Form  hat: 

E-=ii:»»(ffiffx)  =  |(A,ff;4-A,ff|  +  A,ffJ)-Diff,ff,-D,ff,ffi-D3ff,ff,. 

Nach  den  Gleichungen  (18)  ist  dann 

Xr  ^^  TUT  ^^"M"  ^^ 

Lifolgedessen     (oder    eigentlich    wegen    der    prinzipiell    verschiedenen 

20* 


A,-:;^  +  (A,-A,)«.<r,  =  M,,„ 


A.^+(^-A.)«,»,  =  Mm. 


Die  Gleicliimg  (19)  hätte  man  sofort  Mneclireibeii  können,  da  m 

nnmittßlbar  aus   dem  Prinzip    der   relativen   Bewegung  folgt,     (-jt) 

ist  offenbar  der  Vektor  der  relativen  Anderungsgeschwindigkeit  von  M, 
in  Bezug  auf  das  rotierende  System^  cf  M,  ist  der  Vektor  der  zugeh' 
Fiihrungsgeschwindigkeit.      Genau    genommen,    bat   schon    Euler 
Ableitung   seiner  Gleichungen  denselben  Gedanken  benutzt,  ohne  ibo 
jedoch  in  eine  bestimmte  analytische  Form  zu  kleiden. 

17,  Lagranges  Transit wiUitsgleichtmgen  für  das  starre  Syatem.  — 
Das  D'Alembertsche  Prinzip  in  der  von  Lagrange  und  Hamilton 
benutzten  Integi-alform : 


(32) 


verursacht  bei  der  Verwendung  eines  Geschwindigkeitsaystems,  weichet 
durch  kinematische  Parameter  ausgedrückt  ist,  die  nicht  gleichxeit^ 
die  Zeitderi vierten  von  Koordinaten  sind,  eine  bemerkenswerte  Schwierig- 
keit, die  von  Lagrange  zuerst  klar  erkannt  und  —  für  den  Fall  de« 
rotierenden  starren  Systems  —  mit  dem  ihm  eigenen  Geschick  übe^ 
wunden  wurde.     In  dem  Ausdrucke 


(23) 


*E  =  II*<'.  +  I^.*<'.+  ||*''. 


d<fi 


a<r, 


müssen  nämlich  die  Variationen  d0i  so  transformiert  werden,  dais  ivf 
nur  die  dÖ,  und  die  vollständigen  Zeitderivierten  dieser  Grölsen  ent- 
halten, Lagrange  (Mecan.  anal.  2.  ed.  Bd.  2,  p.  229)  hat  dies  durth 
Benutzimg  der  Relationen,  welche  zwischen  den  9  Achsenkosinos  besteheo, 
erreicht.    Wir  schlagen  statt  dessen   einen  direkteren  und  bequememi 
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Weg   ein,    indem   wir   miinitt«lbar   von   der   Konzeption    des    Systems 
möglicher  Geschwindigkeiten  ausgehen.    Infolge  der  Gleichung  x  =  6xisi 


dx  =  dd  •  X    und     Öx  =  dB  -  x. 

Hieraus  erhält  man  durch  Variieren  und  Bifferentiieren 

6dx  =  ddO  ■  X  +  dO  -  dx     und  döx  =  döO  •  x  +  dd    dx. 

Da    nun    offenbar    Sdx  =  dÖx    ist,    bo    folgt    ans    den    vorstehenden 
Gleichungen  durch  Subtraktion: 


(ddO  -däß)-x^  dB  (6B  'x)-dB  (dß  ■  x)  =  (dB  -  SB)  -  x 
oder,  da  x  ganz  beliebig  ist, 

(24)  ddß  -  ddß  =^  dB    dB. 

Dies  ist  die  Lagrangesche  Transiimtätsgleichung  für  ein  rotieren- 
des starres  System.  Sie  ist  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  dem  kine- 
matischen Ausdruck  des  Geschwindigkeitssyatems.  Wir  schliefsen 
hieraus,  dafa  jeder  charakteristischen  Form  eines  Geschwindigkeits- 
systems  als  Funktion  wesentlich  kinematischer  Parameter  eine  besondere  — 
fttr  das  materielle  System  ebenso  charakteristische  —  Trausitivitäta- 
gleichnng  entsprechen  mufe. 

Aus  der  Gleichung  (24)  folgen  die  Beziehungen  zwischen  den 
Achsenkomponenten : 

iöde^  =  rfdöi  +  dB^  ■  döj  -  f/Ö,  .  ^0,, 

(25)  ddO^  =  dM.  +  dB^ .  dB,  -  dB,  -  ÖB^, 
IdrfÖj  =  dd0^  +  dB,  -  (JÖj  -  dß^  ■  dß,, 

wie  sie  Lagrange  a.  a.  0.  mitgeteilt  hat. 

Diese  Werte,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  (23),  setzen  wir 
in  den  Integralausdruck 


(26) 


[d'A.,J=  f{dE  +  d'At)dt 


ein.     Nun  besteht  die  Relation: 


dE  =  I^S0,  +  l^ö.,^l^^d,,  =  M,.d^, 


orin  nach  der  Gleichung  (24) 
(27) 

SU  setzen  ist.     Folglich  wird: 


öö  =  ^^ä8-^0' 


d  rü      rs^       **M,    ^j, 


M.  ~  rfÖ  +  M. .  ey  •  <J«?  =  -^  (M„ .  <JÖ)  -  ^  ■  Ö&  -  öM,  OB, 


di 


dt 


_^  Kabl  Hedw: 

Die  Gleiebiing  (26)  gelit  also  über  in 

i 
[*'A.];^=  J  I  (^)  +  (»M.)  -  M.)  .  de  .  dt; 

tu 

denn   es    ist  Mp-dÖ  =  <5''A„  und  Mjttf0  =  d'Ai.,  da  Translationen  auB- 
geschlossen  sind.     Mithin  mufs 

Bein,  woraus  man  durch  die  Zerlegung  in  Komponenten  die  Lagrangesctit 

Form  der  Bewegungagleichuugen: 


(28) 


gewinnt. 

18,    Die    kinetischeil    Gleichungen    von    Lagrange   in 
Tositionsköordinatcn.    —    Wir    setzen    zunächst   ein    beliebiges  St 
möglicher  Geschwindigkeiten  voraus,  welches  wir  durch  die  symbolische 
Gleichung 

(29)  X  =  funkt.  (*i,  ?,,  . .  .,  «,-,  ^1,  i„  .  . .,  q.) 

andeuten.  Hierin  sollen  die  1  Vektoren  im  gewohnlichen  Sinne,  die} 
dagegen  reelle  von  einander  unabhängige  Positionskoordinaten  sein 
Die  Anzahl  der  letzteren  wird  gleich  der  Anzahl  der  Freiheitsgnwie 
angenommen,  so  dafs  die  Bewegung  des  Systems  durch  keine  Be- 
dingungsgleichimgen  beschränkt  ist.  Die  Vektoren  1  sind  im  »H- 
gemeinen  eindeutige  Funktionen  dieser  Koordinaten.  Aus  der  sym- 
bolischen Gleichung  (29)  folgt: 

(30)  $X  =  funct.  (fi,  £5,,  .  .  .,  £.,  Öq^,  dq^,   .  .  .,  dr?,). 
Für  einem  freien  materiellen  Punkt  ist  immer 

und  dementsprechend 

dx  =  ei'  dq^  +  £2 •  dffg  +  i,  •  öq^. 

Folglich 
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oder,  wenn  wir  in  üblicher  Weise  zur  Abkürzimg 


setzen: 


Die  Grofsen  p  sind  lifieare  Fimktionen  der  Gröfsen  q.  Di© 
funktionale  Beziehung  in  Gleichung  (29)  oder  die  damit  überein- 
stimmende in  Gleichung  (30)  unterwerfen  wir  nun  für  Systeme  der 
Bedingimg,  dafs  die  daraus  abgeleitete  akalare  Gröl'se  d'Ä^  die  Form 


(31) 


k 


Pi  =  K 

(1  =  1,  S,»,  ...,.) 


erhalten  mufs  und  dafs  die  p  lineare  Funktionen  der  q  werden. 

Unter   dieser   Voraussetzimg   kann   man    immer  d'A^  =  g  Ä,  •  üq, 
setzen,  wodurch  die  Grundgleichung  der  impulsiven  Wirkung: 

die  einfache  Form 

(32) 

erhält. 

In  der  Integralgleichung  für  Zeitkräfte: 

t 

(II)  [rA,J=J(d'^-{-d'A,)dt 

ist  nach  der  durch  die  Gleichung  (31)  ausgedrückten  Voranssetzung  die 
kinetische  Energi«  E  des  ganzen  Systems  eine  quadratische  Funktion 
der  q'y  denn  diese  Gleichung  mufs  auch  giltig  bleiben,  wenn  Sq  durch 
(ig  ersetzt  wird.     Folglich  wird 


(33) 
Ohnedies  ist: 


'^'aE 


^^  =  SM-^^' 


<=•' , 


»E  =  Slf**  +  S|^H. 


-O^B,. 


,?.»«■ 


Wir  setzen  femer,  ganz  analog  der  Gleichung  d'Aji=  ^h,- ^(ji   auch 

t— i 

fiir  die  Zeitkrafte 

(34)  d'A,^^l-6x  =  '^krSq. 

(=1 
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Karl  Heiti: 


«ikI  nennen  nach  dem  Vorgange  von  Hertz  (Prinzipien,  p.  218) 
Grnfgen  kj,  kj,  .  . .,  k,  (He  Komponenten  der  Lag  ränge  sehen  Kraft, 
welche  wir  symbolisch  mit  k  bezeichnen  wollen.  Das  Symbol  k  nennt 
Hertz  bekanntlich  einen  „Vektor  in  Bezug  auf  das  ganze  System*'. 
Da  nun  (Ue  q  Koordhmtettj  d.  h.  die  q  vollständige  Deri vierte  nach 
der  Zeit  sind^  so  besteht  immer  die  Gleichung: 

und  die  Grundgleichung  (II)  geht  über  in 

[s.,h];=[s^-|...]>/s|-^S+I| -.*.),.... 

Diese  Gleichung  kann  für  beliebige  Werte  der  dq  nur  identisch  er 
sein,  wenn 


Pi 


(36)  t-^-*. 

ist.  Dies  sind  die  Gleichungen  von  Lagrange.  Ausdrücklich  be- 
merken möchte  ich  noch,  dals  auch  die  Impulsgleichungen,  welche  sich 
durch  Kombination  der  Formeln  (32)  mid  (35)  ergeben,  nämlich 


(37) 


dE      , 


von  Lagrange  (M^c.  anal.  2.  ed.  Bd.  2,  p.  183)  und  nicht  Ton 
Niven  herrühren,  wie  Routh  in  seinen  „Rigid  Dynamics**  bemerkt, 
und  zwar  stehen  sie  an  der  zitierten  Stelle  genau  in  der  Form,  welche 
Routh  gebraucht.  Es  ist  nämlich  dort  die  Existenz  einer  Funktion  Ä 
vorausgesetzt,  welche  die  Komponenten 

,       da 

ergiebt. 

Clifford  hat  in  seinen  „Elements  of  Dynamic"  (2.  Bd.  der  poat- 
humen  Veröffentlichung,  p.  81)  eine  Ableitung  der  Lagrangeschen 
Gleichungen  gegeben,  deren  Grundgedanken  wir  hier  wie<lerholen-  Dm 
Gescbwindigkeitesystem  sei  nur  von  zwei  Koordinaten  q^  und  ^  ah- 
hängig.     unter  dieser  Voraussetzung  ist 

Clifford  setzt  zunächst  2^=  1  und  j,  =  0,  darauf  q^  =  0  und  ij=  1. 
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I 


Die    entsprechenden    Wert©    von    v    sind:    «1=^1    und  Vj=e|.      Nnn 
beweißt  er,  dafe  ^-i  =  j^  ist.    Die  Energie  des  Systems  hat  den  Wert: 

-^ = f  («1*1  •  k\  +  2  fif,  •  ?,?,  -ff,?,-  ?;). 

Daraus  folgt 

Nun  giebt  es  —  ohne  weitere  Bedingungen  —  die  Gleichungen: 

dq^  ~~  dt  dqt  ~   dt 


-  -      dE 


f-r. 


Aus  der  Energiegleichimg 
folgert  er  dann 


E^{vv 


V    nnd     X— 


oder 


OQi       dt  dg,       dt 


Nun  iat  aber: 

d  dE       dl,    -   ,    -  dv  ,      d  dE       dj,    -    ,   -  dd 

Hieraus  erhält  man  nmnittelbar  die  Lagrange  sehen  Gleichungen 

ji^a£_££       _dö        ddE      dE       -  dv 

dtd'q,        dq,~^^dt*      dtdq^        dq^~^*dt' 

Man  kann  die  Lag  ran  gesehen  Gleichungen  für  einen  freien  Punkt 
streng  kiivnnatmh  ableiten.  Denn  in  diesem  einfachen  Falle  hat  v  die 
Form 

Hieraus  folgt  EtV'=^pi  und  durch  Differentiation  nach  der  Zeit 

-  dv       dpi        dit  - 

Da  V  eine  vollständige  Derivierte  nach  der  Zeit  ist,  so  besteben,  wegen 
der  Integrabilitätsbediugungen,  die  Gleichungen 

dqi  ~  dq» 


Mithin  ist: 


.        3i,     .        dh    •     ,   ^»i    *     ,  Bit     . 


dqi 

di 

dqt 


dq^ 


^9, 


di, 
dt' 


iBüKt 


Hieraus    erhält   man   sofort   die    Gleichimgen   von   Lagrange   in  der 

kinematischen  Form 

-  du  __  dpt       cE 


dt 


dt        {>qt 


Die  „begriffliche  Bedeutung*'  der  Lagrangeschen  Gleichungen  ist 
schon  wiederholt  Gegenstand  von  Untersuchungen  gewesen.  Doch 
scheinen  diese  noch  kein  befriedigendes  Resultat  ergeben  zu  haben. 
Es  handelt  sich  dabei  wesentlich  um  die  Frage,  wie  dieselben  aas  den 
Impulsgleichungen  p,  =  h,  hervorgehen.  Differentiieren  wir  diese  nach 
der  Zeit,  so  müssen  die  so  erhaltenen  (Gleichungen 

Dp,  =  Dh, 

mit  den  Gleicbimgen 


oE 
^^Pt  —  -^  •  dt  =^  kr  dt 


identiflch  sein.     Nun  ist 


P.=  S*'«-2«» 


also 


BE 


oder  durch  Berücksichtigung  des  zweiten  Termes  —  ^ —  dti 

X  ix 

Das  erste  Glied  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  können  wir^  wie  bei 
der  Ableitung  der  Euler  sehen  Gleichungen,  mit  {dp,)  ■  dt  bezeichnen, 
indem  wir  durch  die  Klammern  eine  reine  Impulsdifferentiation  nn- 
deuten,  bei  welcher  die  Koordinaten  — -  dem  Begriff  des  Impuls« 
entsprechend  —  unverändert  bleiben.    Wir  erhalten  also 

Bp,=  {dp,)-\-a=l'rdt. 
Die  ganze  Schwierigkeit  ist  jetzt  auf  die  Interpretation  der  Funkticmen 

reduziert.  Alle  Wahrscheinlichkeit  spricht  dafür,  dafs  diese  Funktionen 
C,f  in  denen  die  Koeffizienten  yj'^  mit  den  Christoffeischen  Sym- 
bolen r^*J  identisch  sind,  Komponenten  —  oder  doch  einfache  Kom- 
binationen der  Komponenten  —  einer  Zentrifugalbeschleunigung  sind. 
Doch  ist  es  mir  bisher  nicht  gelungen,  dies  nachzuweisen  und  damU 
den    speziellen  Sachverhalt   vollständig  klarzulegen.     Vielleicht  dieneo 
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diese  Bemerkungen  zur  Anr^ung  weiterer  Untersucliungen  über  dicMO 
für  die  Kinetik  durchaus  nicht  unwesentlichen  Gregenstand. 

19.  Explmte  Form  der  Lagrangeschen  Gleichunffm.  —  Hamilton 
benutzt   bekanntlich   neben   der  Funktion  ^=  J  g  gf.^f^.g,  noch   die 

reziproke   Funktion   ^  =  |  g  g  VumPiP»  ,   welche  mit  der  ersten  durch 

die  linearen  Beziehungen  f,v  =  p,  verbunden  ist.     Wir  verwenden  mm 
die  OleichuDgen 


=  1». 


dF 


dF 


^=*?o     JT 


dpi 


Cqt 


BE 
dqt 


zu     einer     expliziten    Darstellung     der    Lagrau  gesehen    Bowegiings- 

gleichungen,    die    wir    den   Untersuchungen    über   die   Kinetostntik   der 

Gelenksysteme  zu  Grunde  legen.     Zunächst  ist 

*'  ~  dt  dp,  ~  ^dp^dpM      dt  ^  ^dp»dq,    **' 

Aus   der  gewöhnlichen  Form  der  Lagrangeschen  Gleichungen   folgt: 

dp,_       _dF 
dt    -^'-  Bq/ 

Hierdurch  geht  die  vorige  Gleichung  über  in: 

^  ^  d«  -  ^,ldp,dq,dp,     d^JF.Bq,]  +  %,dp, '  ^'" 

Das  erste  Glied  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  ist  eine  hoiiiogeno 
Funktion  zweiten  Grades  der  Gröfsen  p^ ,  //j, . . .,  ;j;,  also  auch  tler  Gröfflen 
*hy  ^hf  • .  j  ?i-  Daa  nachfolgende  Glied  enthtilt  aufser  den  Lag nmg« »dien 
allgemeinen  Kniftkomponetiten  /:, ,  A*,,  .  .  .,  ki  nur  die  Koordinatcm 
'ii?  9jj  •  *  ••  ?••  ^^  können  deshalb  die  Gleichung  (38)  auch  noch  in 
der  folgenden  Form  schreiben: 


(39) 


<i% 


Hierin  sind  die  Koeffizienten  Oi  ,„  imd  ij,,x  bekannte  Funktionen  der 
Koordinaten.  Die  Orolsen  ai'\«  lassen  sich  unmittelbar  durch  die 
Christoffeischen  Symbole  zweiter  Art,  welche  durch  [  *  *)  bezeichnet 

werden y  ausdrücken.  Doch  scheint  es  nicht  nötig,  jetzt  schon  auf 
diese  Beziehungen  weiter  einzugeheu.  Die  iy,,,  sind  die  Koeffizienten 
in  der  reziproken  Funktion  F. 


308 


Kakt.  Hkuä: 


20,  Die  Eodrigues- Ca yley sehen  PosUimiskoordincUen  für  das 
starre  Sysietn.  —  Hier  knüpfe  ich,  um  die  Ableitmigen  möglichst  ab- 
zukürzen, an  die  Theorie  des  Kreisels  von  F.  Klein  und  A.  Sommer- 
feld an.  In  diesem  Werke  (S.  21  und  43)  sind  die  Komponenten 
tfj,  tfj,  tfj  des  Vektors  der  Rotationsgeschwindigkeit  durch  4  Quater- 
nionenkomponenten  Ä,  Bf  C,  B  in  der  folgenden  Weise  ausgedrQckt: 

iöj  ==DÄ-ÄD-  {BÖ  -  CB), 

(40)  i  |tf,  =  DB-Bi)-  (CA  -  ÄÖ), 

\6^  ^BC-  Ci)-  {AB-  BÄ). 

Eigentlich  stehen  dort  auf  S.  43  komplexe  Verbindungen  der  ff,  »her 
die  Gleichungen  (40)  ergeben  sich  ohne  weiteres  daraus.  Wir  nehmen 
nun  an,  j4,  Bj  C  seien  die  Komponenten  eines  Vektors  A.  Dann  lasseo 
sich  die  Gleichungen  (40)  in  eine  einzige  Vektorgleichung  zusammen- 
ziehen, nämlich: 

(41) 

WO  zur  Abkürzung 

gesetzt    ist.      Führen    wir    noch    einen    zweiten    Vektor   x   durch  die 

Gleichung 

Ä  =  fix 

ein,  dann  wird  fi^  +  fi*x^  =  1  und 


-^^  =  1"*^'^^^ 


(42) 


tf  =  rfT'^*^  ~  *'*)• 


Diese  schöne  Gleichung,  welche  die  tf  durch  die  hinreichende  und  not- 
wendige Anzahl  von  Koordinaten  ausdrückt,  hat  Caylej  (Camhr  and 
Dublin  J.  voL  1.  1846)  mitgeteilt  und  darauf  eine  sehr  elegante 
Theorie  der  Rotation  starrer  Körper  aufgebaut.  Obwohl  in  Somoffs 
Kinematik  auf  diese  Arbeit  verwiesen  ist,  so  scheint  sie  doch  nicht 
diejenige  Beachtung  gefunden  zu  haben,  die  sie  nach  unserer  Ansicht 
verdient.  Aus  der  Gleichung  (42)  ergeben  sich  die  Komponenten  der 
Rotationsgeschwindigkeit  in  der  übersichtlichen  und  symmetrischen 
Form: 


(43^ 


I      «1 
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etzt  man  diese  GröCsen  in  den  Wert  für  die  kinetisclie  Energie  E 
ein,  80  kann  man  aus  dem  so  erlialteuen  Ausdrucke  ohne  weiteres  die  Be- 
wegungsgleicliungen  tod  Lagrauge  ableiten,  da  die  Xi,  Xj,  x^  unab- 
hängige Positionskoordinaten  sind. 

21.  Der  Vektor  B.  —  Ebenso  wie  wir  die  Energie  E  eines  Systems 
mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Freiheiisgraden  in  den  allgemeinen 
Lagrangeschen  Koordinaten  q^,  q^,  .  . ,,  q^  darstellen  konnten,  ist 
dies  auch  für  den  Systemvektor  B  ausführbar.  Wir  wolleu  uns  jedoch 
hier  auf  den  Elementarvektor  B  für  einen  freien  materiellen  Punkt 
(m  =  1)  beschränken.     Dann  ist  in  der  Definitionagleichung 

B  =  xx 
~zii  setzen 

x  =  e^q,  +  i,j, -f  ^93  =  v 

und  dementsprechend 

Die  AuafOihrung  dieser  Substitution  ergiebt  unmittelbar: 
^m  ^  =  V»(?i^!  -  Wi)  +  Maos $8  -  ^3 5s)  +  *,«i&5i  -  fh%) 

I  Bedeckt  m^  nun,  ddi  die  Gleichungen 

-__ftf_-_^-_  dv_ 

i  ''  ~  dq,  »      '«  -    dq,  '      ^»  -   dq, 

bestehen,  so  erkennt  man  ohne  weiteres,  dafs  B  in  die  folgende  Form 
I     gebracht  werden  kann: 

worin  H  eine  homogene  Funktion  dritten  Grades  der  Geschwiudig- 
keitskomponenten  r}i,  5,,  q^  bedeutet.     Setzt  man  noch 

so  ist 

80  dafs  man  B  auch  durch  die  Gröfsen  g^,  ^„  q^  und  pif  Pff  Pi  aus- 
drücken kann.  Die  eintretenden  Gröfsen  h*,  und  ^  Bind  Funktionen 
der  q,. 
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Karl  Hettm: 


Als  Sffstemvekior  wollen   wir  B   nur   für  den  rotierenden  starren 
Körper  bestimm en.     Wir  setzen  hierzu  in 

B  =  Zmx'i 

die  Werte  von  x  und  x  ein,  nämlich 

z=  äx    und 

und  erhalten  nach  einigen  lieduktionen: 

B  ^  2:m{6xi)'X-  Um {cxf  -f  Zm{6^x^  ■  tf. 


x=  (Sx-\-  {fsx)  '  a  —  ö'x 


Nun  ist  aber 


Mithin  wird 


i:m{a^x^  —  £m{äxy  =  Em&xox  =  2E. 
B-2E-ör4-Ö, 


wenn  wir  zur  Abkürzung 

6  =  Em{fi(5  '  x)x 
setzen. 

Die  Komponenten  dieses  Vektors  sind: 

worin 

Ti^  =  EmxiXfi 
bedeutet. 

Ist  die  Winkelbeschleunigimg  Null,  oder  lallt  der  Vektor  derselben  in 
die  Richtung  der  Winkelgeschwindigkeit,  so  verschwindet  der  Vektor  G, 
und  B  erhält  alsdann  die  Richtung  der  Momentanachse.  B  ist  dann  »«> 
wohl  der  kinetischen  Energie  als  auch  der  Winkelgeschwindigkeit  d« 
Systems  proportional.  Die  Komponenten  von  B  sind  also  in  diesem 
besonderen  Falle  homogene  Funktionen  dritten  Grades  der  Komponeuten 
der  Winkelgeschwindigkeit. 

22.  Dw  Eul  er  selten  Gielckun{fen  für  GeUnJcJccthn.  —  Im  ersten 
Hefte  der  „Theorie  des  Kreisels"  von  F.  Klein  mid  A.  Sommerfeld 
auf  S.  154  finden  wir  den  folgenden  Gesichtspunkt  von  allgemeioerem 
kinetischen  Interesse  dargelegt:  ,,Die  Eulerschen  Gleichungen  nehmea 
in  dem  System  der  Mechanik  eine  ganz  singulare  Stellung  ein  imJ 
ordnen  sieh  dem  allgemeinen  Typus  der  mechanischen  Ditferential* 
gleichungen,  wie  er  von  Lagrange  aufgestellt  ist,  nicht  unter.  Aaek 
ist  es  nicht  möglieb,  bei  beliebigen  mechanischen  Systemen  Gleichung» 
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aufzustellen,  welche  ühnliehe  Vorteile  darbieten,  wie  die  Eulersclien 
Gleichungen  bei  dem  starren  Körper." 

Die  Frage,  ah  für  ein  gegebenes  System  kinetische  Gleichungen 
in  der  typischen  Eul ersehen  Form  aufgestellt  werden  können,  ist  für 
uns  im  Änschluls  an  die  bisherige  allgemeine  Auseiiiaudersetzung  in 
bestimmter  Weise  beantworthar.  Ist  es  nämlich  gelungen,  die  tiir  das 
System  charakteristischen  analytischen  Ausdrücke  des  Geschwindigkeits- 
systems durch  die  hinreichende  und  notwendige  Anzahl  rein  kiimna- 
tischer  Vektoren  (Parameter)  aufzufinden  und  aufaerdem  die  erforder- 
lichen Transitivitatsgleichungcn  für  die  letzteren  aufzustellen,  so  ergiebt 
das  D 'Ä lern i) er t sehe  Prinzip  in  der  liitegralform 

oder  für  Impulse  in  der  einfacheren  Form 

stets  die  notwendige  Anzahl  von  Vektorgleichungen,  welche  zur 
Gattung  der  Eulerschen  Bewegmigsgleichungen  resp.  Impulsgleichungen 
gehören. 

Die  Lagrangeachen  Gleichungen  —  im  engeren  Sinne  des  Wortes 
—  kann  man  im  allgemeinen  nur  aufstellen,  wenn  das  Gesehwindigkeits- 
system  durch  die  hinreichende  und  notwendige  Anzahl  von  KuonU- 
futteti  und  ihrer  ersten  Derivirten  nach  der  Zeit  darstellbar  ißt. 

Gelingen  also  für  ein  bestimmtes  materielles  System  heuie  Dar- 
stellungen: die  kinematische  und  die  geometrische,  so  steht  nichts  im 
Wege,  die  kinetischen  Grundgleichmigen  in  beiderlei  Form  aufzustellen, 
vorausgesetzt,  dafs  nötigenfalls  die  Transitivitätsgleichungen  bekannt 
sind.  Für  die  Impulsgleichungen  ist  natürlich  die  letzte  Forderuog 
überflüssig. 

Eine  besonders  wichtige  Klasse  von  Systemen,  für  welche  zunächst 
Gleichungen  von  dem  Typus  der  Eulerschen  existieren,  sind  die  Ge- 
lenJiJu'ttm,  da  sich  ihnen  die  technischen  Maschinen  —  im  allgemeinen 
Sinne  —  unterordnen.  Die  Gelenkverbindungen  starrer  Teilsysteme  sind 
allerdings  in  der  Praxis  sehr  beschränkt.  Sie  reduzieren  sich  im 
wesentlichen  auf  Kugelgelenke,  zylindrische  Zapfen fühnmgen  und  ebene 
Geradführungen.  Wir  betrachten  im  folgenden  nur  Kugelgelenke,  weil 
die  anderen  Fälle  leicht  auf  diesen  Fall  zurückführbar  sind,  oder  doch 
jedenfalls  auf  kinetische  Gleichungen  führen,  welche  von  den  hier  zu 
behandelnden  prinzipiell  nicht  abweichen. 

Wir  denken  uns,  um  die  Vorstellung  des  Systems  zu  präzisieren, 
als  Ausgangspunkt  ein  festes  Kugelgelenk  (oder  auch  mehrere  solcher 


M2 


Karl  Hrov: 


—  wodurch  die  Behandlung  nicht  erschwert  wird).  In  dieses 
ein  beliebig  gestalteter  fester  Körper  mit  einem  Eugelzapfen  dauernd 
eingreifen.  Dieser  erste  Körper  stützt  in  gleicher  Weise  einen  zweiten 
oder  anderen  und  so  weiter.  Diese  mehrgliedrige  Gelenkkette  kann 
offen  aebif  d.  h.  das  letzte  Glied  ist  nicht  weiter  gestütsct;  oder  68 
kann  geschlossen  sein,  indem  man  es  noch  zwingt,  sich  in  einer 
Torgeschriebenen  Führung  zn  bewegen. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  für  die  nachfolgende  Rechniuig 
eine  am  Ende  offene  Gelenkkette  aus  zwei  starren  Gliedern  bestehend 
betrachten,  da  dieser  Fall  schon  hinreicht,  um  das  Charakteriatisehe 
der  kinetiseheu  Örundgleichungen  zur  Anschauung  zu  bringen- 

Das  erste  Glied  der  Kette  kann  also  nur  Rotationen  ansftthren, 
welche  durch  einen  Drehvektor  tf'  darstellbar  sind.  Da«  entsprecheode 
GesehwindigkeitssjBtem  ist  demnach  .r  —  ö'«',  wenn  wir  den  oite* 
bestimmenden  Vektor  eines  beliebigen  materiellen  Punktes  dieses  Teil- 
systems mit  a'  bezeichnen.  Der  Bezugspunkt  des  a'  ist  selbstverständ* 
lieh  der  Mittelpunkt  des  festen  Kugelgelenkes,  Von  demselben  Punkte 
ziehen  wir  einen  Vektor  c'  nach  dem  Mittelpunkte  des  beweglichen 
Kugelgelenkes  und  nennen  den  Vektor  der  Geschwindigkeit  die»« 
zweiten  Punktes  c'.  Dann  ist  c'  =  <j'c.  Die  Punkte  des  zweiten 
Systemteiles  mögen  durch  die  Gleichung 


x"  -  c'  -f  a' 

im   Räume   festgelegt  sein.     Die  relativen  Vektoren   a"  sind  also 
den   Mittelpunkt  des  beweglichen  Kugelgelenkes  bezogen.     Bezeichnen 
wir  noch  den  zugehörigen  Drehvektor  mit  <s",  so  besteht  die  Gleichung: 


anf 


und  man  erhält  die  zugehörigen  Elementarbew^ungen  in  der  Fora»: 


Mit  Hilfe  dieser  Beziehungen  lassen  sich  die  kinetischen  Irapnls 
gleich ungen  fiir  das  zusammengesetzte  System  aufstellen.  Für  emm 
materiellen  Punkt  des  ersten  Teilsystems  (mit  der  Masse  =  Eins)  iit 


oder 


rA',^xÖx'^o'a'd8'^a 


6' AI  -  (tf'dö')(a'aO  -  {aöB'){a'üy 
Nun  ist  aber  das  Moment  der  Geschwindigkeit  dieses  Systempunktes 


Jfj  =  a\0'a')  -  ff' .  {a'a')  -  a'-  (a'tf'> 
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Folglich  wird 

(45)  d'A\  =  W; '  W. 

Für  einen  Punkt  (m"  =  1)  des  zweiten  Teilsystems  haben  wir: 


oder  entwickelt: 


Das  erste  und  das  vierte  Glied  dieses  Ausdruckes  für  6* A'^  lassen  sich 
sich  schreiben: 

6^'Wc'  =  {rSß')(c'-c')  -  {c'dß')[ti'c) 
^c^i6^')SB'=M'cöß\ 


-  a"(tf"a") .  ^"  =  ]tf;  dö", 

worin  iW^  und  Jtfa  hinreichend  definierte  Gesehwiudigkeitsraomente  sind. 
Weniger  einfach  ist  die  Auffassung  der  beiden  mittleren  Glieder  des 
Ausdruckes  für  öAr'.  Hier  wollen  wir  zwei  neue  Vektoren  A"  und  C" 
einführen,  deren  Grölse  und  Richtung  aus  den  Gleichungen 

SU  ermitteln  sind.     Auf  diese  Weise  erhalten  wir  den  Ausdnick: 

(46)  d"A;  =  M'M-\-  M^'dß"  +  trdß'  +  Ä"^e". 

Von  den  Gleichungen  (4i>)  und  (46)  ist  jetzt  zu  den  entsprechenden 
Systeragleichungen  durch  Summation  der  Elementargröfsen  überzugehen. 
Wir  setzen 

Z'm'M:  -  Mä,     i:"m'M:  =  M^',     £"m"A"  -  A",     2;"m"Ö"-  C" 

und  erhalten 

(47)  «} '  A,  =  M;  +  M;  +  M"  •  dö'  +  M^TT"   d$'\ 

Ferner  ist   mit  Berücksichtigung  des  Geschwindigkeitssystems  für 
die  eingeprägten  Impulse: 


rAi==h'de'a'^a'k'de', 


▲rahiT   d«r  MAth»ni»tIk  and  Phjraik     tll  Bfllh«     IT. 
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und  durch  Übergang  zu  den  Teilsystemen: 

$'Ah  =  z"cii"  ■  ÖS'  +  2:"'^r-  de" 

wo  S"h"  =  h"  gesetzt  ist. 

Führt  man  diese  Werte  in  die  Gleichung 

ö'Au^d'A, 

ein,  so  erhält  man  die  Impulsformeln: 

Aus  diesen  Gleichungen  können  die  6  Gröisen  ts[y  6^,  tf,  und  6[\  tfj',  tf^' 
bestimmt  werden,  sobald  die  wirkenden  Impulse  gegeben  sind.  Die 
Vektoren  MI,,  Mä,  A"  und  C"  sind  natürlich  von  den  Trägheits- 
momenten und  Deviationsmomenten  der  Teilsysteme  abhängig. 

Der   Übergang    zu    den    Eulerschen    Bewegungsgleichnngen 
ist    nun    verhältnismäfsig    einfach.      Denn    wir    haben    nur    in    der 

Gleichung 

t 

i, 

noch  den  Ausdruck  fttr  die  Gröfse  dJ5  zu  bilden.    Nun  ist  für  einzelne 
materielle  Punkte  (mit  den  Massen  m' =  1  und  m"  =  1): 

E  =  \-  (p^')  (ö^')  und  6E'  =  Mä-  Sa', 
sowie 

E"  -  i  [i^c'j+l^al]  [T^Ö +"(^"aÖ] . 
Mithin  wird 

öE"^  M;d0'+  M'ö6"+  (r$ä'-{'Ä"d0'\ 

Daraus  folgt  durch  Einführung  der  Massen   und  Summation  über  die 
Teilsysteme: 

dE  =  Ma  +  m;  +  c" .  Sa'  +  m;  4-A"  •  sä'. 

Die  Transitivitätsgleichungen  sind 

d^'=  'l-d'e'-^6~d'0', 

dt  '  ' 

Führt    man    diese   Werte    in   die    Integralgleichung   ein,    und   berück- 


sicbtigt  man,  dafa  die  Reduktion  der  Zeitkrafte  Ä'  und  k"  dieselbe  iat, 
wie  in  dem  Falle  der  Impulse,  so  erhält  man  die  Eulerschen  Be- 
wegungBgleichungen  für  das  zweigliedrige  Gelenksystem  in  der  Vektorform: 

tdK'\ 


(49) 


(^)+  ^'R'^m:  +  c'ä' 


wobei  noch  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

Ml  +  m;  +  c "  =  R',  m;'  h-  F  =  r",  eü"  =  S' 


Die  Vektoren  (-37-)  ^^^  \~dr)  ^*^^"  ®*^®  gewisse  Analogie 
zn  der  zusammengesetzten  Zentripetalbeschleimigung,  welche  Coriolis 
bei  der  Betrachtung  der  relativen  Bewegung  eines  einzelnen  Masseu- 
pnnktes  eingeführt  hat. 

Für  unsere  aus  starren  Gliedern  bestehenden  Gelenkketten  lassen 
sich  natürlich  auch  Lagrangeache  Gleichungen  in  allgemeinen  Koor- 
dinaten aufstellen.  Man  könnte  dazu  die  Ro dr i gu es- Gay ley sehen 
Ausdrücke  für  jedes  Teilsystem  aufstellen,  die  kinetische  Energie  E 
des  ganzen  Systems  bilden  und  würde  nach  den  bekamiten  Vorschriften 
die  expliziten  Bewegungsgleichungen  gewinnen.  In  dem  oben  durch- 
geführten speziellen  Beispiele  würden  0  Lagrangesche  Gleichungen 
resultieren,  die  zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  Systems  vollständig 
ausreichen. 

Die  Gleichungen  (49)  sind  immer  vorzuziehen,  wenn  die  Bewegung 
ohne  Einwirkung  äufserer  Kräfte  erfolgt.  Für  die  teclinische  Mechanik 
ist  dieser  theoretisch  interessante  Fall  okne  Bedeutung,  denn  hier 
fehlen  die  treibenden  Kräfte  niemals.  Doch  wird  man  bei  der  Be- 
handlung kinetischer  Maschinenprobleme  auch  ebensowenig  veranlafst, 
80  allgemeine  Geschwindigkeitssysteme  zu  betrachten,  wie  wir  sie  in 
der  obigen  Auseinandersetzung  vorausgesetzt  haben.  Jedenfalls  aber 
ist  die  bestimmte  Auffassung  allgemeinerer  Bewegungavorgänge  auch 
dann  von  einer  gewissen  Bedeutung,  wenn  ihre  praktische  Realisierung 
fernliegt. 

^  £.    Die  BestimmuBg  der  Reaktionen, 

23.  Einführung  tkr  SehtnUtraltionen.  —  Wenn  ein  einfacher  starrer 
Körper  sich  in  seiner  allgemeinsten  Bewegungsforni  befindet,  so  wird  die 
Kohäsion  seiner  Teile  in  veränderlicher  Weise  in  Anspruch  genommen. 
Diese  inneren  Kriifto  können  bei  den  idealen  Gebilden,  welche  wir  starre 
Systeme  nennen,  jeden  beliebigen  Wert  annehmen,  da  wir  die  Widerstands* 

81  • 
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fahigkeit    derselben    Btillschweigend    als    eine    unbegrenzte   annehmeiL 
Der  Wirklichkeit   eotspriclit    aber   dieae  Sjstemhypotheae    keineswegs. 
Wird  yielmeiir  ein  fester  Korper  in  eine  allgemeine  Bewegung  (Trana- 
lation  und  Rotation)   versetzt,  so  können   die   inneren   Spannungen  so 
grolae  Werte   erreichen,  dal's  die  Kohäeionskräfte  an  einzelnen  Stellen 
oder    in    bestimmten  Flächengebieten  nicht   mehr  ausreichen,    nm  das 
Zusammenhalten  der  Teile  aufrecht  zu  erhalten.     Der  Körper  zerspringt, 
und   es  entsteht  eine  neue  Bewegungaerscheinung.     Aber  selbst^  wenn 
wir  bei  wirklichen  —  als  starr  vorausgesetzten  —  Systemen  von  dieser 
Katastrophe  absehen,  welche  einem  bestimmten  Geschwindigkeitszustande 
entspricht,   so    wird    doch   bei   wachsender  (ireach windigkeit  eine  Ver- 
mehrung der  Spannungen  eintreten,  die  es  nicht  mehr   gestattet,  die 
Hypothese    der  „Starrheit"    des   Systems    aufrecht   zu   erhalten,    indem 
elastische  oder  plastische  Deformationen  von  merklicher  Gröüse  eintreten. 
Dasselbe  gilt  in  noch  höherem  Mafse  ftir  Gelenksysteme,   welche  ans 
„stan-en"   d.  h.  in  erster  Annäherung  als  starr  vorausgesetzten  Gliedern 
bestehen.     In  diesem  Sinne  hat  auch  die  Kinetik  der  Maschinen,  und 
inabesondere    der    Kraftmaschinen    mit    hin-    und    hergehenden   Teilen 
Anlais  gegeben^  den  tSpannungen  eine  gesonderte  Aufinerksamkeit  neben 
den  Bewegungsbegriffen  einzuräumen.    Die  quantitative  Bestimmung  der 
Reaktionen  bewegter  Massensysteme  ist  also  ein  wichtiges  Kapitel  der  tech- 
nischen Mechanik  und  verdient  als  solche  eine  systematische  Bearbeitung. 
Um  die  Vorstellung  der  Systemreaktionen  zu  firieren,  denken  wir 
uns    das    ganze    zusammenhängende    materielle    System    durch    emen 
Flächenschnitt  geometrisch  in  zwei  Teile  zerlegt,  ohne  an  dem  Kraft«- 
System  und  dem  beatehenden  Geschwindigkeitszustande  irgend  etwas  zu 
ändern.      Wird    der    physische   Zusammenhang    längs    der   trennenden 
Schnittfläche  plötzlich  aufgehoben,  so  mnfs  im  allgemeinen  jedes  Teil- 
system von  diesem  Augenblicke  an  eine  neue  Bewegungsform  beginnen. 
Alle  Reaktionen   des  einen  Stückes  setzen  sich  zu  einem  Resultanten- 
system zusammen,  das  nach  dem  D'Alembertschen  Prinzip  oder  dem 
New  ton  sehen    Grundsatze   der   Gleichheit   von   Wirkung   und   Gegen- 
wirkung, dem   Resultantensyatem   der  Reaktionen   des  anderen  Stückes 
äquivalent    im    entgegengesetzten   Sinne   ist.      Der   System  Zerlegung  in 
zwei   Stücke    entspricht   die  Zerlegung   der    Gesamtenergie  JE  in  zwei 
Teile  E'  und  E'\  sodals 

E^E'-\-  E" 

wird.  Wir  wollen  femer  annehmen,  das  ganze  System  sei  durch  KoordinateB 

so  festgelegt,  dafs  für  die  Impulawirkung  die  Lagrangeschen  GleichuugM 


dE       . 


(i»l.S,r 
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eben.     Aus    den    EnergieteUen    E'    imd   E"    leiten    wir    ebenfalls 
Gh-öfsen  von  dem  kinetischen  Charakter  der  pi  &\  indem  wir  setzen 


dE' 


Vi  = 


dE" 


Aus  dem  D'Alembertschen  Prinzip  folgt  dann  unmittelbar 

pi  =  A;  —  r', ,    p"  =  h"  ~  r,", 

o  die  Gröfsen  r,',  r,"  Komponenten  der  Resultantensysteme  der  Reak- 
tionen nach  den  allgemeinen  Koordinaten  q,  bedeaten.  Da  r"  =  —  r,' 
sein  mid*8,  so  genügt  zur  Bestimmung  dieser  Reaktionskomponenten 
eines  der  vorstehenden  Gtleicbungasysteme,  etwa 

(50)  w  =  a;  -  /;;. 

Die  zur  Berechnung  der  rl  erforderlichen  Impulskomponenten  /»,' 
bestimmt  man  aus  der  Formel 

indem  man  darin  die  Sx  durch  die  q,  und  Sq,  ausdrückt,  wodurch  man 
die  Gleichung 

d'AÄ  =  gÄ;  ■  dq, 

erhält. 

Ist  das  System  der  Wirkung  zeitlicher  Kräfte  (k)  unterworfen,  so 
benutzt  man  zur  Bestimmung  der^  Komponenten  s',  die  gewöhnlichen 
Lagrangeschen  Gleichungen 


dE       j 


(1  =  1,  8, 8,. ..,0 


und  gewinnt  durch  die  erwähnte  Systemspaltung  die  Eeaktiouslbrmeln 

p,  -  -^  ==  Ä.  —  s,     und    p,  -  -j—  =  kt  +  s., 

wo  wieder 

.      dE'  ,        „      dE" 

zn  setzen  ist. 

Li  ganz  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  die  Eul  er  sehen  Be- 
wegungsgleichungen  zur  Bestimmung  der  entsprechenden  Komponenten 
der  Schnittreaktionen  verwenden.  Im  Falle  eines  einfachen  starren 
Körpers,  der  nicht  unter  dem  Einflufs  äufaerer  Kräfte  steht,  ist  dieser 
Weg  entschieden  der  einfachere. 

24.  ExplisUe  Darstellung  der  ScfmiUreaUimim,  —  Bei  Impuls- 
problemen hängen  die  Schnittreaktioneu  nur  von  den  Positionskoordinaten 
ad  den  auf  das  materielle  System  einwirkenden  äufseren  Impulsen  ab. 


S18 


Kxnu  Hkctk: 


Wirken   aber   auf  das  System  Zeitkräfte,   so   ist   auch  noch  der  Ge*] 

Bchwindigkeitsziistand  auf  die  Schjiittreaktionen  mafsgebend.  Es  konnea 
also  iu  den  Reaktionsgleicbimgen,  welche  wir  oben  durch  aUgememe 
Koordinaten  ausgedrückt  haben»  im  ersten  Falle  die  allgemeinen 
Geschwindigkeitskompooenten  q^  mittelst  der  Gleichungen  p,  =  h,^  m 
zweiten  Falle  die  Beschleunigungskoniponenten  q,  durch  Benutzung  der 
Lagr  an  gesehen  Bewegnngsgleichungen  eliminiert  werden,  wodurch  man 
zu  expliziten  Darstellungen  der  Schnittreaktiouskomponenten  gelangt. 
Für  die  Impulareaktioneu 

rl  =  hl  —  p[ 

ist  dies  aufserordentlich  einfach.  Transfonnieren  wir  die  kinetiscM 
Energie  E  durch  Einführung  der  h,  =  p,  an  Stelle  der  q,  in  die 
Hamilton  sehe  reziproke  Funktion  F,  die  nun  eine  homogene  Funktion 
zweiten  Grades  der  h,  wird,  so  ist 

Diese  Werte  setzt  man  in  die  nach  den  q^  lineare  Gleichung 
ein  und  erhält  die  Endgleichuugen 


(51) 


t=i 


oF 


'•'-''■•-Sv/.Sf 


cht 


zur    expliziten   Darstellung    der   Schnittreaktionen    für   Impulse.     Die 

Koeffizienten    ij,'»   sind   bekannte  Funktionen    der  PositionskoordinateB 

$1,  q<^t  •  '  -f^h- 

Die  aualoge  Betrachtung  für  Zeitkräfte  vereinfacht  sich  sehr,  wenn 
wir  die  Bewegungsgleichungen  von  Lagrange  in  der  expliziten  Form 
annehmen,  die  iu  Nr.  19  durch  die  Gleichimgen  (38)  oder  (39)  dar 
gestellt  ist.  Diese  gestattet,  die  GrÖfsen  ^u  iy  •  •  •,  h  unmittelbar  in 
die  Reaktionsformel 


(52) 

einzusetzen.     Denn  es  ist 

und  infolgedessen 


^'  =  ^''  +  "ä^  ^  P' 


pl  =  S  nl» '  2« 


K       i  * 
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Durch    Substitution     dieses    Ausdruckes    in    die    Gleichung    (52) 
und    durch  Zusammenfassen   der  Glieder  gleicher  Art  erhält   man  für 
'•die  Reaktionskomponeuten  die  Endformeln 


(63) 


^  =  i     l^i 


*;=*;-Si^.+  S    S'i'U.9i. 


ft=i 


K  =  l     i^l 


WO    die    KoefBzienten    lyj^    und  fj^'^  nur   von    den   Positionskoordinaten 
^ij  Qii  ■  '-yQi  abhängig  sind.     Dieses  Resultat  lautet  in  Worten: 

Die  Lag  ränge  scheel  Komponenten  der  ScJmitireaktion  für  ein 
Gelenksystem  j  auf  wdches  hdiehige  äufsere  Kräfte  einwirlen,  setzen  sich 
atis  je  swei  Teilen  siisammen.  Der  erste  Teil  hängt  nur  von  den  be- 
wegendeti  Kräften  und  den  Positionskmrdindfen  ah,  tvähretul  der  zweite  — 
ebenso  wie  die  kinetische  Energie  di\i  ganzen  Systems  —  durch  eine 
homogene  Funktion  zteeiten  Grades  der  allgemeinen  Geschteindigkeits- 
komponenten  dargestellt  wird. 

Über  die  Gestalt  des  System  Schnittes  haben  wir  bisher  keine 
besonderen  Voraussetzungen  gemacht.  Sind  einzelne  Glieder  des 
Gelenksy Sternes  cylinth*isch  gestreckte  Körper,  wie  es  bei  Maschinen 
häufig  ist,  so  wird  man  zur  Erforschung  der  Quersehnittsspannungen, 
welche  in  diesen  Gliedern  auftreten,  meistens  ebene  Schnitte  senkrecht 
zur  Längsachse  wählen.  Will  man  dagegen  die  Drucke  in  den  beweg- 
lichen Gelenken  finden,  deren  Kenntnis  für  die  Technik  äufserst  wichtig 
ist,  so  führt  man  den  Systemschnitt  längs  der  betreffenden  LagerÜäcbe. 
Die  Drücke  in  den  unbeweglichen  Lagern  müssen  besonders  berechnet 
werden. 

Hier  kam  es  nur  darauf  an,  die  allgemeinen  Ansätze  zu  geben, 
nach  welchen  auf  Grund  des  D'Alembert sehen  Prinzips  die  System- 
reaktionen bestimmbar  sind,  und  damit  zu  zeigen,  dafs  die  Lagrangoschen 
Ideen  zur  Lösimg  solcher  Aufgaben  vollständig  ausreichen.  Jedenfalls 
wird  die  rationelle  Mechanik  durch  Aufnahme  allgemeiner  kinetosta- 
tischer  Probleme  neben  den  spezifisch  statischen  und  kinetischen  ihr 
Gebiet  in  fruchtbarer  Weise  erweitern  können  und  damit  durchaus 
berechtigten  Änfordenmgen  der  Technik  entgegenkommen. 

25,  Die  FundamenireaMiofien  einfaeh  oder  mehrfach  gestiiteter 
Gelenksysteme.  —  Aus  der  D'Alembertschen  Grundgleichung  für 
Impulse 

r  ^h  —  mx 

leiten    wir  zunächst   mit   Berücksichtigung    des    ganzen  Gelenksystems 
die  Ausdrücke 

Zr=i:h-  Eml 


Eluti,  HEtm: 


und 

Zxr  =  Zxh  —  Emxx 

ab  imd  schreiben  dieaelben  in  der  Form 

r  =  h  —  mi, 


(M) 


M,  =  Ma-  M, 


Das  starre  untl  unbewegliche  Fimdament  bildet  mit  dem  Gelenksyitem 
einen  gröfseren  materiellen  Komplex.  Folglich  werden  nach  dem 
D'Älembertschen  Prinzip  die  resultierenden  Reaktionskomponenten 
r  mid  Mr,  welche  sich  nur  aof  die  beweglichen  Teile  beziehen,  im 
allgemeinen  nicht  verschwinden.  Sie  werden  von  dem  ruhenden 
Fundament  als  Druck  und  virtuelles  drehendes  Moment  aufgenommeiL 
Hierbei  ist  zu  beachten,  dafs  der  Vektor  M,  sich  auf'  einen  bestimmten 
statischen  Reduktionspunkt  bezieht  und  seinen  Wert  und  seine  Rich- 
tung ändert,  sobald  dieser  Bezugspunkt  seine  Lage  zum  Fundament 
wechselt  Man  wird  aber  wie  bei  jedem  statischen  Problem,  welche« 
den  starren  Körper  betrifift,  auch  hier  die  Zentralachse  bestimmen 
können  und  dadurch  die  Vektoren  r  und  Mr  in  einer  Richtung  vt- 
halten. 

Stützt  das  starre  Fundament  das  bewegliche  System  mit  mehr 
als  einem  Auflagegelenk,  so  kann  man  die  Frage  stallen ^  wie  sich  io 
diesem  Falle  die  Pundamentreaktionen  auf  die  einzelnen  Stützen  T«r 
teilen.  Man  zerteilt  jetzt  die  gemeinsame  Unterlage  in  so  riele 
Stücke,  als  Stützen  vorhanden  sind,  giebt  jedem  Teüe  die  entsprechenden 
virtuellen  Bewegungen  in  Bezug  auf  das  absolute  Koordinatensjetem 
und  wendet  zur  Bestimmung  der  Einzelreaktionen  das  Lagrangesche 
Prinzip  der  virtueUen  Arbeiten  an. 

Für  die  totalen  Fundamentreaktiouen  bei  zeitlich  wirkenden 
Kräften  treten  an  Stelle  der  Gleichungen  (54)  die  folgenden: 


(55) 


s  =  k  —  mx, 

M,  =  M,  -  M;*. 


Dieser  Fall  ist  in  der  Maschinen theorie  in  einem  speziellen  Beispiele 
(parallele  Kurbelgetriebe,  welche  auf  eine  gemeinsame  Welle  wirken! 
eingehender  untersucht  worden,  weshalb  wir  im  folgenden  etwas  nibef 
darauf  eingehen  wollen. 

26,  J)<is  Problem  der  Ausgleichung  der  Massenwirhuttgcfi  bei  Gde^- 
Systemen.  —  Die  Gröfsen  s  und  M,  in  den  Gleichungen  (55)  bestehen 
aus  je   zwei  Gliedern.     Die   ersten   werden   aus   den  auf  das  Systen» 
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wirkenden  äufseren  Kräften  abgeleitet  and  hängen  deshalb  von  der 
Massenverteihing  des  ganzen  Systems  nicht  ab.  Die  zweiten  Glieder 
hat  man  durch  passende  Anordnung  des  Systems  in  dem  Falle  der 
mehrkurbeligen  Dampfmaschine  bis  auf  verschwindend  kleine  Restbetrage 
gleich  Null  gemacht  und  dadurch  die  Massenwirkung  auf  das  Fundament 
praktisch  eliminiert  Wir  wollen  nun  in  dem  allgemeinen  Fsille  die 
Bedingimgen  für  das  Verschwinden  der  Vektoren  m  x  imd  Mi"  bei  Ge- 
lenkketten untersuchen.  Zu  diesem  Zwecke  bestimmen  wir  in  je<lem 
starren  Teilsystem  den  Schwerpunkt.  Die  von  dem  absoluten  Bezugs- 
punkte (0)  gerechneten  Vektoren  der  einzelnen  Schwerpunkte  seien 
der  Reihe  nach 

*;.*.".  •••.^.".  •■•-*.••• 

Wahlen  wir  dieselben  als  relative  Bezugspunkte  (0',  0",  etc.)  filr  Vek- 
toren a' ,  a\  etc.,  welche  die  einzelnen  materiellen  Punkte  der  Teil- 
systeme festlegen,  dann  sind  die  absoluten  Vektoren  dieser  Punkte: 

Der  Vektor  des  Schwerpunktes  des  ganzen  Systems  sei  x,.  Dann  ist 
also 

£mx  ^  mi, 
und 

m  i  =  m  i, . 

Folglich  verschwindet  die  Reaktion  mi  nur,  wenn  die  Geschwindigkeit 
dee  gemeinsamen  Schwerpunktes  aller  Teilsysteme  während  der  Be- 
wegung unverändert  bleibt. 

Zur  Untersuchung  der  Momente  bilden  wir  die  Gleichung 


^'^B'^  =  {x^*^  -f  a<^>)(^;)  +  at'>) 


und  erhalten  durch  Summation 


Z<'%a:(^):r<*')  =  2^*>ma:<;)^;»  -f  2^'')maC>ä<»'), 


da  die  Gröfsen 


fiar  den  starren  Körper  verschwinden.     Demnach  wird 


Mi-  =  gm^a^/^äW  +  gi^->wtttC^)ä(''), 
wo    zur    Abkürzimg    Z^'>w  =  m^y)   gesetzt    ist.      Bei    mehrzylindrigen 
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Dampfmaschinen  bleibt  der  Wert  des  zweiten  Gliedes  dieser  Gleidrang 
stets  innerhalb  euger  Grenzen,  weil  sie  die  Gröfsenordnung  der  Rch 
tationsbeschleunifi^ngeii  hat.  In  diesem  speziellen  Falle  sind  aber  die 
Bedingungen    für   den   Ausgleich    der   Massenwirkimg    auf   ein   starret , 

Fundament  daratellbar  in  der  Form 


(66) 


dx, 


-yy'  =  0   und    ~  Ö  m  a:(')i:</)  =  0. 

iH  dt   ^^        y    *      * 


*  =  1 


Die  weitere  Diskussion  dieser  Gleichungen  ist  Aufgabe  der  t-echmschen 
Mechanik.  Eine  ausführliche  Darstellung  des  Problems  der  Maases- 
auBgleichung  giebt  H.  Lorenz  in  seiner  „Dynamik  der  Kurbeigetrieb« 
mit  besonderer  Berücksichtigung  der  Scbiffsmaschinen*^  (1901). 


F.  Die  kinetoBtatischen  Beanspmclraiigen. 

27.  Normahjmnntmrfm  ttml  Schubspannufigm.  —  Die  Theorie  def 
statischen  Beanspruchungen  wurde  zuert  an  elastischen  prismatischen 
Stäben  (Balken)  entwickelt.  Ira  einfachsten  Falle  wirken  nur  Erifte 
in  der  Richtung  der  Längsachse,  welche  man  als  Zug-  und  DnickkiifU 
unterscheidet.  Sie  erzeugen  einen  inneren  Spannungszustand,  indem 
elastische  Kräfte  längs  dieser  Axe  hervorgerufen  werden.  In  einem 
zweiten  Falle  reduzieren  sich  die  äufseren  Kräfte  auf  ein  Kräftepiv, 
dessen  Ebene  den  Querschnitt  in  einer  der  beiden  Hauptachsen  senkrecht 
durchdringt.  Die  elastische  Wirkung  äulsert.  sich  in  einer  Biegung 
des  Balkens.  Zug-  und  Biegungsspannung  werden  gemeinsam  ib 
„Normalspannungen"  bezeichnet.  Liegt  die  Achse  des  Kräftepaaree  ia 
der  Längsachse  des  Stabes,  so  treten  neben  den  Dehnimgen  in  den  ib 
rechtwinklige  Parallelepipeda  vorausgesetzten  Körperelementen  Winkel 
Veränderungen  ein,  die  man  Schiebung  oder  Gleitung  nennt  Es  ent- 
steht eine  Torsionsspannung,  welche  mit  dem  deformierenden  Kräfte 
paar  statisch  gleichwertig  ist.  Endlich  können  wir  uns  auch  vorstelliffl, 
dafs  die  wirkenden  Kräfte  ganz  in  die  Ebene  eines  StabquerschnittM 
fallen  und  das  Bestreben  haben,  den  einen  Körperteil  von  den 
anderen  längs  der  Schnittebene  zum  Abgleiten  zu  bringen.  Es  esA- 
steht  jetzt  eine  scheerende  Spannung  in  dem  betrachteten  Querschnitit 
Torsionsspannung  und  Scheerungsspannung  werden  gemeinsam  alt 
Schub  Spannungen  bezeichnet.  Diese  elementaren  Begriffe  der  Festig- 
keitslehre wenden  wir  jetzt  auf  den  starren  Körper  und  die  Gelenk 
ketten  mit  starren  Gliedern  an.  Obwohl  hierbei  die  DeformatioD« 
ausgeschlossen  sind,  so  kann  man  doch  die  Reduktion  der  inuerffl 
Reaktionskräfte  in  einer  solchen  Weise  durchfuhren,   dafs  die  Komp^ 
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nenten  den  üblichen  Beanspruchungskategorien  entsprechen.  Man  ge- 
winnt hierdurch  gleichzeitig  eine  anschauliche  Übersicht  der  Resultate, 
welche  den  allgemeinen  Reduktionen  mit  Benutzung  der  Lagrangeschen 
Koordinaten  nicht  eigen  ist. 

28.   Die  Bestimmung  der  BeaiispnichungslomjionenfetL  —  Aus  der 
D' Alembertschen  Gnmdgleichung  für  zeitlich  wirkende  Kräfte: 


folgt 
(57) 
und 
(58) 


k  =  m'x  -\-  s 
Z'xs  =  E'xic  -  Z'mxXf 


wobei  alle  Sommationen  über  denjenigen  Teil  eines  starren  Körpers 
zu  erstrecken  sind,  welcher  durch  eine  Schnittebene  virtuell  abgetrennt 
wird.     Nun  ist  aber  für  jedes  starre  System  (ohne  Translation): 

und  hieraus  folgt  durch  Diflferentiation  nach  der  Zeit 

X  ^  tfa;  +  6(<fx)j 
oder  nach  Ausführung  des  temären  Vektorproduktes: 

X  =  eF.f  +  (tfx)  •  tf  —  (&ä) '  X. 

Diese  Beschleunigung  zerlegen  wir  nach  drei  rechtwinkligen  Achsen 
welche  mit  dem  starren  Körper  fest  verbunden  sind^  und  bezeichnen 
die  betreffenden  Projektionen  des  Vektors  x  mit  «j,  öj,  a^.  Dann 
wird 

5-3  =  er, ff,  -  tf,«!  4-  (ff?  +  ff!)«,  +  "»ffirtt  +  ff»«,«,. 

In    diesen  Ausdrücken    müssen    nun    die  Komponenten   cTj,   tf,,   ff, 
mit  Hilfe  der  Eulerscheu  Kotationsgleichungen  (21): 

^efj  =  (Ä^  -  .J,)ff,<»j  4-  3f*.a 
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eliminiert  werden.     Dies  giebt: 

A^A^ '  Xi  =  A^A^{0l  -\-  tfj)  •  Ol  +  A^{A^  -  A,  ■]-  .4,)<ritf,  •  a, 

-I-  Ai{A^  —  ^,  +  ^)<f,<yi  •  0|  +  J,  Jtf*,8  •  «i  -  ^8  ^*.  1  •  flj, 
.'Ij^j  •  ^3  =  Ä,A^{o\  +  ö|)a8  +  ^,(^  -  ^,  4-  A)<^s«i  •  «1 

-f  ^a(A  —  A-f  ^3^03^30,  +  A^MiiOj  —  A^Mi^ 
SetsKU  wir  noch  zur  Abkürzuug 


z'k  =  r 


tn 


so  ergeben  die  Gleickungen  (57)  die  Komponenten  der  Reaultantkraft 
der  inneren  Spannungen  in  der  expliziten  Form: 

AjAj  •  8^  =  ÄjAjkj  +  m'(A^M*,3  •  aj  -  Aj,Mt,saJ) 

+  m'  ( Aj(Ai  -  Aa  -  As)^iC^  •  »;  +  As(^8  -  A-i  -  A,) tfi*,  •  aj 

-A,A3(tf|  +  öI)a;), 

und  zwei  analoge  Ausdrücke  filr  sj,  83,  welche  durch  zyklische  Ver 
tauschung  der  Indices  hieraus  folgen. 

Der  besseren  Übersicht  wegen  schreiben  wir 

(59)  8'  =  k'  +  m'-uH-m'w. 

Dann  bedeutet  ü  einen  Vektor,  welcher  im  wesentlichen  von  dan 
Totalmomenten  der  drehenden  Kräfte  abhängt  und  w  einen  zweiten 
Vektor,  der  hauptsächlich  durch  den  Geschwindigkeitszustand  des 
Systems  bestimmt  ist.  In  den  Komponenten  von  u  und  w  treteo 
aufserdem  noch  die  Komponenten  a[,  aj,  aj  des  Schwerpanktrekton 
ä*  des  virtuell  abgetrennten  Körperstückes  grörsenbestimmend  auf.  Geht 
man  von  einer  Trennungsebene  zu  einer  anderen  über,  so  ändert  dieeer 
Schwerpunkt  seine  Lage,  und  die  Komponenten  von  s'  werden  in  leicht 
übersehbarer  Weise  beeinflufst. 

Nach  unserer  Bezeichnungsweiae  können  wir  die  Gleichung  (58^ 
welche  das  Moment  der  Reaktionskräfte  in  Bezug  auf  den  festen  Punkt 
bestimmt,  schreiben: 

m^Mk-  Ms 

oder  _ 


m:^mü- 


dt 


Nun  ißt  aber  nach  Nr.  16  Gleichung  (19) 


+  tfJf;. 
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Demnach  wird 

_        _        /dli'\ 

(60)  JC  =  Ji;-tfjr.-(  ^/) 

oder  in  Komponenten  zerleg: 

jm  4  5=  Ml^t  —  (Äi  —  At)<ft^i  —  Ag&t, 

jii,  Aif  Äi  sind  die  Hanptträgheitsmomente  des  virtuell  abgetrennten 
Körpersttlckes. 

Durch  Elimination  der  Komponenten  der  Winkelbeschleiinigung 
mit  Hilfe  der  Enler sehen  Bewegongsgleiehungen,  welche  fUr  das  ganse 
System  gelten,  erhalten  wir  ohne  weiteres: 

ÄiMs,i  ==  AiMi,i  -  AlMii  +  Dl '  (fatfs, 

(61)  AtMit  =  AtMl.i  -  AiM,^,  -f  B^    o,6,, 

AzM^^i  =  A^Mk^i  —  AiMt^s  +  J^a  ■  tfj<Jj, 
worin 

d;  =  (^t-i;  -  ÄiA,)  -  {ä,a;  -  a;a,). 

J>;  =  (^Ai  -  ^A,)  -  {A,Al  -  A,A,), 

d;  =  (A,Ai  -  x;^ )  -  (A,A^  -  a;^,) 

zu  setzen  ist.     Der  Vektor  M,  hat  also  die  Form 

P  hängt  im  wesentlichen  von  den  äuraeren  Kräften  ab,  -wShiend 
Q  hauptsächlich  durch  den  Geachwindigkeifcszustaud  des  Systems  be- 
dingt ist.  Die  Trägheitsmomente  des  virtuell  abgetrennten  Körperteiles 
beeinflussen  beide  Vektoren. 

Bis  jetzt  ist  M,  auf  den  festen  Punkt  bezogen.  Nehmen  wir  also 
das  Moment  in  Bezug  auf  einen  Punkt  des  Querschnitte»,  so  geltpii 
far  diese  Trausfomiatjon  die  bekannten  Hegeln  der  Statik.  Nun  liifst 
sich  aber  dieser  neue  BeÄUgspunkt  in  der  Ebene  de»  Querschnitte«  ho 
wählen,  dafn  die  Resultante  und  das  Moment  der  Iteaktionen  in  eine 
Ebene  fallen  ^  welche  auf  der  Schnittebene  senkrecht  Hteheu,  Du  der 
Ort  für  diese  Bezugspunkte  eine  Gerade  ist,  so  bohiilt  man  noch  ilie 
Wahl  frei,  welcher  ihrer  Punkte  als  definitiver  Keduktionapunkt  an- 
zunehmen ist.  Nach  der  Entscheidung  zerlegt  man  thn  lUtnultaute 
und  daa  Moment  in  Komponenteu,  welche  bt^w.  in  che  Schnitt<-ibene 
fallen  oder  darauf  scokreeht  stehen,  und  erhält  ho  die  Oröfiien,  welche 
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den  virtuell  abgefa-ennten  Körperteil  in  Bezug  auf  Zug  (oder  Druck) 
Biegung;  Torsion  und  Scheerung  beanspruchen. 

Sollen  die  Komponenten  der  kinetostatischen  Beanspruchung  [Qr 
ein  Gelenksystem  bestimmt  werden,  so  yerfährt  man  in  ähnlicher 
Weise  wie  bei  einem  einzelneu  starren  Körper.  Der  einzige  Untei^ 
schied  besteht  darin,  dafs  man  zu  den  äufseren  Kräften  des  betrachteten 
Gelenkstückes  noch  die  bekannten  Reaktionen  des  nächstliegenden  Ge- 
lenkes —  oder  allgemein  aller  ihm  auf  derselben  Seite  der  Schnittfläche 
angehörigen  Gelenke  —  hinzufügt.  Da  wir  diese  Gelenkreaktionen  voll- 
ständig berechnet  haben,  so  können  wir  auch  diese  allgemeine  Aufgabe 
als  erledigt  betrachten. 

Berlin,  den  1.  Februar  1901. 


Synthetische  Theorie  der  Zentrifogal-  und  Trägheitsmomente 
eines  ebenen  Flächenstückes* 

Von  Stanislaus  Jolles   in  Berlin. 

1,  ParaUele  Kräfte  in  einer  Ebene  f,  deren  Intensitäten  proportional 
sind  den  Abständen  ibrer  Augritfspunkte  von  einem  in  «  gelegenen 
Strahle,  bestimmen  ein  mit  ihrer  Theorie  eng  verknüpftea  polares  Feld 
r*.  Auf  dieses  polare  Feld  hat  Culmann*)  zuerst  hingewiesen;  Herr 
Reye*)  erkannte  dann  seinen  Zusammenhang  mit  der  Theorie  der 
HanpttrUgheitsachsen,  als  er  diejenigen  Dreiecke  aufsuchte,  in  deren 
Eckpunkten  bezw.  drei  Flächenstücke  derart  konzentriert  werden 
können,  dafs  sie  ein  FlächenstUck  in  Bezug  auf  seine  Trägheitsmomente 
ersetzen.  Bald  nach  ihm  kam  Hesse^)  durch  eine  itrlückliche  Intuition 
auf  dasselbe  polare  Feld,  ohne  auch  nur,  wie  seine  beiden  Vorgänger, 
von  den  Eigenschaften  der  Trägheitsellipse  irgend  welchen  Gebrauch 
zu  machen.  Diese  Arbeiten  sind  analytisch.  Ausgehend  von  der 
Theorie  der  Trägheitsellipse  sind  später  die  Eigenschaften  des  polaren 
Feldes  F*  und  der  Trägheits-  und  Hauptträgheitsachsen  von  mir*) 
durch  elementare  Betrachtungen  synthetisch  abgeleitet  worden. 

Gelangt  man  von  der  Theorie  der  Trägheitaollipsen  zu  der  des 
polaren  Feldes  F*  und  der  Trägheits-  und  Hauptträgheitsachsen,  so  ist 
dies,  wie  im  Laufe  der  Untersuchung  bald  erkannt  wird,  ein  störender 
Umweg.  Gelangt  man  umgekehrt  vom  polaren  Felde  F-  aus  zn  diesen 
Achsen,  so  fehlte  bisher  der  Nachweis  des  organischen  Zusammenhanges 
zwischen  ihm  und  den  Triigheitsellipsen.  Bezeichnend  für  Binets 
Scharfsinn    ist  es   übrigens,    dafs  er  —  der  Entdecker   der  Trägheits- 

1)  Culmann:  Die  graphiscfae  Statik.  Zürich  1866,  2.  Abschnitt,  7.  Kapit«l, 
§  68 — 67.  Die  ersteu  beiden  Äbflchnitte  eiBchieneii ,  wie  aua  der  Vorrede  8,  XI 
ZQ  ereehen  ist,  als  erste  Lieferung  schon  1864. 

2)  Reye:  Beitrag  zu  der  Lehre  von  den  Tragheitamonienten.  Zeltflchrift  fflr 
Math,  o-   Physik  10  a865)  S.  433. 

3)  Hesse:  Vorlesungen  Ober  analytische  Geometrie  de«  RaumeM.  11.  Auflftge, 
Leipzig   1869,  S5.  Vorlesung. 

4)  Jolles:   Die  Beziehungen  der  Zentralellipse  eine«  eigenen  KlUcbeiuitflckM 
•einem  imaginürcn  Bilde.     Diese  Zeitschrift  (3)  1  (1901),  S.  91. 
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elüpse  —  sie  in  seiner  gnindlegeoden  Arbeit^)  nur  am  Schlüsse  beüäufig 
erwähnt,  ihr  somit  nicht  die  Bedeutung  beimiTst,  die  sie  später  bei 
anderen  erlangt  hat.  Es  ist  meines  Eraehtens  auch  eine  Willkür,  auf 
irgend  eine  der  bisher  eingeführten  Tragheitaellipsen  die  Theorie  der 
Trägheitsmomente  in  der  Ebene  aufzubauen. 

In  den  folgenden  ünterauchungen  wird,  ausgehend  vom  Zentri- 
fugalmoment^  synthetisch  sofort  das  polare  Feld  T*  und  sein  Zosammen- 
bang  mit  der  Theorie  der  Trägheits-  und  Hauptträgheitsachsen  dar- 
gethan  und  die  organische  Verbindung  mit  der  Theorie  der  Tragi 
ellipsen  entwickelt.  Hierbei  erweist  es  sich  von  grofsem  Nutzen,  ni 
nur  zwei  sich  schneidende,  sondern  aucb  zwei  parallele  Strahlen  ab 
Trägheitsachsen  eines  ebenen  Flächenstückes  zu  bezeichnen,  sobald  in 
Bezug  auf  sie  das  Zentrifugalmoment  gleich  Null  ist.  Beschreibt  ein 
Strahl  einen  Strahlenbüschel  I.  Ordnung,  so  umhüllen  die  von  ihm  gleich- 
weit abstehenden  und  zu  ihm  parallelen  Trägheitsachsen  die  Trägheit»- 
ellipse  seines  Mittelpimktes.  Zwischen  den  Strahlen  der  Ebene  und  den 
zu  ihnen  parallelen  und  von  ihnen  gleichweit  abstehenden  Träj 
achsen  besteht  eine  ein -zweideutige  Verwandtschaft,  Zum  Schlüsse 
geben  sich  die  bekannten  metrischen  Eigenschaften  der  Trägheits- 
momente als  eine  unmittelbare  Folge  der  Brennpunkteigenschaften  von  P. 

Die  Hilfsmittel  der  Untersuchung  liefert,  wie  schon  hervorgehoben, 
die  synthetische  Geometrie.  Sie  gestaltet  die  Theorie  der  T*ragheitl' 
momente,  vor  allem  die  Ableitung  des  polaren  Feldes  F-  und  seinsr 
Eigenschaften,  äui^erst  einfach  und  übersichtlich.  Für  die  geometrische 
Mechanik,  der  man  immer  mehr  zustrebt,  bedarf  diese  Forechongs- 
methode  keiner  Empfehlung.  Besonders  der  Ingenieur  wird  sich  ihrer 
gerade  hier  gern  bedienen,  führt  aie  ihn  doch  ohne  jeden  Umweg  m 
dem  so  häuhg  abzuleitenden  Kerne  eines  ebenen  Querschnitts.  —  D» 
in  meiner  oben  angeführten  Abhandbm^  die  Litteratnr,  welche  aich 
auf  die  Hauptsätze  aus  der  Theorie  der  Trägheitsmomente  eines  ebenen 
Flächenstückes  bezieht,  angeführt  und  besprochen  worden  ist,  so  konnten 
im  Folgenden  weitere  Angaben  unterbleiben. 

2.  Jedem  Elemente  d%  eines  ebenen  endlichen  Flächenstückes  5 
kommt  in  Bezug  auf  einen  in  seiner  Ebene  s  gelegenen  Strahl  (j  ein  panülel 
einer  Strecke  r  gemessener  Abstand  r  zu.  In  gleicher  Weise  entspricht 
dem  Elemente  d'S  in  Bezug  auf  einen  zweiten  Strahl  h  von  t  ein 
parallel  der  Strecke  s  gemefsener  Abstand  Sj^.  Jenachdem  r  und  ^^i 
gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinn  wie  r  imd  s  haben,  wird  üu»t?fl 
ein  positiver   oder   negativer    Wert   beigelegt.      Unter    diesen    Vorau« 

1)  Bin  et:  Mumoireaur  latbeoriedes  axesconjugu^  et  desmomensd'ineitÜ!«)'* 
corp».    Journ.  de  rKcole  Poljt.  tt,  16.  Heft  (1813),  S.  41.    (Lu  ä  Tlnstitut,  en  ^Ui  1811 
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Setzungen  beüst  bekiumtbch  das  über  du  endliche  FlicbenstQck  ^  Mts* 
gedehnte  Inte^rtl: 

das  Zenirifagahnoment  des  Flichenstüekes  gf  besüglich  der  Slrahleo 
gj  h.  Es  werde,  wenn  r  und  s  beliebige  Neigungswinkel  mit  ihreir  Be- 
zngBgeraden  g  bezw.  h  einschliefsen^  durch: 

beaeiclmet,  hingegen,  wenn  sie  bezw.  auf  ihr  senkrecht  stehen,  durch: 

Sowie  h  mit  g   zusammenfallt,   geht   das  Zentrifugalmoment  des 
Flächenstückes  §  bezüglich  der  Strahlen  g,  h  in  sein  Tiügheitamoment: 


bezüglich  des  Strahles  g  über.     Es  werde  für  eine  beliebige  bezw.  itt 

Pikreehte  Rieh  tatrecke  r  durch: 
IS 


W 


j_dargeatellt. 

3.  Wird  im  Integral: 

der  Abstand  r^  des  Fläehenelementea  rfj  '^^^^  Strahle  x  als  Mafs  t*inrr 
auf  </5  ruhenden  Masse  aufgefafat,  so  ist  hierdurch  ein  Masseuäjst^mi : 


'3R.  =  yV.d5 


bestimmt,   und    zwar  entspricht  dem  Strahle  x  eindeutig  der  Schwer- 
punkt X  von  ''SH^     Nun  verschwindet  der  Ausdruck: 


-n,,  =  '/s,(r,rf5) 


für  da»  statische  Moment  von  ''3JJ,  in  Bezug  auf  einen  Strahl  y,  wtMin 
y  durch  den  Schwerpunkt  X  von  ''9)^,  geht,  femer  ist: 


"jXirJ'S)  =  "j'rjs,,m, 


folglich  geht  ein  Strahl  y  durch  den  Schwerpunkt  X  von  ""m,,  sobald 
der  Schwerpunkt  Y  von  '9K  auf  z  liegt.  Jeden»  Strahle  des  HüMchels 
X  entspricht  hiemach  ein  Punkt  von  x^  dem  Pimkte  X  ist  iiImo  auch 
der  Strahl  x  eindeutig  zugeordnet. 

Archiv  d«;r  M»thoni»Uk  uud  Pliyiik.     \U.  Kollie.    »I  tS 
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Zwischen  den  Punkten  und  Strahlen  des  ebenen  Feldes  a  besteht 
nunmehr  folgende  Beziehung,  Ein  Punkt  X  bestimmt  eindeutig  einen 
Strahl  X  und  dieser  eindeutig  jenen,  femer  ein  StrahJ  t/,  der  durch  X 
geht,  einen  Punkt  Yf  der  auf  x  liegt.  Eine  solche  Verwandtschaft 
zwischen  Punkten  und  Strahlen  eines  ebenen  Feldes  heifst  eine  involn- 
toriscbc  Korrelation,  und  das  Feld  selbst,  dessen  Punkte  und  Strahlen 
derart  verknüpft  sind,  ein  polares  Feld.  Die  Punkte  Af  J?,  .  ,  ^ 
X,  , .  .  und  die  Strahlen  o,  h,  .  , .,  a?,  ...  von  s  sind  also  alß  Pole  und 
Polaren  in  einem  polaren  Felde  F*  einander  zugeordnet. 

Bezüglich  zweier  konjugierten  Strahlen  von  F^  ist  das  Zentrifngal- 
momeut  von  JJ  gleich  Null.  Als  ein  Paar  solcher  konjugierten  zusammen- 
fallenden Strahlen  kami  jede  Tangente  t  der  Inzidenzkurve  (Ordnungs- 
kurve)  von  F^  aufgefafst  werden.  Das  Trägheitsmoment  von  5  bezögUcli 
eines  reellen  Strahles  t  ist  aber  niemals  gleich  Null,  folglich  hat  das 
polare  Feld  F'  keine  reelle  Inzidenzkurve,  oder  die  seinen  Durdi* 
messem  zukommenden  Punktinvolutionen  sind  elliptisch. 

Einem  durch  den  Schwerpunkt  S  von  5  gehenden  Strahle  x  ent- 
spncbt  ein  Massensystem  9)1^.  mit  der  Gesamtmasse  Null,  das  sich  aus 
zwei  gleich  grofsen  Massen  mit  verschiedenen  Vorzeichen  und  Schwer- 
punkten zusammensetzt.  Sein  Schweri>unkt  X  liegt  also  im  un- 
endlichen, und  X  ist  somit  ein  Durchmesser  und  S  der  Mittelpunkt  det_ 
polaren  Feldes  F^. 

4.  Hat  in  Bezug  auf  zwei  Strahlen  von  e  das  Zentrifugabnome 
von  %  den  Wert  Null,  so  heifsen  diese  Strahlen,  wenn  sie  sich  schnei- 
den, ein  Paar  Trägheitsachsen  ihres  Schnittpunktes  P  und,  wenn  äe 
parallel  laufen,  ein  Paar  parallele  Trägheitsachsen.  Ein  Punkt  P  ist 
der  Schnittpunkt  von  oo  ^  Paaren  von  Trägheitsachsen,  sie  sind  nach  St 
die  Strahlenpaare  der  ihm  im  polaren  Felde  F*  zukommenden  StmUen- 
involution,  folglich  gehen  durch  jeden  Punkt,  als  Achsen  dieser  Strahlen* 
Involution,  ein  Paar  zu  einander  senkrechter  Trägheitsachsen,  sie  heifspn 
seine  HaupttrUgheitsachaen.  Durch  die  BremipunJde  F,  F*  von  F*  ah« 
Träger  zirkularer  Strahleninvolutionen  gehen  jedoch  unendlich  viele  Paar« 
von  Hauptträgheitsach  gen.  F^  F'  heüsen  deswegen  wohl  auch  die  Trägbeite- 
brennpunkte  des  Flächenatückes  %,  —  Die  Hauptträgheitsachsen  ein© 
Punktes  P  hälften  die  Winkel  der  von  P  nach  den  Trägheitsbremi- 
punkten  führenden  Strahlen.  Ein  Strahl  q  von  t  ist  Haupttragheits- 
acbso  für  den  Fufgpunkt  der  von  seinem  Pole  G  in  F*  auf  ihn  gefäUten 
Normale.  Dreht  sich  q  um  einen  Punkt  P,  so  umhüllen  die  Stnddeo, 
die  mit  g  zusammen  je  ein  Paar  Hauptträgheitsachsen  bilden,  i.  a.  eine 
Parabel,  sie  berührt  die  Polare  i>  von  P  in  F*  und  die  Achsen  diesei 
polaren  Feldes.     Ihre  Leitlinie  ist  der  Durchmesser  SP.     Die  Hanpt- 


< 
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traglieitsachsen  von  5  vermitteln  also  zwischen  den  Punkten  und 
Strahlen  des  ebenen  Feldes  e  eine  involutorische  quadratische  Ver- 
wandtschaft. Alle  diese  Sätze  von  den  konjugierten  zu  einander  nor- 
malen Strahlen  sind  längst  bekannt,  ihre  Beweise  linden  sich  auTserdem 
in  vielen  Lehrbüchern,  z.  B.  in  der  vierten  Auflage  des  ersten  Teiles 
von  Herrn  Heyes  Geometrie  der  Lage. 

5.  Der  zur  Kichtstreeke  r  parallele  Abstand  qg^  eines  Punktes 
G  von  einem  Strahle  h,  ebenso  wie  der  zur  Richtstrecke  .s  parallele 
Abstand  qs.;,  des  Schwerpunktes  S  von  der  Polare  <7  von  G  im  jjolaren 
Felde  V^,  sind  positiv,  wenn  sie  gleichen,  negativ,  wenn  sie  entgegen- 
gesetzten Sinn,  wie  die  zugehörigen  Richtatrecken  haben.  Nun  ist 
nach  3.  das  statische  Moment  '"'SR^j^  des  in  G  konzentrierten  Massen- 
systemes: 

in  Bezug  auf  h  gleich  dem  Zentrifugalmomente: 

von  5  in  Bezug  auf  g  und  lt.  Folglieh  läXst  sich  dieses  in  der  Form: 
schreiben.     Da  aber: 


ist,  so  kann  auch: 


gesetzt  werden. 

Das  Zentrifugalmoment  von  g  in  Bezug  auf  g  und  k  wird  zum 
Trägheitsmomente  '"'"^^^^(3)  von  5  in  Bezug  auf  g,  wenn  h  mit  ff 
identisch  ist,  sein  Ausdruck  laut«t  also: 

'■'"^.,(3)  =  e*^-.^^v.3. 

Fallen  qs,}  und  qo^  auf  den  zu  ff  konjugierten  Durchmesser  (/  des 
polaren  Feldes  F^  (J^ig-  1)^  ist  also  die  Kichtstreeke  r  zu  ihm  (tarallel, 
so  sind  G  und  der  Schnittpunkt  {d,  g)  =  ö,  in  F^  konjugiert.  Nun 
besteht  zwischen  den  Strecken  SO  und  SGy  und  der  Potenz  —  C"  der 
d  nach  3.  in  P^  zugehörigen  elliptischen  Punktinvolution  die  Be- 
ziehung: 

SG'SG^==-t*. 

Sie  liefert,  wenn  der  Mittelpunkt  S  von  F^  insbesondere  den  Ab- 
stand der  konjugierten  Punkte  G,  G^  häiftet,  diese  also  in  den  l'unkteu 
Ef  £i  zusammenfallen: 

SE^  =  Qs,  =  =  e, 
EE^  =  ()e,  =  -  2c; 
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somit  für  den  Strahl  gi 

und  fBr  den  zn  d  konjugierten,  also  zu  g  parallelen  Durchmesser  e: 

"M,.{^  =  e«g. 

Die  konjugierten  Punkte  JS,  JE^  aller  Durclunesser  d  von  F*,  deren 
Abstand   durch  den  Mittelpunkt  S  von  T*  gehälftet  wird,  liegen  nun 


Fig.  1. 

auf  einer  Ellipse  tf*,  deren  konjugierte  Durchmesser  die  von  F'  sind. 
Folglich  gilt,  wenn  die  Strecken  SE^  SE^  die  dem  Strahle  e  bezüglich 
S  konjugierten  Trägheitshalbmesser  helTsen:  Werden  die  den  Durch- 
messern des  polaren  Feldes  F^  bezüglich  S  konjugierten  TragheitsbJb- 
messer,  vom  Mittelpunkte  S  von  F^  aus,  ihrer  (}ro£se  und  Richtung 
nach  abgetragen,  so  liegen  ihre  Endpunkte  auf  einer  Ellipse  6\  deren 
konjugierte  Durchmesser  mit  denen  von  F*  zusanrnnenfallen.  Die 
Ellipse  6^  heifst  die  Zentralellipse  des  Flachenstückes  %,  ihre  parallelen 
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Tangenten   sind  in   F' 
achsen. 


konjugiert,  also  paarweise  parallele  Trügheits- 


f 


Die  Zentralellipse  ö'  und  die  imaginäre  Inzidenzknrve  von  F- 
gehen  in  sich  selbst  über,  wenn  einer  dieser  Kegelschnitte  in  Bezug 
auf  den  andern  polarisiert  wird.  Sie  sind  harmonisch  einander  zuge- 
ordnet, jeder  also  eine  Imaginärprojektion  des  andern. 

ß.  Der  Schnittpunkt  G^  (Fig.  1)  eines  beliebigen  Strahles  g  mit 
dem  ihm  in  F'  konjugierten  Durchmesser  d  ist  die  Mitte  zweier  be- 
stimmten auf  d  gelegenen  konjugierten  Punkte  P,  Pj  von  F^.  Sie 
werden  auf  d  durch  einen  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  Gj  ausgeschnitten, 
dessen  durch  den  Schwerpunkt  S  gehende,  zu  d  senkrechte  Sehne  so 
grofs  ist,  wie  die  auf  d  gelegene  Durchmesseraehne  EE^  =  2c  der 
Zentralellipse  tf*  Für  die  Abstände  Ö^P  und  Ö^P^  der  Punkte  P,  1\ 
von   G^  gilt  folglich  die  Beziehung: 

G,P'-=G,Fl^SG',+  ^% 

und  sonach  sind  sie  die  dem  Strahle  g  bezüglich  des  Punktes  G^  kon- 
jugierten Trägheitshalbniesser.  Die  Endpunkte  3f,  3£i  der  einem  belie- 
bigen Punkte  X  von  g  bezüglich  ff  konjugierten  Trägheitshalbmesser 
werden  also,  von  ihm  aus  gemessen,  erhalten,  indem  man  die  Ver- 
bindungsgerade des  Punktes  X  und  des  Poles  G  von  g  mit  den  durch 
i'i  und  P  laufenden  Parallelen  />,  pi  zu  (j  in  X,  3£|  zum  Schnitt 
bringt,  p  und  />i  stehen  gleich  weit  vom  Punkte  X  ab  und  sind  als  die 
Polaren  von  P,  P^  in  F'  konjugiert,  sie  sind  folglich  die  gleich  weit 
von  ff  abstehenden  zu  ihm  parallelen  Trägheitsachsen  von  jj* 

Schneiden  zwei  Strahlen  sich  auf  der  Symmetrieachse  zweier  Par 
rallelen,  so  schneiden  sie  die  Parallelen  selbst  in  den  Eckpunkten  eines 
vollständigen  Viereckes,  dessen  drittes  Paar  Gegenseiten  ebenfalls  parallel 
laufen.  Je  zwei  durch  einen  beliebigen  Punkt  X  von  //  gehende  kon- 
jugierte Strahlen  von  F^  bestimmen  also  mit  den  in  F*  konjugierten 
parjdlelen  Strahlen  jj,  Pi  je  ein  Polviereck  von  F*,  dessen  drittes  Paar 
Gegenseiten  x,  .r,  parallel  laufen  und  von  X  gleich  weit  abstehen.  Die 
konjugierten  Strahlen  .r,  .r,  treffen  den  Strahl  p  bezw.  ;>,  in  den  Punkte- 
paaren einer  Involution,  die  perspektiv  ist  zu  der  dem  Punkte  X  in 
F*  zugehörigen  Strahleninvolution.  Sie  verbinden  folglich  entsprechende 
Punkte  projek-tiver  Punktreihen,  die  keinen  Punkt  entsprechend  gemein 
haben,  und  umhüllen  sonach  einen  Kegelschnitt  ^'.  Sein  Mittelpunkt 
ist  X.  Er  ist,  da  das  Polars jstem  F*  nach  U.  keine  reelle  Inzidenz- 
kurve  hat,  und  folglich  die  einem  Punkte  X  zugehörige  Strahleninvo- 
lution keine  reellen  Doppelstralilen  besitzt,  eine  Ellipse. 
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Konjugierte  Durclimesser  und  parallele  Tangenten  von  |*  sind 
konjugierte  Strahlen  in  F*.  Der  Mittelpunkt  X  von  |-  und  die  heid«n 
zu  einem  Durchmesser  u  parallelen  Tangenten  begrenzen  demnach  auf 
dem  zu  m  konjugierten  Durchmesser  v  zwei  Strecken,  die  gleich  sind 
den  X  bezüglich  u  konjugierten  Trügheitshalbmessem.  Aus  diesem 
Grunde  keifst  die  Ellipse  |*  die  durch  das  Flächenstück  3  bestimmte 
Trägheitsellipse  des  Punktes  X.  Die  Trägheitsellipse  des  Schwer- 
punktes S  ist  die  in  5,  gefundene  Zentralellipse  tf*.  Dreht  sich  ein 
Strahl  ic  in  f  um  einen  Punkt  X,  so  umhüllen  die  zu  x  parallelen 
von  ilim  gleich  weit  abstehenden  Trägheitsachsen  die  Trägheitsellip«« 
I*  von  X. 

Die  Trägheitsellipsen  der  Punkte  eines  Durchmessers  d  von  P 
Bclineiden  ihn  in  Punktepaaren  der  ihm  in  r^  nach  3.  znkommendeB 
elliptischen  Involution,  somit  umschliefsen  die  Tmgheitsellipseii  aller 
Punkte  der  Ebene  je  den  Schwerpunkt  iS^  von  J.  Sie  schneiden  aolser- 
dem  die  Zentralellipse  ö^  in  Punktepaaren,  die  auf  Parallelen  zu  dem 
d  konjugierten  Durchmesser  e  liegen.  Die  Trägheitsellipsen  der  Punkte 
einer  beliebigen  Geraden  g  berühren  die  zu  ihr  parallelen  und  von  ilif 
gleich  weit  abstehenden  Trägheitsachsen  in  Punktepaaren,  deren  Verbin- 
dungsgeraden  durch  den  Pol  von  g  in  F^  gehen.  Diese  Verbindung^ 
geraden  laufen  parallel,  wenn  g  ein  Durchmesser  von  i^  ist. 

7.  Die  Brennpunkte  eines  polaren  Feldes  sind  in  ihm  die  Träger 
zirkularer  Strahleninvolutionen,  folglich  sind  die  Trägheitsellipsen  der 
Brennpunkte  Ff  F'  von  F^  Kreise.  Sie  berühren  die  zur  Verbindung» 
geraden  von  JP,  F'  —  also  zur  Hauptachse  «  von  F*  —  parallelen  und  von 
ihr  gleich  weit  abstehenden  Trägheitsachsen  und  haben  sonach  gleicli 
grofse  Halbmesser,  Ihre  absolute  Länge  ist  die  des  zu  a  konjugierten 
senkrechten  Trägheitshalbmessers  i  a. 

Wird  zu  einem  beliebigen  Strahle  g  von  f  durch  den  Brennpunkt 
F  von  F*  eine  Parallele  g'  gezogen,  so  läfat  sich  das  Trägheitsmoment 
M^^{%)  in  Bezug  auf  g  nach  Fig.  2  in  der  Form: 

schreiben.     Nun  ist: 

femer: 


folglich  ergiebt  sich: 


■«..(5)  =  (0'  +  er,<»v)5, 
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9^9  =  Q89~  QSff'       ^lö^       9F9    =  9Sff-h  pSg' 

ist;  auch: 

iß)  Jtf«(5)  =  (a'  +  eJ.-»J,-)5. 

Die  rechte  Seite  der  Gleichungen  (tt)  oder  (ß)  behält  denselben 
Wert  fÖr  alle  Tangenten  des  durch  die  Brennpunkte  F,  F'  nnd  die 
Tangente  ff  bestimmten  Kegelschnittes  j-^,  demnach  sind  alle  Kurven, 
zu  deren  Tangenten  je  gleich  lange  senkreclite  Triigheitshalbmeflser  ge- 
hören, konfokale  Kegelschnitte  mit  den  Brennpunkten  F,  F\  Durch 
einen  beliebigen  Punkt  P  geht  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  der 
durch  die  Brennpunkte  F,  F'  bestimmten  Schar  konfokaler  Kegel- 
schnitte. Ihre  Tangenten  in  F  sind  zu  einander  senki-echt  und  kon- 
jugiert  in   allen    polaren  Feldern    mit  den  Brennpunkten  F,  F\     Sie 


Pig  2- 

fallen  also  mit  den  Achsen  der  P  in  F^  zukommenden  Strahleninvo- 
lution  oder  mit  den  Hauptträgheitsachsen  von  P  zusammen. 

Der  Abstand  des  Mittelpimktes  S  von  yl  vom  Fufspunkte  F^  des 
Lotes  Qfyf  welches  vom  Brennpunkte  F  auf  den  Strahl  tj  gefällt  wird, 
ist  bekanntlich  gleich  der  halben  Ilauptsehne  a  dieses  Kegel- 
schnittes. 

Der  um  S  mit  dem  Halbmesser  SF^  beschriebene  Kreis  schneidet 
also  die  zusammenfallenden  Hauptachsen  von  F'  und  yj  in  den  End- 
punkten Tf  T'  der  Hauptsehne  a^  von  yj  und  bestimmt  die  in  T,  T' 
auf  der  Hauptachse  a  senkrechten  Strahlen  t^i'  als  zugehörige  Scheitel- 
tangenten. Ihnen  entsprechen,  da  ST  =  T'S  ist,  gleich  grofse  Träg- 
heitsmomente Mn  ,  und  Ml  t  f  deren  Wert  sieh  als: 

ergiebt.     Das  dem  Strahle  y,  sowie  den  Tangenten  des  Kegelschnittes 
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yj   zukommende  Trägheitsmoment   kaim  demnach  auch  drittens  diircli 

den  Ausdruck: 

ir)  Jlf„„(5)  =  (a«  +  a«)5 

dargestellt  werden.  Es  gestattet,  wenn  ü  und  die  Brennpunkte  F,  F* 
bekannt  sind,  eine  ausnehmend  einfache  Konstruktion  des  einem  Strahle 
g  konjugierten  senkrechten  Trägheitshalbmessers, 

8.  Die  Hauptträgheitsachnen  /?,  c  eines  Punktes  P  (Fig.  3)  werden 
durch  die  Brennpunkte  F^  F'  von  F^  harmonisch  getrennt,  h  schneidet 
die  Hauptachse  a  von  V^  innerhalb,  e  aufserhalb  der  endlichen  Strecke 


Fig  8. 

FF\  wenn  h  in  P  die  Hyperbel  y|,  e  die  Ellipse  yi  mit  den  Brenn- 
punkten Ff  F'  berührt.     Sind  nun  a*  und  a,  die  halben  Hauptsehnen 

von  y\  und  y;,  so  ist: 

oder  auch: 

Folglich  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (y)  in  ?•,  dafs  die  Haupt- 
achsen der  Triigheitsellipsen  aller  Punkte  des  ebenen  Feldes  t  die 
Hauptachse  von  F^  innerhalb,  die  Nebenachsen  aufserhalb  der  endlichen 
Strecke  FF'  schneiden. 

Die  halben  Hauptsehnen  «a  und  Oe  von  yj  und  y?  sind  gleich 
den  Strecken,  die  den  Mittelpunkt  S  von  F*  mit  den  Fufspunkten  E 
und  E  der  vom  Brenupimkte  F  auf  h  und  e  gefällten  Lote  verbinden. 
Nun  besteht  für  cHe  Schnittpimkte  T  und  ü  der  in  F*  konjugierUn 
und  zu  einander  normalen  Stralüen  h  und  e  mit  der  Hauptachse  von 
r^  die  Beziehung: 

ST:SF=  SFiSV 

und  ferner  gilt  für  die  homologen  Punkte  5,  S'  der  durch  die  ähnlichen 
Dreiecke  FHT  und  ÜEF  auf  einander  bezogenen  ähnlichen  Felder 
0j  0'  die  Proportion: 

ST:SF^S'F:S'U. 
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Die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  identisch,  also  auch  die 
rechten,  demnach  fallen  die  entsprechenden  Punkte  S,  S'  iiud  folglich 
auch  die  entsprechenden  Strahlen  HS  und  ES  beider  ähnlichen  Felder 
zusammen. 

Die  drei  Punkte  S,  H  und  E  liegen  sonach  in  einer  Geraden,  und 
für  lue  halben  Hauptsehuen  a*  und  a^  von  fl  und  yl  ergiebt  sich 
ebenfalls : 

a^:a,  =  ST:SF==SF:SU. 

Kurz:  zwischen  den  halben  Hauptsehuen  ai^  imd  «,  der  sich  in  einem 
Putikte  P  von  £  schneidenden  Hyperbel  yl  und  Ellipse  y*  mit  den 
Brennpunktea  F,  F'  und  der  halben  Haupt-  und  Nebenaehne  a^  und 
h„  der  Trägheitaellipse  ar*  von  F  bestehen  die  Beziehungen: 

o|  =  Q=  +  a? , 
h'„  =  a-  +  al, 
ak:a,^ST:SF^SF:SU. 
9.  Aus  dem  in  ?•  (ß)  gewonnenen  Ausdrucke: 

für  das  Trägheitsmoment  3/y^^(5)  lassen  sich  recht  einfach  die  Haupt- 
sätze über  Tnigheits-  und  ZentrifugalmomeDte  ableiten,  die  sich  auf 
zu  einander  senkrechte  und  durch  den  nämlichen  Punkt  gehende  Strahlen 
von  s  beziehen. 

a.  Zwischen  den  Strecken  qs^j  Qso'  ^^^1  qshj  Qs/,f  die  bezw.  zu 
zwei  beliebigen  zu  einander  senkrechten  Strahlen  </,  h  gehören,  bestehen 
nach  Fig.  4  die  Gleichungen: 

und: 

(>;•,'  + CS- V  =SF^  =  a'-h\ 

Mit  Rücksicht  hierauf  kann  nunmehr  die  Summe  der  Trägheits- 
momente: 

^..7(3)=(oH-(»l.-c>v)S 

und: 

in  der  Fcwin: 

M„(%)  +  if,.(g)  =  (a'  +  6'  +  SP')af 

geechrteben  werden.  Hierin  bleibt  der  Klammerausdruck  für  je  zwei 
zu  einander  rechtwinklige  Strahlen  //,  (j  des  Büschels  P  unveränderlich, 
also  auch  die  Sunmie  der  auf  sie  bezogenen  Trägheitsmomente  Mf,y{^) 
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Stanislaus  JoUiEs: 


und  Mi^i^(^.    Die  Punkte,  für  welche  diese  Summen  ein  und  denselben 
Wert  haben,  liegen  je  auf  Kreisen  mit  dem  Mittelpunkte  S. 
b.  Das  Zentrifugalmoment: 

in   Bezug  auf  zwei   Strahlen  g,  h   nimmt,    wenn   an   die   Stelle  der 
rgj  Sk  die   Abstände   rg',  r«'    Yon   zwei   zu  g,  h   parallelen   Strahlen 


Fig.  4. 

g',  h'  treten,  und  p^-^,  p*'*  die  in   Richtung  der  r^,  s*   gemessenen 
Abstände   der   Parallelen  ^,  g'  und   /»,  W  bedeuten,   die   Gestalt  an: 

=frg'Syd%  +  Qggfsh'd'^  +  Qkhfrgd%  +  Qsg'Qkk-%. 

Nun  ist: 

fskd%  =  Qsh-^     und    frgd'^^Qsg^, 
femer: 

Qg'g  =  Qsg  —  Qsg'     und      Qh'h  =  Qsh  —  QSk', 
folglich  wird: 

^9h{%)  =frgS,>d^ 
+  [(QSg  —  QSg)QSh-  +  (QSk  —  QSh^QSg'  +  (QSg  —  QSg'){Qsh  —  9Sh)]% 

oder: 

^Oh{%)  =frgSHd%  =  \_QSgQSh  -  PSp'^SA'lS. 

Stehen  g  imd  h  senkrecht  auf  einander,  und  schneiden  sich  die  zu 
ihnen  parallelen  Strahlen  g'y  h'  in  einem  Brennpunkte  —  etwa  in  F 
—  von  F*,  so  ist: 

frg'S,rd^  =  0 


Synthetische  Theorie  d.  Zentrifrigal-  u.  TrS^hcitamoinente  e.  ebenen  Fl&chemt    339 

und  sonach  endlich: 

(«)  -^,»(5)  =  [Qs,Qsk  -  Qs,'9sk']fi. 

Für  zwei  sich   in  S  schneidende  zu  einander  senkrechte  Strahlen 
g,  h  ergiebt  sich  hiemach: 

Da  femer  Jfy*(g)  nach  (a)  nur  verschwinden  kann,  sobald: 
(ß)  QsgQsk  — QsgQsk' =  ^ 

wird,  80  drückt  (ß)  die  Bedingung  aus,  unter  welcher  die  in  einander 
senkrechten  Strahlen  £/,  h  mit  einem  Paar  Hauptträgheitsachsen  von  5 

zusammenfallen. 


C.  Für  einen  behebigeu  Strahl  x,  der  durch  den  Schnittpunkt  P 
zweier  zu  einauder  senkrechten  Strahlen  fff  k  hindurchgeht,  gelten  nach 
Fig.  5  die  Beziehungen: 

9sx  =  ps*  sin  I  +  Qsg  cos  |, 
Qsx'  =  ^ÄA'sinl-f  Qsf- coat 
Folglich  wird  aus: 

3f*x(g)  =  [a*  +  ((>»*8in|  +  e^pcosl)*  —  (psr  »inl  -|-  (>»^'C0s|)*15 
oder: 

-[(ö'+C>l,-pltf')cos»|  +  (aH(>l*-p^v)Bin»|+(^».,A9s(,-p5*«ts^>in2yg. 
Die    Faktoren    von    C08*|,    sin' ^    und    sin2|    sind   <v-Jf  1,^(3), 
f       •=-JfAA(5)  und  nach  (a)  ^Mgki^)f  es  ergiebt  sich  also: 

(y)      ^«(5)  =  3f,,(5)cos'|  +  M,,{%)sin'^  +  JI/,,(g)8in2i 
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SrAinsULUB  Jolles: 


Ist  insbesondere  gj  h  ein  Paar  Hauptträgheitsacheen,  so   ist  nach 
(ß)  Jtf,A(5)  gleich  Null  und  folgliehr 

Diese  Gleichung  geht,  wenn: 

gesetzt  wird,  in: 

js  =,  g'cos^l  +  I)*8in'| 

über.  Sie  stellt,  wenn  unter  2^  und  2g  die  Haupt-  und  Nebensehne 
einer  Ellipse  st^  mit  der  Hauptachse  g  und  der  Nebenachse  h  rentanden 
wird,  bekanntlieh  das  Quadrat  des  halben  Abstandes  i  der  beiden  zu  x 
parallelen  Tangenten  von  jt*  dar.  Aus  ihr  folgt  demnach  ftlr  einen 
sich  um  F  drehenden  Strahl  x  von  £  ebeufalla  die  in  H,  gefundeoe 
TrägheitseUipse  ä*  des  Pimktes  P. 

Dem  in  P  auf  x  senkrechten  Strahle  jf  entspricht  als  Trägheits- 
moment Jfyy(5)  nach  (y)  der  Ausdruck: 

Ferner  kommt  den  in  P  zu  einander  senkrechten  Strahlen  i^  y 
nach  (cc)  das  Zentrifugalmoment: 

zu.     Es  läfst  sich  auf  gleiche  Weise,  wie  MxxCS)  ^  ^^^  Gestalt: 
(*)         3f, v(3)  -  i[M,,{^)  -  if,,(5)]  sin  2^  +  M,,(%)  cos  2| 
überführen, 

10.  Gleichwertig  in  Bezug  auf  ihre  Trägheitsmomente  sind  zwei 
Flächenstücke  5,  5'  eines  ebenen  Feldes  f,  denen  in  Bezug  auf  seine 
Strahlen  je  gleiche  Trägheitsmomente  zukommen.  Nach  7.  entspricht 
zwei  solchen  Flächenstücken  g,  g'  die  gleiche  Schar  konfokaler  Eegel- 
schnitte,  bezüglich  deren  Tangenten  t  die  Trägheitsmomente  '■'"3/rr(5i 
und  '■'■^^(5')  je  den  gleichen  Wert  haben.  Zu  dieser  Schar  gehören 
die  g  und  g'  bezw.  zugewiesenen  polaren  Felder  F  und  I^,  g  und  J' 
haben  demnach  gemeinsame  Hauptträgheitsachsen  und  gemeinsamen 
Schwerpunkt  S.  Ist  Qg'.j  der  parallel  zur  Richtstrecke  r  gemessene 
Abstand  zweier  Parallelen  ff\  g  des  ebenen  Feldes  £,  von  denen  die 
eine  ^  etwa  g'  —  durch  den  Schwerpunkt  S  geht,  so  gelten  die  Be- 
ziehungen: 
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Nach  der  Voraussetzung  ist  aber: 

folglich  wird: 

ri',(5-5')  =  o 

oder: 

5  =  5'- 

Hiemach  sind  den  zusammenfallenden  Achsen  der  polaren  Felder  F*  und 
r"*  in  Bezug  auf  S  bezw.  gleich  grofse  TrUgheitshalbmesser  konjugiei-t. 
Beiden  Achsen  kommen  also  in  beiden  polaren  Feldern  die  nämlichen 
Pimktinvohitioneii  zu,  F*  kann  folglich  nur  mit  F''  identisch  sein. 
Kurz:  zwei  in  Bezug  auf  ihre  Trägheitsmomente  gleichwertige  Flächen- 
Stücke  sind  gleich  grofs  und  bestimmen  ein  und  dasselbe  polare  Feld  F*. 
Das  zu  einem  Flächenstücke  g  gehörige  polare  Feld  F*  ist  durch 
einen  Mittelpunkt  jS  und  durch  ein  Poldreieck  P^P^F^  eindeutig  fest- 
gelegt In  seinen  Eckpunkten  Pj,  P^j  P^  lassen  sich  nun  bezw.  drei 
Flächenstücke  gj,  gj,  g^,  derart  konzentrieren,  dafs  sie  die  Geaamt- 
fläcbe  3  und  den  Schwerpunkt  S  haben.  Das  mit  diesem  Flächen- 
systeme verbundene  polare  Feld  F'*  bat  ebenfalls  P^P^P^  zum  Pol- 
dreieck und  S  zum  Mittelpunkte;  folglich  fällt  es  mit  dem  von  5 
zusammen,  oder  das  Flächenstüek  g  und  die  bezw.  in  Pj,  P,,  Pj  kon- 
zentrierten Flächenstöcke  gj,  g^,  gg  sind  bezüglich  ihrer  Trägheits- 
momente gleichwertig.  Es  lassen  sich  also  in  den  Eckpunkten  jedes 
Poldreiecks  P^P^P^  von  F^  bezw.  drei  Fläcbenstücke  g^,  g,,  g,,  derart 
konzentrieren,   dafs  sie  g  bezüglich  seiner  Trägheitsmomente  ersetzen. 

Haiensee -Berlin,  16.  Juli  1901. 


Historische  und  kritisclie  Bemerkungen  über  den  Begriff 
der  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegelsclmitte. 

Von  Richard  Müller  in  Berlin. 

Die  Absicht  dieser  Zeilen  ist,  auf  die  seltsame  Unsicherheit  hin- 
zuweisen, welche  bei  der  Behandlung  der  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen 
Kegelschnitte  in  einigen  der  verbreitetsten  Lehrbücher  zur  Erscheinung 
kommt. 

Der  natürliche  Ausgangspunkt  für  diesen  Begriff  liegt  in  d^ 
Elementargeometrie  des  Ahnlichkeitspunktes  zweier  Polygone; 
sind  allgemein  zwei  krumme  Linien  ähnlich  und  ähnlich  liegend,  wenn 
in  ihnen  durch  die  von  einem  gewissen  Punkte,  dem  Ahnlichkeitspunkte, 
ausgehenden  Strahlen  homologe  parallele  Sehnen  projiziert  werden. 
Daraus  ergiebt  sich  im  besonderen  für  zwei  ähnliche  und  ähnlich  ge- 
legene Kegehchnitt^,  dafs  irgend  zwei  konjugierte  Durchmesser  des  einen 
den  entsprechenden  konjugierten  Durchmessern  des  andern  parallel  sein 
müssen,  oder  mit  andern  Worten,  dafs  diese  Kegelschnitte  auf  der  un- 
endlich fernen  Geraden  dieselbe  Involution  bestimmen. 

Dieser   Satz   darf  aber   nicht   umgekehrt   werden,   wie    wir  echo 
bei  Poncelet  lesen   können ,   Trait^  des   proprietes  projectives  (Pa 
1822,  Art.  91):  „il  est  evident,  an  effet,  que,  pour  que  des  hyperbolef 
aient   une   secante  commune   a  Finfini,    il   suffit  que  leurs   asjmpt 
soient  paralleles;   or  elles   ne   seront  nullemeut  semblables,  si  eUes 
trouvent  comprises  dans  des  angles  d'asymptotes  differens" 

Sonderbarer  Weise  wird  etwa  50  Jahre  später  mehrfach  das 
Gegenteil  gelehrt.  Z.  B,  helfst  es  in  dem  für  die  französischen  Schulen 
mafsgebenden  Traite  de  geometrie  elementaire  von  Rouche  und  de 
Comberousse  (3,  Aufl.,  Paris  1873,  U.  Nr.  1170,  und  awar  in 
wörtlicher  Anlehnimg  an  Chasles,  Traite  des  sections  coniques,  Pkria 
1865,  I.  Nr.  374):  „Reciproquement,  lorsque  la  droite  de  Tinfini 
une  corde  commune  ä  deux  coniques,  ces  courbes  sont  homoi 
tiques."  Der  angefügte  Beweis  enthält  eine  Lücke,  weil  er  die  von 
den  Verfassern  (in  Nr.  1168)  direkt  ausgesprochene  Forderung 
gleichzeitigen    Reahtät   homologer  Punkte    der   ähnlichen  Kurven 
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berückaiehtigt  lärst.  Noch  auffälliger  erscheint  es,  weim  in  den  von 
H.  Schröter  herausgegebenen  St  einer  sehen  Vorlesungen:  „Die  Theorie 
der  Kegelschnitte,  gestützt  auf  projektivische  Eigenschaften"  (2.  Aufl., 
Leipzig  1876,  §  43  Schlufs)  unter  Verzicht  auf  jede  geometrische 
Begründung  in  Parenthese  gesagt  wird:  „Zwei  Kegelschnitte  keifsen 
nämlich  ähnlich  und  ähnlich  liegend,  wenn  ihnen  dasselbe  Punkt^ysteni 
auf  der  unendlich  entfernten  Geraden  Gx,  zugehört,  d.  h.  G»  eine 
reelle  oder  ideelle  gemeinschaftliehe  Sekante  derselben  ist."  Dem  gleichen 
Gedanken  begegnen  wir  endlich  auch  bei  Salm  on- Fi  edler,  Analytische 
Geometrie  der  Kegelschnitte  (4.  Aufl.,  Leipzig  1878,  Art.  242):  „Zwei 
Kegelgcknitte  sind  demnach  ähnlich  und  ähnlich  gelegen,  wenn  die 
Koeffizienten  der  höchsten  Potenzen  der  Veränderlichen  in  beiden  über- 
einstimmen, oder  nur  durch  einen  konstanten  Faktor  verschieden 
sind."  Zum  Beweise  wird  für  zwei  par^Iele  Halbmesser  r  und  r'  das 
Verhältnis  r* :  r'*  gebildet,  jedoch  über  das  Vorzeichen  dieses  Bruches 
nichts  gesagt.  Dem  rein  analytisch  denkenden  Mathematiker  mag  es  ja 
vielleicht  unbedenklich  erscheinen,  die  reelle  und  die  imaginäre  Ellipse: 
a-Va*  +  yV&'^l     und    x^  /  a^ -i- y\l  h^  =  -  1 

ähnlich  und  ähnlich  gelegen  zu  nennen,  weil  ilire  Axenlängen  den  Propor- 
tionaiitätafaktor  i  zeigen;  aber  die  alsdann  konsequente  Anwendung 
auf  die  beiden  konjugierten  Hyperbeln: 

x^/a^-y^h^^l     und     s:^  /  a^  -  f  /  h^  =  -  1 

dürfte  doch  der  geometrischen  Anschauung  zu  sehr  widerstreben,  weil 
diese  immer  die  Ähnlichkeit  in  den  sichtbaren  Zweigen  verlangen  würde. 
Die  genannten  Lehrbücher  sind  inzwischen  (zum  Teil  wiederholt) 
neu  aufgelegt  worden.  Das  französische  Werk  enthält  die  beanstandete 
Stelle  noch  jetzt  unverändert  (7.  Aufl.,  Paris  1900,  Art.  1180);  die 
deutschen  Autoren  aber  sind  kritischer  gewesen.  Herr  Fiedler  hat 
sich  der  Mitwirkung  seines  Sohnes  versichert,  der  nach  der  Vorrede 
besonders  das  Imaginäre  systematischer  bebandelt  hat-  daher  wurde 
auek  der  fragliche  Art.  242  (6.  Aufl.,  Leipzig  1898)  völlig  verändert; 
durch  den  Znsatz:  „Man  pflegt  in  der  Regel  nur  den  Fall  eines  reellen 
Proportionali tätsi"iiktors  r :  r'  in  Betracht  zu  ziehen"  ist  eine  An- 
näherung an  die  von  Poncelet  vertretene  Auffassung  vollzogen.  Die 
darauf  folgenden  beiden  Absätze  enthalten  eine  scharfe  Darstellung  der 
Frage.  Auch  die  Steinerschen  Vorlesungen  haben  nach  Schröters 
Tode  in  Herrn  R.  Sturm  einen  neuen  Herausgeber  gefunden,  dem  der 
Mangel  der  früheren  Darstellung  nicht  entgangen  ist;  in  dem  völlig 
umgearbeiteten  §  43  (3,  Aufl.,  Leipzig  1898)  wird  nun  entsprechend  den 
beiden     Fällen     des     reellen    und     imaginären    Proportionalitätsfaktors 
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ÄJmlichkeit  der  Kegekchnitte  im  engeren  und  weiteren  Sinne  unter- 
scbiedeo,  und  dazu  bemerkt:  „Mau  macht  diese  eigentlich  nicht 
erlaubte  Erweiterung,  um  manche  Sätze  bequemer  aussprechen  zu 
können«     (S.  254).^) 

Gewifs  ist  eine  Ausdehnung  eines  ursprünglich  engeren  mathe* 
matischen  Begriffes  oft  von  höchstem  Nutzen  (man  denke  z.  B.  an  den 
Potenzbegriff  oder  an  den  sogenannten  unendlich  fernen  Schnittpunkt 
zweier  Parallelen),  aber  über  die  Zidässigkeit  einer  solchen  Erweiterung 
entscheidet  nicht  blofs  die  Anzahl  und  Wichtigkeit  der  dadurch  ein- 
heitlich zusammengefalsten  Sätze,  sondern  vor  allem  die  widersprach 
Einfägnng  in  den  Rahmen  derjenigen  Gesetze,  welche  den 
Begriff  beherrschen.  Herr  Reye  hat  in  seinem  Lehrbuche  (Geometrie 
der  Lage,  I,  4  Aufl.,  1899,  S.  197)  die  von  Herrn  Sturm  vorgeschlagene 
Begriffe  er  Weiterung  nicht  angenommen;  er  bleibt  dabei,  dafs  Hyperbeln 
mit  derselben  Durchmesser-Involution  nur  dann  ähnlich  sind,  „wenn  sie 
in  demselben  Asymptoten -Winkel  liegen".  Übrigens  hat  an  dieser 
Stelle  das  Wort  homothetisch  eine  andere  Bedeutimg  als  bei  den 
französischen  Autoren,  wodurch  die  Klarheit  auf  diesem  Gebiete  aber 
mala  erschwert  wird. 

Berlin,  19.  Juni  1901. 


Ij  Iii  Anknüpfnng  an  diese  Bemerkung  des  Herrn  Sturm  ist  es  vielleiclit 
am  Platze,  auf  den  Satz  hinzuweisen:  Parallele  Ebenen  schneiden  eine  Fl&die 
zweiter  Ordnung  in  ähnlichen  und  ilhnlich  liegendeji  KegelBchnitten.  Der  Stil 
verlangt,  daia  man  den  Begriff  der  Ähnlichkeit  „im  weiteren  Sinne''  aaf 
Vielleicht  hat  gerade  die  „bequeme"  Fassung  dieses  viel  gebrauchten  Satzes  < 
mitgewirkt,  der  von  dem  Herrn  Verf  der  Torliegenden  Note  mit  Recht 
Ungenauigkeit  des  Ausdrucka  Burgerrecht  in  dem  Sprachgebrauche  der 
matik  zu  verschaffen.  Jedenfall«  sollte  aber  stets  auf  die  Erweitenmg  < 
griffea  der  Ähnlichkeit  in  ihm  aufmerksam  gemacht  werden;  ao  sind  s.  B. 
hyperbolischen  Paraboloid  x*  /  a  —  ^*  /b  =  2z  die  zur  xy-Ehene  parallel« 
ebenen  Schnitte  nur  „im  weiteren  Sinne"  für  positive  und  negative  Abstände  fon 
der  asy-Ebene  als  Ehelich  xu  bezeichnen.  Um  zwei  der  bekanntesten  Werke  •»- 
zuführen,  in  denen  ein  derartiger  Hinweis  fehlt,  nennen  wir  Hagens  Synopctik 
Bd.  II,  S.  328  (1894)  und  Salmon- Fi  edler«  Analytische  Geometrie  de«  BanoiM^ 
6.  Aufl. ,  I.  Teil,  S.  94  (1898). 

0,  Hesse  dagegen  diiickt  sich  in  seinen  „Vorlesungen  über  analjtiieh« 
Geometrie  des  Raumes  inabesondere  über  Oberflächen  zweiter  Ordnung"  (Leifwig. 
1861)  S.  334  80  aus:  ^,Parallele  Ebenen  schneiden  eine  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung in  ahnlichen  und  ahnlich  liegenden  Kegelschnitten.  Wir  verstehen  nämhch 
unter  ahnlichen  Kegelschnitten  solche,  deren  Hauptachsen  dasselbe  VerhXltm» 
haben,  und  unter  ähnlich  liegenden  Kegelschnitten  solche,  deren  Haaptadun 
parallele  Richtung  haben."  Doch  ist  der  Sinn  des  letzten  Satzes  in  Bezug  aaf 
die  vorliegende  Frage  nicht  ganz  klar.  £.  Lftmpe. 


Rezensionen. 


Bibliotheca  Mathematioa.     Zeitschrift  für  Geschichte  der  mathematiscboa 
Wissenschaften.     Herausgegeben  von  (xUStaT  Eneström  in  Stockholm. 
3.  Folge.     2.  Band.     476  S.     Mit  dem  Bildnisse  von  E.  Beltrami  als 
Titelbild,  imd  den  in  den  Tert  gedruckten  Bildnissen  von  K.  Petersen 
und  0.  Schi ö milch,  sowie  18  Teitfiguren.    1901.   Preis  des  Bandes M.  20. 
Es  ist  eine  nicht  wegzuleugnende  Thatsache,  dafs  vielen  Mathematikera 
der  Sinn   für  die  Geschichte  ihrer  Wissenschaft  abgeht,   und  dafs  es  so  ist, 
kann   man    auch    leicht   begreifen.     Wer   eigne   Ideen    hat  und  Neues  findet 
oder  zu  finden  glaubt,   der  kümmert  sich  höchstens  um  das,   was  seine  un- 
mittelbaren Vorgänger  geleistet  haben,  kommt  aber  nicht  dazu,  sich  mit  den 
Untersuchungen  aus  älteren  Zeiten  zu  beschäftigen,  von  denen  er  sich  doch 
keinen   unmittelbaren  Nutzen   für   seine  eigenen  Arbeiten  versprechen  kann. 
Es  gehört  in  der  That  für  den,  der  Neues  produzieren  kann,   eine  gewisse 
Aufopferung  dazu,  sich  in  den  Ideenkreis  einer  längst  entsr-bwundenen   Zeit 
zurückzuversetzen    und    mathematischen    Ent Wickelungen    nachzugehen,    die 
vom    heutigen    Standpunkte    aus    vielfach    sehr    unvollkommen    erscheinen, 
weiin    sie   auch   vielleicht   die  Keime   ausgedehnter  Theorien  enthalte«,   auf 
die  wir  jetzt  mit  Bowimdcrung  blicken. 

Niemajid  wird  verlangen,  dafs  jeder  Mathematiker  sich  selbst  als 
Forscher  mit  der  Geschichte  der  Mathematik  beschäftige,  aber  es  sollte 
doch  wenigstens  keiner  sieh  der  Erkenntnis  verschliefsen ,  dafs  die  Ge- 
schichte der  Mathematik  auch  wert  ist,  betrieben  zu  werden,  ja  dafs  sie 
betl•ieb^en  werden  mufs,  wenn  nitht  bei  der  eben  so  sehr  in  die  Breit*?  wie 
in  die  Tiefe  gehenden  Entwiekelung  der  Mathematik  die  Übersicht  über 
das  Ganze  und  über  den  Einflufs  der  einzelnen  Gebiete  auf  einander  ganz 
verloren  gehen  soll.  Und  dann,  wie  viele  der  landläufigen  Angaben  über 
die  Urheber  der  einzelnen  Sätze  erweisen  sieh  bei  genauerer  BetrucbtuHg 
als  irrtümlich,  obgleich  sie  immer  ein  Lehrbuch  vom  andern  abschreibi. 
Sollten  nicht  gerade  die  Mathematiker,  von  denen  man  sagt,  sie  pflegten 
ihre  Behauptungen  auch  zu  beweisen,  mehr  als  andere  das  Bedürfnis  haben, 
auch  in  diesem  Punkte  nur  solche  Angaben  zu  machen,  auf  die  man  sich 
wirklieh  verlassen  kann? 

Erfreulicherweise  ist  aber  doch  die  Erkenntnis  der  Wichtigkeit  histo- 
rischer Studien  auf  dem  Gebiete  der  Mathematik  heutzutage  srlion  viel 
weiter  verbreitet  als  noch  vor  wenigen  Jahrzehuten.  Ein  deutlicher  Beweis 
dafür  sind  die  Jahresberichte  der  deutschen  Mathematikervereinigung  mit 
ihren  zum  Teil  ganz  heiTorragonden  Referaten  über  die  Entwiekelung  ein- 
zelner Gebiete,    dann   aber  auch   das   grofsartige    Unternehmen  der  „Ency- 

Anhir  dar  ÜKtheiuKtik  uii«!  Pbyilk.    lU.  ßoib«.    IL  88 


34r 


ReKeniionen. 


klopädie  der  matbematischen  Wissenschaften",  das  in  Gestalt  einer  Kodifi- 
kation des  gegenwUrtigen  Standes  der  Mathematik  zugleich  in  getrissem 
Sinne  eine  Art  Geschichte  wenigstens  der  Mathematik  des  neunzehnten 
Jahrhunderts  bietet.  Unter  diesen  Umständen  braucht  eine  aosseJilieüislich 
der  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  gewidmete  Zeitschrift, 
wie  wir  sie  seit  zwei  Jahren  in  der  Bibliotheca  Mathcrnatiai  be^itxen,  ihn 
Existenzberechtigung  nicht  erst  zu  beweisen,  sondern  erscheint  vielmehr  als 
eine  geradezu  unentbehrliche  Ergänzung  der  übrigen  mathematischen  Zeit- 
schriften, die  ihrer  ganzen  Anlage  nach  historischen  Arbeiten  nur  ausnahms- 
weise Aufnahme  gewähren  können. 

Allerdings  ist  ja  die  Bibliotheca  Mathematica  an  sich  beträchtÜeh 
älter  als  diese  zwei  Jahre,  aber  in  ihrer  früheren  Gestalt  konnte  sie  wegen 
ihres  aufserst  beschränkten  ümfangs  und  wegen  ihrer  geringen  Verbreitung 
—  gar  mancher  Mathematiker  wufste  kaum,  dafs  sie  vorhanden  war  — 
dem  bestehenden  Bedürfnis  nicht  genügen.  Die  Mathematiker  sind  dahor 
der  Verlagsbuchhandlung  von  B.  G.  Teubner  entschieden  zum  grölsleo 
Danke  verpflichtet,  dafs  sie  es  dem  Gründer  der  Bibliotheca  Mathematici, 
Herrn  Eneströra,  ermöglicht  hat,  seine  Zeitschrift  so  zu.  erweitem  und 
ihr  einen  solchen  Zuschnitt  zu  geben,  dafs  sie  wirklich  als  Zentralstelle  für 
Alles,  was  auf  d*^ni  Gebiete  der  Geschichte  der  Mathematik  geleistet  wird, 
dienen  kann.  Möchte  sich  dieser  Dank  nun  auch  durch  die  That  beweisen, 
indem  recht  viele  Mathematiker  die  Bibliotheca  ilathematicA  unterstützen, 
sowohl  durch  Beiträge  als  auch  namentlich  dadurch,  dafs  sie  zu  ihm 
Abonnenten  werden. 

Der  zweite  Band  der  Bibliotheca.  Mathematica,  der  jetzt  nach 
Erscheinen  des  vierten  Heftes  vollständig  vorliegt,  ißt  ebenso  wie  der  enl^ 
durch  Eeichhalügkeit  und  Vielseitigkeit  des  Inhalts  ausgezeichnet.  Von 
gröfseren  Aufsätzen  ist  vor  allen  Dingen  zu  nennen  die  ausführliche  Darstel- 
lung, die  Loria  dem  Leben  und  den  mathematischen  Leistungen  Beltramit 
gewidmet  hat,  das  beigegebene  vortreffliche  BUd  Beltramis  ist  ein  be- 
sonderer Schmuck  des  Bandes.  Einen  Nachruf  an  0.  Schlö milch  (mit 
Bildnis)  hat  M.  Cantor  beigesteuert  und  eine  Wüi'digung  der  Arbeit^o 
des  viel  zu  wenig  beachteten,  russischen  Mathematikers  K-  Petersen 
(1828 — 81)  giebt  Stäckel,  ebenfalls  mit  einem  Bildnisse.  Sehr  dankens- 
wert ist  auch  ein  vom  Herausgeber  bearbeitetes  Verzeichnis  der  1881 — 1900 
verstorbenen  Mathematiker  mit  Angabe  der  über  sie  erschienenen  Nekrolo 
Die  sonstigen  Aufsätze  alle  aafzuzählen,  geht  hier  nicht  an,  ich  nenne 
nur  einige:  F.  Hultsch  giebt  neue  Beiträge  zur  ägyptischen  Teilung?- 
rechnung,  F.  Schmidt  handelt  über  Physikalisches  und  Technisches  im 
Philon  von  Byzanz.  M,  Koppe  schildert  die  Näherungsmethoden,  dir 
Huygens  zur  Kreis-  und  Logarithmenberechnung  benutzt  hat.  M.  Kutta 
handelt  über  elliptische  und  andere  Integrale  bei  Wallis.  G,  Heinrich 
zeigt,  dafs  James  Gregory  in  seiner  „Vera  circuli  et  hjperbolae  qo»- 
dratura"  (1668)  thatsächlich  schon  den  Vorsuch  gemacht  hat,  zu  beweisen, 
dafs  die  Quadratur  des  Kreises  nicht  durch  algebraische  Hilfsmittel  vuh 
fuhrbar  ist.  In  drei  Aufsätzen  von  v.  Braunmühl,  „Historische  ünli 
suchung  der  ersten  Arbeiten  über  Interpolation",  „Zui'  Gescliichte  der 
stchung  des  sogenannten  Moivre sehen  Satzes'\  „Zur  Geschieht*'  der  Trig 
metrie  im  18.  Jahrhundert^',    werden  verschiedene   der   landläutigen,  in 


RezenBionen.  ^VIBI^^^P  ^'^ 

Lehrbüchern  immer  wiederkehrenden  Angaben  über  diese  Dinge  als  falsch 
nachgewiesen  und  berichtigt.  In  der  Abhandlung:  „Beiträge  zur  Geschichte 
der  IHinktionentheorie  im  18.  Jahrhundert'^  zeigt  Stacke l^  dafs  auch  die 
hydrodynamischen  Untersuchungen  von  Clairaut,  d'Alembert,  Euler  und 
Lagrange  eine  ganze  Reihe  von  Gedanken  enthalten,  die  die  moderne 
Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen  vorbereitet  haben. 
Eine  nicht  unwichtige  praktische  Frage  erörtert  derselbe  in  dem  Aufsatze: 
„Wie  sollen  die  Titel  der  mathematischen  Zeitschriften  abgekürzt  werden?* 
Jedes  Heft  enthält  eine  Rubrik:  „Kloine  Bemerkungen  ztir  zweiten  Auflage 
von  Cantors  Vorlesungen  über  die  Geschichte  der  Mathematik",  ein  Ver- 
zeichnis neu  erschienener  Schiiften  und  eine  kurze  wissenschaftliche  Chronik. 
Auch  mehrere  interessante  Rezensionen  findet  man;  besonders  erwähnenswert 
ist  eine  vom  Heraasgeber  Über  die  neue  Auflage  der  dritten  Abteilung  dea 
dritten  Bandes  der  C  an  torschen  Geschichte,  erwähnenswert  namentlich  des- 
halb, weil  darin  die  Kritik  mehr  zur  Geltung  kommt,  als  in  den  bisher 
erschienenen  Besprechungen.  Dafs  der  Herausgeber  durch  Beifügung  eines 
Autorenregisters,  eines  Sachregisters  und  eines  Namenregisters  das  Zurecht- 
finden auf  jede  nur  denkbare  Weise  erleichtert  und  die  Benutzbarkeit  des 
Bandes  nach  Möglichkeit  gesteigert  hat,  war  nicht  anders  zu  erwarten,  es 
roufs  aber  ausdrücklich  erwähnt  werden,  denn  es  wäre  nur  zu  wtlnachen, 
dafs  recht  viele  Herausgeber  von  Zeitschriften  und  auch  von  Büchern  sich 
daran  ein  Beispiel  nähmen. 

Mochten  diese  Zeilen  dazu  beitragen,  recht  viele  Mathematiker  auf  die 
Bibliotheca  Mathematica  aufmerksam  zu  machen,  und  möchten  dem  vor- 
liegenden Bande  noch   viele  andere  folgen.     An  Stoff  fehlt  es  ja  nicht. 

Leipzig,  im  Januar  19U2.  F.  Engel, 


Vorreden   und  Einlei tongen   sn  klaasischen  Werken   der  Heohanik: 

Galilei,    Newton,    D'Alembert,    Lagrange,    Kirchhoff,    Hert/., 

Helmholtz.     Übersetzt  und  herausgegeben    von    Mitgliedern  der  Philo- 

^    sophischen    Gesellschaft    an    der  Universität    Wien.     (IL  Band  der  Ver- 

^P    öffentlichungen    der    Philosophischen    Gesellschaft    an   der  Univei-sität  zu 

^     Wien).      Leipzig  1Ö99,  C.  E.  M.  Pfeitfer.    VU  -f  258  S. 

Eine  Sammlung  von  Vorreden?    Diese  etwas  verwunderte  Frage  drängt 
sich  vermutlich  zuerst  auf  alle  Lippen,    wie    wir  sie    selbst   zu   stellen  uns 
nicht   enthalten    konnten.     Eine   Sammlung    von   Ansichtspostkarten    ersetzt 
keine  Reise,  eine  Sammlung   von  Speisefolgen   keine   Mahlzeit,   eine  Samm- 
lung von  Konzertzetteln  kein  Musikstück.    So  waren  unsere  ersten  Gedanken; 
aber  bald  ergänzten  sie  sich  dahin,  dafs,  wenn  eine  Sammlung  von  Ansichts- 
postkarten   keine    Reise    ist,    sie    doch    die  Veranlassung    bieten    kann,    die 
I  ßchritte  da  oder  dorthin  zu   richten.     Eine  Vorrede,   gedankenreich   und  in 
l^nmutender    Sprache    verfafst,   hat   nicht   selten   einem    neuen   Werke    Leser 
'  verschafft.     Um  wie  viel  mehr  müg   das   bei  schon  berühmten,  aber  dunjm 
doch  keineswegs  allgemein  bekannten  Werken  der  Fall  sein,  und  wenn  von 
denen,   welche   hier   erstmalig   die   Darstellungsweisen   der   gi'ofsen  Förderer 
der    Mechanik   kennen    lernen,   einer   oder  der  andere   für    das  vollständige 
Studium    ihrer   Werke   gewonnen    wird,    so   liegt  darin    eine   Rechtfertigung 
der  Sammlung.     Neben  diesem  mehr  mittelbaren  Nutzen   bringt  die  Samm- 
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lung  aber  auch  unmittelbar  wertvolle  Kenntnisse  zum  Bewufstsein  des  Lesen. 
Steckt  doch  in  den  in  ihr  mitgeteilten  Vorreden  und  Einleitungen  eine  Fülle 
feiner  Bemerkungen,  teilweise  schon  weit  und  breit  bekannt  und  fruchtbar 
geworden,  teilweise  vielleicht  noch  eines  Entdeckers  harrend,  der  den  wahren 
Sinn  ermittle.  Ging  es  doch  oft  genug  so,  dafs  unzählige  Leser  an  einem 
Satze  vorüber  eilten,  bis  Zufall  oder  ähnlich  geartete  Geistesrichtung  einen 
Leser  gerade  an  der  Stelle  verweilen  liefs,  sodafs  sie  in  ihm  ihren  Keim 
niederlegen  konnte.  Unter  allen  Umständen  ist  es  aber  lehrreicher,  einen 
Gedanken  unverfiilscht  und  unverändert  kennen  zu  lernen,  wie  sein  Urheber 
ilin  aussprach,  als  in  absichtlicher  oder  unabsichtlicher  Umformung.  Damm 
haben  die  Herren  Herausgeber  sehr  richtig  gehandelt,  indem  sie  hinter  ihren 
Übersetzungen  auch  den  m-sprünglichen  lateinischen  oder  französischen  Wort- 
laut zum  Abdruck  bringen  iiefsen.  Als  Herausgeber  sind  genannt  die  Herren 
Zindler,  v.  Schmeidler,  v.  Sterneck,  Höfler, 

Heidelberg.  M.  Caktor. 


H.  Schubert.    Mathematische  Mufseatunden.    Eine  Sammlung  von  Ge- 
duldspielcn,    Kunststücken    und    ünterhaltungsaufgaben    mathe 
Natur.    Zweite,  stark  vermehrte  Auflage.    Leipzig  1900.    G.  J. 

Erster  Band:  Zahl-Probleme.     4  Mk. 

Zweiter  Band:  Anordnungs-   und  Wahrscheinliehkeitsprobleme.     4  Ml. 

Dritter  Band:  Reise-Probleme  und  geometrische  Probleme.     4  Mk. 

„Es  handelt  sich  hier  um  kein  streng  wissenschafUiches  Werk,  soad 
um  ein  Buch,  in  dem  der  Verfasser  allerhand  Gedanken  über  Ding« 
gelegt  hat,  die  mit  der  Mathematik  in  Berührung  stehen  und  mit  denen 
sich  jeder  Gebildete  oft  und  gern  in  seinen  Mufsestunden  beschäftigt.  Es 
sind  imgezwungene  kritisch-historische  Betrachtungen  und  unterhaltende 
Plaudereien  über  alle  möglichen  Probleme  und  Kunststücke,  die  in  einer 
auch  dem  Laien  leicht  fafslicben  Form  vorgeführt,  erklärt  und  ergänzt 
werden." 

Es  ist  ein  Werk,  wie  es  die  Franzosen  in  den  H^cr^tions  mathem» 
tiques  von  E.  Lucas  und  die  Engländer  in  den  Mathematical  Becreations  von 
R.  Ball  lUngst  besitzen.  Doch  ist  der  bei  weitem  gröfste  Teil  der  vor- 
liegenden Sammlung  aus  eignen  Studien  des  in  Schulkreisen  sowohl  wie  in 
der  wissenschaftlichen  Welt  rühmlichst  bekannten  Verfassers  hervorgegangen. 

Das  Werk  wird  übrigens  auch  mit  Vorteil  für  den  Unterricht  zu  ver 
wei-t€n  sein,  und  zwar  sowohl  für  das  algebraische  und  arithmetische  wie 
für  das  geometrische  Pousura.  Aus  dem  reichen  Inhalt  mögen  einig« 
Probleme  hervorgehoben  werden,  welche  nach  dieser  Richtung  das  Intensise 
der  Schüler  zu  steigern  geeignet   sind. 

Erster    Band:     Erraten    gedachter    Zahlen.      Vorauswissen    erh 
Resultate.     Über  sehr  grofse  Zahlen,     Neuner-Probe  und  Neunerkuast«täck. 
Pythagoreische  und  heronische  Zahlen.     Arithmetische  Trugschlüsse. 

Zweiter  Band:  Die  Spaziergänge  der  Pensionatsdamem  Aufgaben  d«r 
erschwerten  Überfalirt.  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf 
das  Skatspiel. 

Dritter  Band:  Gruppierung  von  Punkten,  so  dafs  immer  drei  von  ihnen 
in  gerader  Linie  liegen.     Der  goldene  Schnitt.     Teilung  des  Kreise«     Gw 


T^vgitUiae.     Die  Qnanter  Itt 
Di«  Trisektüm  das  WiahefaL     Dia  ^ivte 

B«£  fddie&k  wfc  dn  Wniueke,  ddb  das 
rV«tk  T«!  iwht  TidM  Liiavn  vmI  SdiAlen  g 
«iMr  SckttOibliollMik  ftUn  inBgeL 
Berfin.  


E.  Jl 


K.  Kiüm,  Ijehrlmoh  der  Blementar-Aritlimetik.  1.  Teil.  Zweit»  Ter- 
beoerte  Auflage.     ffildbwgkaiiseD,  1900.   O.  Pe«Mldt     18  6. 

Dm  Lehrblick  budelt  in  dem  BalmMB  Ton  48  S«iten  vcm  dn  tier 
GnmdopenlaoMii  «ad  den  üneareB  Gleidnmgeii  mit  mehraren  üabekuuitflB 
nebet  taUnidm  Cbimgnafgabeti.  An  da*  Dmr5t<>l]ang  ist  die  baapii« 
AudrockgiraSB  «nd  das  Fehlen   unnötigen   Ballastes   lobend    tu    erwUbnen. 

Dem  Ytrhaaer  ist  ein  Versehen  untergelaufen^  wenn  er  an  Stelle  de« 
Ausdrucks  „meiBiglladnge  Größen**  den  Ausdrack  ^komplexe  GrOfsen**  anwvodal. 

Berlin.  £.  Jahmcb. 

JL  Schwerillf .  Stereometrie  fOr  höhere  I.ehran8talt«n.  Zweite  Auf- 
lage.    Preiburg  i    B,  1900.     Herden     Ö6  S.     M.   1,10. 

Das  Buch  ist  mustergiltig  f&r  den  stereometri«:ben  Unterricht  Es 
xerniUt  in  zwei  Teile.  Im  ersten  giebt  der  Verfasser  einen  Lehrgang,  wie 
er  etwa  fiir  die  Cnter-Sekunda  einer  Berliner  Realschule  geeignet  ist  Der 
zweite  Teil  enthalt  eine  breitere  Darstellung  des  gewöhnliches  Stereo» 
metrischen  Pensums.  Hier  geht  der  Verfasser  in  einem  besondtwen  Para- 
graphen  auf  die  Schnitte  des  geraden  Kreiscylinders  und  des  geraden 
Kreiskegels  ein.  Ein  letzter  Paragraph  giebt  einige  SAtse  der  orthogonalen 
IVojektion. 

Jeder  Paragraph  schliefst  mit  zahlreichen  Beispielen  und  Übungsaufgaben, 
die  der  Verfasser  der  „100  Aufgaben"  interessant  genug  ausruwÄhlen  versteht 

Berlin.  E.  Jahnke. 


^ 


K.  Sehwerilig.  Trigonomeöi©  für  höhere  Lehranstalten.  Zweite  Auf- 
lage.    Freiburg  i    B.,  1900.     Herder.     53  S.     M.   1,10. 

Das  Buch  zerfallt  in  3  LehiT?ange.  „Den  amtlichen  Lehrvorscliriften 
entsprechend  erfolgt  der  wissenschaftliche  Aufbau  der  Trigonometrie  erst  im 
dritten  und  letzten  Lehrgange  des  vorliegenden  Buches.  Auf  den  Heiden 
früheren  Stufen  werden  die  dem  Auge  des  Lernenden  am  meisten  auffallen- 
den Umrisse  des  Lehrgebäudes  nach  und  nach  sichtbar." 

Referent  ist  mit  dieser  Spaltung  nicht  einverstanden,  weil  sie  nach 
seiner  Meinung  in  das  trigonometrische  Pensum  Schwierigkeiten  hineintrftgt, 
die  ihm  fremd  sind.  So  bringt  der  Verfasser  die  zweite«  Definition  der 
trigonometrischen  Funktionen  am  Kreise  vom  Radius  Eins  erst  int  dritten 
Lehrgang  und  erschwert  sich  dadurch  die  Klarstellung  der  Thatsache,  tlafs 
der  Sinus-  und  Cosinus-Satz  auch  filr  stumpfwinklige  Dreiecke  gelten.  Aber 
auch  Unklarheiten  haften  der  Darstellung  des  VerfiUMfS  an,  insofern  die 
Additionstheoreme  nur  filr  spitze  Winkel  bewiesen,  aber  auch  für  stumpfe 
Winkel  angewendet  werden. 
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Im  einzelnen  bietet,  das  Lehrbuch  eine  Fülle  des  Intereesanten  und 
Brauchbaren,  insbesondere  was  die  Übungsaufgaben  anbetrifft,  wefihalb  d&s 
Studium  des  Buches  den  Fachgenossen  nur  angelegentlichst  empfohlen 
werden  kann. 

Berlin.  E.  Jahnke. 

H.  Oanter   und   F.  Rudio.      Die    analytische   Geometrie    der  Ebeoe. 

TV.  Auflage.  Leipzig  1900,  B.  iJ.  Teubner.  VIll,  18(i  S. 
Bei  der  Beliebtheit  des  in  der  Überschrift  genannten  Buches  dürfen  wirtuis 
mit  einigen  Daten  begnügen.  Im  35.  Bande  der  Zeitschrift  f.  Matii.  u.  Phrs. 
freuten  wir  uns  das  188W  erschienene  Werkchen  unseren  Lesern  empfehlen 
zu  können.  Februar  1894  ist  die  Bezeichnung  der  Vorrede  zur  2.  Auflage, 
November  1890  die  der  Vorrede  zur  3.  Auflage,  welche  in  einer  gröfserts 
Anzahl  von  Exemplaren  als  die  vorhergehenden  gedruckt  wurde.  Troti- 
dem  durften  die  Verfasser  schon  im  September  1899  die  Vorrede  zu  einer 

4.  Auflage  fertigstellen.  Das  der  neuen  Auflage  beigegebene  aJph&betische 
Sachregister  wird  gewiß  den  meisten  Benutzern  sehr  willkominen  sein. 

Heidelberg.  M.  Cantor» 

P.  Lt  TscheTiyfieheif.  P,  L.  Tschebysctieff  und  seine  Wissenschaft* 
liehen  Leistungen  von  A,  Wassilief.  Die  Tschebyscheffschen 
Arbeiten  in  der  Theorie  der  Gtelenkmechanismen  von  N.  Delauns). 

Leipzig  1900,  B.  G.  Teubuer.     70  S, 

In  dem  44.  Bande  der  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys,,  Hist  Litter.  Abtlf 

5.  62  ist  ein  in  französischer  Sprache  verfafstes  Lebensbild  von  Tsche!l«T- 
s  che  ff  besprochen.  Ebendort  S.  101 — 111  findet  sich  eine  DarstellTiiij; 
der  Tschebyscheffschen  Arbeiten  über  Gelenkmechanismen.  Eine  deutsche 
Übersetzung  jenes  Lebensbildes^  der  Abdi'uck  jener  Abhandlung  sind  xn  einer 
kleinen  Schrift  vereinigt  worden.^  welche  uns  heute  in  hübscher  Ausst^kttnog 
vorliegt.  Auch  das  der  fran/i5sischen  Ausgabe  angeheftete  Bildnis  Tscheb j- 
scheffs  in  Heliogravüre  ist  der  deutschen  Bearlaeitung  beigegeben. 

Heidelberg.  M-  Caxtob. 

Adolf  Kla8.    Die  Dreiteilung  und  Fünfteilung  des  Winkels  auf  ds 

Wege  der  elementaren  Geometrie  allein  mit  Lineul  und  Zirkel  gelöst 
und  dargelegt  Wiesbaden  1900,  Hermann  Ferger.  14  S.  9  Figuren- 
tafeln. 

Der  Verfasser  kennt  den  Beschlufs  der  Paiiaer  Akademie  der  Wissen* 
schaffen  von  1775^  Trisektions versuche  ohne  weitere  Prüfimg  /urückzuweisea. 
Nichtsdestoweniger  hat  er  seiner  Überzeugung  nach  die  Aufgabe  gelost 
Wohlwollende  Freunde  scheint  er  auch  zu  besitzen,  welche  ihm  bedeuti 
ein  von  ihm  als  gleichschenklig  angenommenes  Dreieck  sei  thats&ch 
nicht  gleichschenklig.  Dieser  besondere  Einwand  fruchtete  bei  Herrn  Kla? 
nicht  mehr  als  der  allgemein  gehaltene  alte  Pariser  Beschlufs.  Wir  unter- 
lassen weitere  Bemühung  ihn  eines  Besseren  zu  belehren. 

Heidelberg.  M.  Cawtoil 


1900,  O^mikm. 
m  der 


SekvVerl**  gidbl  H«t 


P.BtteCffl    mmmm  «ad  iphirtwhi»  TrigimBMWtf  i«.    Vm  +  t^^ 

■Ol  47 

aad  sphixia^eB  'RigiiiiiMiiiliiii  ü  d«  lAliehm  AiMidaaa^  «id  lAw«\ 
liadit  älsikiiiT  DnateOng.  Gegcnfibar  aoMÜgw  Lebr^OckerB  d«r  TrigMi»^ 
BMtriB,  «liek»  in  dir  Bcgel  «nki  ab  SdraUittek«  gölten«  triU  liir  dv 
ÜWoigartoff  ci«u  nriick.    D«r  Y«itenr  lial  minii  di«  iuj|ii«i^lick»  Dii- 

intioa  der  tr^gonoBMÜnedhen  AntktioMB  im  Alwifimitt  I  mka  dwo  DedMii^ 
dorcii  Kdtcb  aaf  Gnmd  oiMs  lecJutwiaHigen  Koordiaaleut^ilenMi  geMlsL 
Be  kuiD  oreifelkefl  teiiL,  ob  dies  pldagogisck  glQeklkk  ist  AvsfllluäclMVis 
ftber  Koordioatawjsieme  wird  erst  ^ifcer  (Abschnitt  Hl)  erbiect.  Er- 
sekwereod  wirkt  sack  noch  die  ünmbkiogigkflit  d«r  Mabunkeün  flbr  Ab- 
soMeo-  und  OrdinatenadiM.  Man  könnt»  es  Ükr  rorteilhaftar  kalliB«  dlM» 
Betrachtung  erst  ^ter  im  Verein  mit  der  BeS|>rM*httng  des  BoginiMAes 
der  Winkel  (8.  142,  wo  ührigens  der  Druckfehler  stehen  gehlleh«n  ist^ 
da£B  der  Winkel  0^00"  in  Bogenmals  gleich  0,000005  seiD  soU)  sn 
bringen.  Hier  wire  es  dann  zugleich  leicht,  dieselbe  Halseinheit  (ttr  beide 
Adisen  zn  Grande  zn  l^en^  die  Karren  für  die  trigonometrischea  Fonk* 
tionen  wfkrden  dabei  noch  etwas  bestimmter  und  deshalb  leichter  lal^bar 
herauskommen.  Für  den  allerersten  Anfang  aber  hatte  der  Leser  allein 
mit  der  Deutung  der  Funktionen  am  rechtwinkligen  Dreieck,  bea.  am  Kreise 
des  Radius  1  zu  arbeiten.  Immerhin  läfst  sich  Ober  solche  Fragsa  atreitiB* 
Dagegen  glaube  ich,  dafs  eine  Bemerkung  zu  S.  108  keinen  Widenpruok 
finden  wird.  Die  Nep ersehe  Regel  wird  hier  unter  Zugrundelegung  eines 
regelmafsigen  Fünfecks  in  äul'serlieher  Weise  gefafst.  Bei  Neper  selbst  und 
in  Gaufs"  ^Pentagramma  mirifieum'*  wird  auf  organischem  Wegr^  aus 
irgend  einem  ersten  rechtwinkligen  Dreieck  ein  sphärisches  Fünfeck  ge- 
wonnen, umgeben  von  fttnf  rechtwinkligen  Dreiecken,  bei  denen  die  (Unf 
Bestimmungsstflcke  gerade  auf  alle  Arten  cykliscb  permutiert  erscheinen 
In  dieser  Nep ersehen  Konstruktion  liegt  der  Hauptreiz  der  Lehrt'  von  den 
rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecken,  und  sie  wäre  dieserhalb  wirklich 
wert,  ihrer  Vergessenheit  entrissen  und  zum  eisernen  Bestand  der  sphÄrischen 
Trigonometrie  gemacht  zu  werden.  Natflrlich  betrifft  diese  Bemerkung  in 
keiner  Weise  die  Brauchbarkeit  des  vorliegenden  Buches,  welches  sich 
namentlich  durch  grofse  Vollständigkeit  des  analytischen  Aufbaus  vorteilhaft 
auszeichnet. 


Braunschweig. 


Frickis. 


Max  8ill]0ll,     Analytische  GeometriB   der  Ebene.     VII  -f  37*2  Seiten 
mit   96   Teit£giiren.      Leipzig  1900,  Göschen. 
Wenn   mit  dem    Baude  VllI  der  „Sammlung  Schubert'',   anal 
Geometrie    der   Ebene,   auch   nicht   gerade   eine    Lücke   der   matheni;i' 
Litteratur  ausgefüllt  wird,    so  wird  man  eine  Darsti^lung  di>r    analy tischen 
Geometrie  aus  der  Feder  des  hochverehrten  VerfflJisers  doch  gerne  entgegen- 
nehmen, zumal  derselbe  in  der  Abfassung  von  U^hrhüchern  ülmr  iinalytisühe 
Geometrie   nachgerade   die   nötige    (*buiig    brsitxt.      Zur    rhnrakferi.stik    des 
Buches   diene   vor  allem  die  Angabe,   dafs   Herr  Simon  die  projektive  Bs* 
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ti-achtimgsweise  stark  in  den  Vordergrund  rückt.  Dies  geht  so  weit,  da& 
nach  Absolvierung  des  Kreises  sogleich  die  projektive  Behandlung  der  all- 
gemeinen Kurve  »weiten  Grades  als  Puakt-  und  als  Tangentengehilde 
gegeben  wird.  Daran  reiht  sich  die  projektive  Erzeugung  der  Kegelschnitt*, 
die  Betrachtimg  der  Kegelschnittbtischel  und  Kegelschnittreihen,  und  erft 
nun  folgt  last,  not  least  die  spezielle  Behandlung  der  „eigentlichen""  Kegel* 
schnitte.  Die  systematische  Behandlung  erstreckt  sich  in  der  Haup< 
nur  auf  Gerade  und  Kegelschnitte.  Von  höheren  Kurven  konunen, 
sehen  von  einigen  wenigen  allgemeinen  Bemerkungen,  nur  einige  besoodot 
wichtige  Tjpen  zur  Behandlung,  nämlich  die  Cissoide,  die  Kardioidef  dis 
Astroide,  die  dreiapitzige  Hjrpocykloide^  die  Lemniskaten,  die  Spirnle 
Archimedes  und  die  Cykloide.  Das  Buch  ist  aufs  reichste  mit  V^ 
aufgaben  ausgestattet;  hierin  liegt  sogar  ein  Hauptwert  desselben. 

Braunschweig.  Frick«. 


Emil  Haeiitzschel.     tlber  die  verschiedenen  Grandlegungen  in  der 

Trigonometrie.        Wissenschaftliche     Beilage     zum     Jahi*esbericht    'hi 

KöUnischen    Gymnasiums    zu    Berlin.      Ostern    1900.      ^lit    4    Figuren. 

31  S.     4*.     Berlin  1900^  B,  Gaertners  Verlagsbuchhandlung  (Hermann 

Heyfelder).     Programm  No,  58. 

In  der  Trigonometrie  werden  gewisse  Winkelfunktionen  spitzer  Winkel 

als  Quotienten   gewisser  Strecken  erklärt.,   und  dann   muTs   man   spater  dm 

Übergang  zu  den  frtiher  der  Erklilrung  nicht  unterworfenen  Winkelfunktionaa 

nichtspitzer  Winkel  machen.      Irgendwo  ist  dazu  eine  Erweiterung  des 

griffes    der  Winkelfiinktion    vorzunehmen,   bei    welcher  die    sogenannte 

nianenz  der  formalen  Gesetze  gewahrt,  bleibt.     An  welcher  Stelle  diese  R»- 

weiterung  eintritt,  dürfte  an  und  für  sich   gleichgültig   sein.      Man   könnte 

z.  B.  die  für  spitze  Winkel  cc,  ß^  «  -|-  jS  bewiesenen  Formeln  für  8in(«-|-|J) 

und  cos  («  -f-  ß)  als  allgemeingtUtig  aussprechen  und  daraus  den  Wert  der 

Winkelfunktionen   nichtspitzer  Winkel  entnehmen.     Herr  Haentzschel  b»t 

die  Erweitemng  an  eine  andere  Stelle  verlegt.     Er  zeigt  geometrisch,  dafs 

für  spitze  Winkel  a  die  vier  Sätze  stattfinden: 


Sin  a  ^  2  sm  g  •  cos  - , 
cos  o  =  1  —  2  (sin  ^^ J  , 


tg  «   ^= , 

tg  «  •  cotg  ft  =  1. 
Er  zeigt  aufserdem  wiederum  geometrisch,  dafs  in  dem  gleichen  Winkel! 

sin  a"  -^  cos  ft'  =  1. 
Dadurch  nimmt  die  Gleichung  für  den  cos  a  die  Gestalt  an: 

cos«  ^^  2  (cos  -I    —  1. 

Jetzt  werden  die  gewonnenen  Sätze  als  Definitionen  der  Winkelfunktionen  beou 
und  mit  ihier  Hüte  findet  man  die  Bedeutung  der  Funktionen  nichtspitzer  Wink 
Heidelberg. M.  Caätor. 


der 
1.1IU  IMMX 


iBCr  WlllMlm-l7Atv«nii&t   Stralttmzs    «ai 


Dr.  Tk  Si«gler«  od  «MfM  Oiil>^iiifW<Mi  te  fto- 
tenrs  Dr.  WU^elband  mt  ^m  wm  11,  Utai  190D  bwliHm—  Klvia 
BrmBo  ChrUtoffel  totet  dw  ftopoMaMtoül  w—  hortoitirHBiili  A«lrtlte> 
i«d«  4m  mmb  Kekion,  Pitfmioi  Dr.  H«iBricli  W«b#r:  Ühtr  iKt  Jh^ 
■  irili<Mnj  muewtr  mn^mmim^m  yaimrmmitkmmm^»  im  19,  /dMkHMfarl  AittT 
90  DradcwtaB  Uk  dv  BedMr  «iiw  ftsi  ibwigroft»  FfttW  tw  tteftnebMi 
«ad  VM  Giilirtm  ■■«■■■■■i i imIi ■■i^ihi  gewulst,  d«Bi  Laimi  «umb  IBnMkk 
m  ^  A]i%ikiB  dv  WttkigaB  iMtki— twnbwi  PIjsik  ^KtOlMtd,  dta  V\Mk- 
mwM  gvMwD»  Wiak*  IMnd,  wolnii  «r  «Iw»  n  stotW  WU,  IbUs  dto 
Gtutefikrifte  il>«  nidi  |^iüoeop)uMli*wMlMaiiliKbM 
flibrt  Aas  ein«  Extrakte,  wie  Herr  Weber  tba  btmtet»»  diirck 
D  des  AUenresentlklistea  «umb  Benebl  s»  IMIfiii, 
sckaini  bbb  BBinftgHdi  Wir  besdarimkea  ubs  darmuf ,  bbsstsb  Lstsra 
driagewl  sb  empftU«!,  sich  mit  Webers  Kede  bekaaBt  sa  maobsp,  Bbe 
schflasve  Dantellong  der  geschiebtHcfacn  Enti)i>nekluiig,  «eich«  der  Sali  v«h 
der  Briialtimg  der  Eoergie  im  19.  Jahrhundert  durcb|;«Biaclll  bal,  «Uie 
addürfere  Faasimg  der  von  Heinrich  Hertz  teils  neu  »ut*£^>worftaaB,  teils 
•eiiOD  beantworteten  Fragen,  eine  feinere  Würdigung  der  QmtiffHÜkmi^ 
wakche  der  Aufgabe  der  Erklärung  von  PemwirknngeB  sieh  BHobgrida  bat« 
genangt  hat,  wird  auf  dem  heutigen  Standpunkte  der  WisssBSObaft  kaum 
gegriwD  werden  können,  als  Herr  Weber  sie  in  formToU«Ddalar  Sprache 
geschaffen  hat. 

Heidelberg.  M.  CaKTOiL 

M.  Schnster.     Stereometnsohe  Aufgaben.     Ein  Lehr-  und  t)bungsbuch 

zum  Gebrauch   beim  Unterricht  in  den  oberen  Klassen  höherer  5>chiilc»n. 

Mit  besonderer   Berücksichtigung   der  Methoden   der  dantellenden   Oeo- 

metrie.      Leipzig   und    Berlin,   B.    G.   Teubner   1901.     FortfÜhntng   VOB 

des  Verfassers  früher  erschienenen  geometrischen  Aufgaben. 

Eine  neue   geometrische  Aufgabensammlung  bildet,   wenn  sie   wie   die 

vorli^ende    sich    nicht    auf    ausgetretenen    Pfaden    bewegt,    sondern    netie 

Richtungen  einzuschlagen  strebt,  immer  ein  Ereignis  für  den  mathenifttischen 

Schulunterricht.      Gerade    für    diesen    sind    gute    Lehrbücher    ^»ine    absolute 

Notwendigkeit,  während  sie  andererseits  doch  nur  das  Mat«irial  liefern  können 

•und    die   Auswahl    und   Verwertung   desselben   stets   dem    Lehrte   tllMtrlasaen 

bleiben    raufs.      Geometrische   l^griffe    können    die   Schüler   nicht   aus    lot«ni 

Buchstaben,   sondern   nur  aus   lebendiger,  klarer  Anschnunnjr  gewinnnn*  vind 

diese    Anschauung   zu    wecken    und    auszubilden,   ist   eben    die    Aufgabe    di?« 

Lehrers,      Freilich    wii'd    er   gerade   hierin   bei    einer   grofsen    Anzahl    seiner 

Schüler  ein  unübersteigbares  Hindernis  linden.     So  lange  es  sich  um  endliche 

Körper   handelt,   die  sie  wirklich   vor  Augen  haben  oder  wenigstens  gehabt 

haben,  kann  ihr  Verständnis  folgen,  aber  diis  abslrnkt  rnutnlichH  Ansclmuiings- 

vermögen    ist   ihnen    verschlnsMim,   bei   iilli-m    Fb'ifs    und    alli'r   Müh«  kennen 

sie   nicht  dazu   gelangen ^  sich  Ebenen  und  gerodc  Linitm  an  und   Tür  nIcIi, 
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in  ihrer  imtegrenzten  Äusdehniimg  vorzustellen.  Wo  für  den  uiathejnatisch 
begabten  Schüler  das  eigentliche  Interesse  erst  anfängt,  da  stirbt  es  für  die 
übrigen  völlig  ab.  Diese  brauchen  etwas  Handliches,  Greifbares,  das  Rejch 
der  reinen  Formen  ist  ihnen  unzugänglich.  Es  ist  der  Gletscherwelt  d«s 
Hochgebirges  vergleichbar,  in  die  sich  nur  der  kühne  Bergsteiger  hinanf- 
wagt,  während  sich  der  grofse  Haufe  unter  den  gi'ünen  Wiesen  und  Waiden» 
wohlfühlt  und  die  Freude  an  der  starren,  strengen  Schönheit  jener  Höben 
nicht  verstehen  kann.  Er  verlangt  einen  Platz,  auf  dem  etwas  wächst, 
eine  Beziehung  auf  das  reale,  praktische  Leben.  Eine  mathematische 
kenntnis  ist  ihm  wertlos,  wenn  er  sie  nicht  in  die  Wirklichkeit  unise 
kann.  So  findet  er  grofses  Interesse  an  der  Trigonometrie  und  gerade  &o 
Fragen,  über  die  der  Mathematiker  rasch  hinweggleitet.  Es  wird  immer 
sein  Erstaunen  erregen,  wenn  er  erfahrt,  wie  man  die  Höhe  eines  Berges 
bestimmt,  ohne  ihn  zu  besteigen,  oder  wie  man  die  Entfernung  zweier 
Orte  messen  kann,  die  jenseits  eines  imüberschreitbaren  Flusses  liegen,  o, 
a.  m.  Es  ist  eine  alte  Überlieferung,  die  jedermann  aus  dem  SchillerschöJ 
Epigramme  kennt,  dafs  Archimedes  wegen  seiner  technischen  Erfindungen 
aUgeraein  angestaunt  und  bewundert  wurde,  während  er  selbst  sie  gegenüber 
seinen  wissenschaftlieben  Arbeiten  für  wertlos  hielt.  „Wer  um  die  Gftttia 
freit,  suche  in  ihr  nicht  das  Weib!"  Aber  wie  viele  wollen  denn  um  «ii*" 
Göttin  freien?  Es  kaan  scbliefslich  auch  kein  billig  denkender  Lehrer  er- 
warten, dafs  sich  ans  jedem  Schüler  ein  kleiner  Archimedes  machen  las». 
Es  mufs  vielmehr  seine  Aufgabe  sein,  das  vorgeschriebene,  im  grolsen  uad 
ganzen  nicht  zu  schwierige  und  umfangreiche  Penstun  so  darzustellen  osd 
einzuüben,  dafs  es  auch  von  dem  mathematisch  Unbegabten,  mit  UoCmt 
HfÜfe  des  vielgerühmten  bon  sens,  bewältigt  werden  kann,  und  den  SchfUer 
nicht  vor  Aufgaben  zu  setzen,  an  denen  er  sich  nutzlos  stundenlang  ahmüht, 
weil  sie  seine  Kräfte  hoffnungslos  übersteigen. 

In  diesem  Sinne  ist  es  sehr  erfreulich,  dafs  die  vorhegende  Aufgabeo- 
sammlung  wirklich  die  Möglichkeit  bietet,  den  geometrischen  Unterricht  in 
einer  Weise  zu  gestalten.^  die  auch  den  schwächsten  Schülern  gerecht  wird, 
indem  sie  alle  Hülfsmittel,  die  sich  hierfür  darbieten,  das  Zeichnen  und 
Ausrechnen  von  Zahlbeispielen  auf  der  einen  Seite  und  andererseits  alle 
möglichen  praktischen,  sozusagen  materiellen  Anwendungen  energisch  heran* 
zieht.  Die  Mehrzahl  der  Schüler  wnrd,  um  irgend  einen  Fall  herao-szugreifeii, 
eine  viel  lebendigere  Vorstellung  von  einem  Cylinder  bekommen,  wenn  sie 
ihn  sich  nach  und  nach  aus  den  verschiedensten  Materialien  hergestellt 
denkt,  einmal  als  hölzerne  Walze  (Aufg.  IV,  10  imd  13a),  dann  als  ein« 
Goldbarren  (IV,  IIa),  eine  Münze  (Hb),  weiter  als  cylindrisches  Hohlmaft 
(8),  als  Cylinder  einer  Pumpe,  als  Röhre  (9)  u.  s.  w.  Ein  Eimer  ilft 
immer  etwas  Anschaulicheres  als  ein  abgestumpfter  Kegel.  Den  Begriff  du 
Volumens  eines  Körpers  macht  man  sich  klarer,  wenn  ein  Hohlraum  vca 
seiner  Gestalt  mit  irgend  einem  Stoffe  angefüllt  werden  soll,  wie  z.  B.  wenn 
die  Frage  lautet,  welche  Gasmenge  zur  Füllung  eines  kugelförmigen  Ballons 
von  gegebenem  Durchmesser  erforderlich  ist  (Aufg.  VI,  Ha).  So  sind  andi 
die  in  grofaer  Zahl  gegebenen  Aufgaben,  welche  das  Verhältnis  von  Gf- 
wicht  und  Ausdehnung  betreffen,  also  mit  dem  spezifischen  Gewicht«  xu- 
sammenhängcn,  von  grofsem  didaktischen  Werte.  Zu  den  ausgeteichnetsten 
mathematischen   Aufgaben    gehören    diejenigen,    bei    denen    es   sich  tun  eio 
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Gröüstes  oder  Kleinstes  handelt.  Auch  hier  wird  man  eine  gate  Aaswahl 
getroffen  finden.  Es  ist  z.  B.  recht  hübsch  und  anschaulich,  wenn  ein  vor- 
gelegtes, viereckiges  Stück  Pappe  zu  einem  möglichst  grofsen,  offenen 
Kasten  zusammengebogen  werden  soll  (IX,  86),  wenn  der  Kegel  von  gröfstem 
Volumen  bei  kleinster  Mantelfläche  als  Regenmesser  eingef&hrt  wird  (IX,  90) 
11     s     f. 

Es  liegt  in  Plan  und  Methode  des  Buches  begründet,  wenn  der  Ver- 
fasser mit  konkreten  Beispielen  beginnt.  Die  allgemeinen  Definitionen  und 
Lehrsätze  gehen  nicht  den  Aufgaben  vorauf,  sondern  sind,  nachdem  sie  im 
diesen  erst  entwickelt  worden,  in  besonderen  Abschnitten,  welche  die  liber- 
schrift  „Zusammenfassung"  tragen,  systematisch  zusammengestellt.  Diesem 
durchaus  auf  der  modellmäfsigen  Anschauung  und  der  zeichnerischen  Dar- 
stellung basierten  Verfahren  entspricht  es  auch,  wenn  z.  B.  die  Ebene  durch 
die  bekannte  Eigenschaft  eingeführt  wird,  dafs  sich  in  ihr  durch  jeden 
Punkt  unendlich  viele  gerade  Linien  ziehen  lassen.  Denn  den  Beweis,  den 
die^e  Definition  erfordert,  dafs  es  solche  Flächen  ilberhaupt  giebt,  d^nkt 
sich  der  Verfasser  offenbar  induktiv  so  geführt.,  dafs  sich  thatsächlich  die 
Schneide  eines  Lineals  auf  einer  ebenen  Flftcho  nach  beliebiger  Richtung 
autlegen  und  nach  Willkür  verschieben  Itllst.  Sonst  hätte  er  unbedingt  eine 
einwandfreie  Definition,  wie  die  als  6.  Lehrsatz  im  1.  Abschnitte  mitgeteilte, 
wonach  die  Ebene  der  Ort  aller,  von  zwei  festen  Punkten  gleich  weit  ent- 
fernten Punkten  ist,  bevorzugt.  Indessen  ist  das  deduktive  Verfahren  keines- 
wegs aufgegeben.  Im  Gegenteil  wird  es  dem  Lehrer  an  der  Hand  de» 
Buches  m(ihelos  gelingen,  Glied  fflr  Glied  zu  einer  lückenlosen  Kette  za- 
samraenzuftlgeu.  Einzelnes,  wie  das  Cavalierische  Prinzip  und  seine  Not- 
wendigkeit zur  Herleitung  der  Volimienformel  für  die  Pyramide,  überhaupt 
die  Natur  der  Iniini tesimalbetrachtung,  z.  B.  gelegentlich  der  gegen  Ende  ge- 
gebenen Guldinschen  Regel,  hätte  vielleicht  etwas  stärker  betont  werden 
können.  Neu  imd  originell  ist  die  Zerlegung  des  Würfels  in  drei  kon- 
gruente vierseitige  Pyramiden  mit  quadratischer  Basis  an  Stelle  der  be- 
kannten Zerlegung  des  dreiseitigen  Prismas  in  drei  voIumengJeiche,  aber  nicht 
sämtlich  kongruente  Tetraeder.  Recht  nett  ist  die  Erläuterung  des  Reihen- 
begriffes durch  Reiben  von  stereometrischen  Körpern,  von  denen  jeder  aus  dem 
vorhergehenden  in  bestimmter  Weise  hervorgeht  Praktisch  sind  die  Tabellen 
am  Schluls  und  die  zum  Herausklappen  eingerichtete  Figurentafel.  üb 
die  für  dieselbe  angewandte  Zentralprojektion  wirklich  den  Vorzug  gröfserer 
Deutlichkeit  besitzt,  darüber  liefse  sich  noch  streiten.  Einzelne  Ausdrücke, 
wie  Inkögel  und  ümkugel,  empfehlen  sich  durch  ihre  Kürze. 

Überhaupt  giebt  das  Buch  auf  sehr  beschränktem  Räume  sehr  viel, 
und  es  ist  wirklich,  wie  der  Verfasser  in  der  Vorrede  sagt,  nicht  blofs 
eine  Aufgabensammlung,  sondern  ein  richtiges  Lehrbuch,  das  sich  hoffentlich 
retht  bald  in  weiteren  Kreisen  einbürgern  wird.  So  wertvoll  jpde  Ver- 
besserung auf  diesem  Gebiete  ist,  so  notwendig  ist  es  auch,  dafs  die  Herren 
Kollegen  sich  dieselbe  zu  Nutze  machen  und  das  Gute  dem  Besseren 
weichen  lassen. 


Strafsburg. 


H.  E.  TtMEuumo. 


Vörmischte  Mitteilimgeii. 


1.  Aufgaben  und  Lehrsätze.    Lösimgeii. 

A,   Aufgaben  und  Lehrgfttze. 

37,  Werden  durch  einen  festen  Punkt  {Q)  in  der  ETbene  einer  (all- 
gemeinen) Lemniseate  2  Geraden  gezogen,  welehe  die  Kurve  beziehungs- 
weise in  den  Punkten  Pj,  P^,  Pj,  P^  und  Pi,  p^^  p^y  p^  treflfen,  so  iil 
QPt'QPs-  QPa  QP4=  QPi  •  QPt  QPs  •  QPr  Dabei  sind  die  Strecteü 
(gPj,  QF^  eto.  von  gleichem  oder  ungleichem  Vomeichen,  je  nachdem  sie 
von  Q  aus  gleich  oder  ungleich  gerichtet  sind. 

Der  SatÄ    kann    ausgedehnt   werden    auf  jede    Kurve    2  nten    Gr 
deren  Gleichung  f  (x,  y)  =  0  in  rechtwinkligen  Koordinaten  jcy  als  Gliedff 
der  höchsten  2  nten  Ordnung  nur  den  Term   (jc*  +  y^Y  enthSlt 

Dannstadt,  den  7.  Mai  1901.  S.  Gundelfinger. 


38.  Nach  der  Maskelyn eschen  Regel  der  Trigonometrie  ist  für  Id&n» 
Bogen  X  näherungsweise:  sin x  =  x  ycös  a;.  Es  soll  mittels  des  R«stgli«des 
der  Kaclaur  in  sehen  Reihe  gezeigt  werden,  dafs,  wenn  x  ein  Bogen  der 
ersten  Quadranten  ist,  die  Ungleichungen  gelten: 


mnx-  xy^ösx<^j-^{S-\-  20  ig* « -j-  15 tg*«), 
sin*  JC  —  jr*  cos  jc  < 


16 

Königsberg  i.  Pr.  _^_^__  ^*  ^^  Mbtm. 

3ft.    Es    bedeute    kx    den    i-mal    »terierten    nattirlichen    Logaritiuniu 
von   X.      Man    bilde   die    unendliche    Reihe    mit    dem    allgemeinen    Gliede 

,  wo  die  ff^  =  tfx  (n)  beliebig  vorgegebene  sahlentheon» 

tische  Funktionen  von  n  sind,  die  für  lim  «  —  oo  —  sei  es  von  onten,  tn 
RS  von  oben  her  —  gegen  den  Grenzwert  1  konvergieren.  Wann  konver* 
giert  und  wann  divergiert  die  Reihe? 

Königsberg  i.  Pr.  W.  Fa.  MevEa. 
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40,  Erricht-et  man  in  jedem  Punkte  M  einer  stetigen  und  rektifizier- 
baren Raumkurve  die  Normalebene  derselben  und  beschreibt  darin  von  M 
aus  einea  Kreis  mit  dem  l'esten  Radius  r,  wovon  ein  beliebiger  Punkt  mit 
m  bezeichnet  sei,  so  erhält  man  eine  Flüche.  Damit  sie  einfach  sei,  ist 
notwendig  und  hinreichend,  dafs  der  Krümmungsradius  in  keinem  Punkte 
der  gegebenen  Kurve  verschwindet  und  r  das  Minimum  desselben,  welches 
eine  positive  Zahl  sein  soll,  nicht  überschreitet.  Je  nachdem  die  Kurve 
geschlossen  ist  oder  nicht,  entsteht  ein  Ring  oder  ein  durch  zwei  auf  die- 
selbe senkrechte  Kreisfllicben  und  eine  Mantelfläche  begrenzter  Schlauch. 
,J)er  InJmlt  der  Oberffädtc  des  Ringes  und  der  der  Mantelfläche  des  Sditau(^es 
ist  das  Produli  aus  2rn  in  dk  Länge  k  der  LeUkurve,  der  Inhult  beider 
Körper  das  Produkt  aus  r^n  in  diese  JJinge"^) 

Inasbruck.  ü,  Stolz. 


41.  Von  der  Spitze  0  einer  Kardioide  ziehe  man  den  Radius  OP  nach 
einem  beliebigen  Punkte  P  derselben  und  beschreibe  über  OP  als  Durch- 
messer in  einer  zur  Ebene  der  Kurve  senkrechten  Ebene  den  Kreis. 
Welches  ist  die  Gleichung  der  krummen  Oberflüche,  die  durch  alle  so  kon- 
struierten Kreise  erzeugt  wird?    Welches  ist  das  Volumen  dieser  OberHüche? 

Berlin,  E.  Lampe. 


B.   LÜHnngen. 

Zu  10  (Bd.  I,  S.  371)  (Ed.  Janisch).  Erste  Liimng.  In  der  im  folgen- 
den Beweise  benutzten  Figur  liegt,  s'  zwischen  AC  und  AB^  s"  aufsorhalbj 
ferner  ist  AB'  <AB". 

Beweis:  Es  sei  -^^  BAB"  =  <p\  die  Mitten  von  BC  und  CA  seien  D 
und  K\  der  Schnittpunkt  der  durch  Bl  und  B'i  zu  s*'  und  s'  gezogenen 
Parallelen  sei  P. 

Da  Aß'  gleich  und  parallel  BB"  ist,  so  i.st  AB[  =  CB'x  und  auch 
KB[  =^  EB'i'.     Nun  erhält  mau  aus  Dreieck  AB' B[  nach  dem  Sinnssatze 

,       AB'    %\nAB'B^ 

Es  ist  aber:    -^  AB[B'  =  y;  ^\nAB'B\  =  %m{AB[B'  +  B' AB\)  = 

—  sin (y  +  «  +  9  —  90°)  =  cos  [ß  ~~  <3p);  AB'  =-  AB  sin  tp  —  "Ir  sin  y  sin  tp. 

Also:     AB'y  =  '2  r  sin  xp  cos {ß  —  <p);     KB't  =  EA  —  .4Bi  =  r  sin  /3  — 

—  2  r  sin  9  cos  (/J  —  tp)  =  r  [sin  ß  —  (sin  |J  —  sin  [^  —  2  tp])\  =  rsm{ß —  2<p). 
Da  <^  B{PB['  =  90»  und  EB{  =  EB'^',  so  ist  EP  =  EB'i  =  r^ui{ß-2<p) 


1)   umgekehrt  i«t  die  Länge  der  erzeugenden  Kurve  gleich  dem  Quotienten 
des  in   Rede   stehenden  KörperinbÄltes   durch   den   tjuersohnitt  r':r,   braucht  aläo 
nicht  durch   den   Grenzwert  dieses  Quotienten    bei   lim  r  =^  Ü   erklürt  zu   werden, 
wie  ea  in  der  That  geschehen  ist  (vgl.  Jahrbuch  über  die  Fort*thritte  der  Math»- 
matik  ISöä,  S.  649). 

Bemerküiiswerte  Formeln  erhält  man  auch  noch,  wenn  man  den  Railiu»  de* 
in  M  auf  die  Leitkurve  senkrechten  Kreises  eine  Funktion  ihre«  Bogen»  c  sein  läfet. 


a-f  29 


sin  (jS  —  2  y)  —  «in  y  •  cos  (o  -f  2  9) 


sin  f     sin  (a  -|-  2  qp) 
AI5  Zahler  dieses  Brucbes  ergiebt  sich  durch  Umformung 

sin  j8  cos  2  (p  —  cos  j3  sin  2  qp  —  sin  y  cos  a  cos  2  qp  +  sin  y  sin  o  sin  2  91 » 
—  (sin  j3  —  sin  y  cos  a)  cos  2  9  +  (sin  y  sin  a  —  cos  |J)  sin  2  gp  = 
=  sin  «  cos  y  cos  2  tp  -f  <;g8  «  cos  y  sin  2  qp  =  cos y  sin  (a  +  2  tp). 
Es  ergiebt  sieh  demnach: 

f  in  y  am  (K  +  2  qp)  "       ^  ' 

Hiernach   ist   der  Winkel  BVF^  von   qp   unabhängig  und  bat  die  konstuit* 
Gröfse  y\   folglich  liegt  Punkt  P  auf  dem  Kreise,   der  über  CD  als  Sehne 
ven  Peripheriewiakel  y  fafst^  d.  h.  auf  dem  Feuorbachschen  Kreise. 
Prenzlau.  W.  Stegemaitx. 

Zu  19  (Bd.  I,  Sv  371)  (Ed.  Janisch).  Zwdk  lJ}sung.  Es  lafst  sich 
aeigen,  dafs  der  gefundene  Pimkt  —  er  sei  mit  0  bezeichnet  —  der  Mittelpuiikt 
einer  dem  Dreieck  ABC  umschriebeueu  gleichseitigen  Hyperbel  ist,  dertü» 
Asymptoten  die  Linien  0B,\  OBi  sind.  Bezeichnen  wir  A  mit  3^  B  mit 
1,  C  mit  2,  den  unendlich  fernen  Punkt  s'  mit  4«  und  den  unendlich 
fernen  Punkt  von  ä"  mit  5«  und  6^,  so  konstruieren  wir  nach  Pascal 
die  zu  s"  parallele  Asymptote  der  durch  die  Funkte  1,  2,  3,  4«,  ^»  ^ 
stimmten  gleichseitigen  Hyiierbel.  Wir  erhalten  als  Schnittpunkt  vor» 
12  und  4„5^  den  unendlich  fernen  Punkt  EQ«  von  ^C,  als  Schnittpuukl 
von  34  und  6^1,  oder  also  von  s'  mit  dem  Lote  auf  s'  aus  B,  dt-n 
Punkt  B'  als  Punkt  IT  und  die  Pascallinie  II  IH^,  d.  l  die  Parallele  durdi 
B'  zu  BC  trim  die  23  (CA)  im  Punkte  I  [B'i),  durch  den  die  h^s\  (die 
zu  s"  parallele  Asymptote  unserer  Hyperbel)  geht 

Prag.  Ed.  Ja.\I8C8. 
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Tiefandir  »Ameiden  «icA  dietdbm  m  der  sa  XA  und  TB 
Panllelen,  die  auch  zu  MP  tmd  MQ  parallel  ist  Um  die«  i 
fUle  umn  das  Lot  MU  ma£  XY  und  lasse  den  Strahl  MP  nm  dasselbe 
rotieren.  Sr  besdbreibt  räien  Kegel,  dessen  Mantellinien  alle  zur  Ebene  X  TAB 
parallel  aad.  Die  Ebene  MP(^  liegt  im  Innern  desselben,  mafs  daher  X  YAB 
5clmeideiL 

In  der  Schwierigkeit,  sich  dies  yormstellen,  liegt  das  aioi^erordeBUacli 
Frappante  an  Herrn  Veltmanns  Betrachtung.  Die  Fehler  derarÜgar  SdUtew* 
sisd  trotzdem  sehr  leiLbt  aufzudecken,  wenn  man  das  projekÜTisebe  BUd 
des  nichteuklidischen  Raumes  im  Innern  einer  Kugel  betrachtet  Die  d«ii 
anendlich  fernen  Punkten  der  Geraden  XA^  MP  u.  s.  w.  entsprechenden 
Bildpunkte  f,  /',  g  liegen  auf  der  Kugelfläche,  die  Elbenen  xapb^  mpq  im 
Bilde  schneiden  sich  in  ef;  diese  Gerade  liegt  im  Innern  der  Kugel,  also 
schneiden  sich  in  Wirklichkeit  die  Ebenen  XA  YB  und  MP<^  im  fiadlichen. 

Charlottenburg.  G.  UsssBOSKe. 


3.  Sprechsaal  far  die  Encyklopädie  der  Mathematisoheii  Wiss^mschatten. 

Zu  I  B  Ib:  Rationale  Funktionen  mehrerer  Verftuderlicht^u. 
I.  8.  257,  Zeile  18  und   17   von  unten   muft  68  heifoeii  j^*v~*  und  t**t\ 

Manchen.  A    v    Bk  v i  s  vh  hl. 


Zu  I  ß  2:  Invarianteutheorie. 

^^328,  Footnote  (38);  for  „de  Presle,  Par.  8m',  math.  Bull  15  (1867)" 
„de  Presle,  Par.  Soc,  math.   BuH.   15  (1887)", 

Same    footnote;    for    ,;Bensel,    J.   f.    Math.    113    (1894)   p.    113**    read 

„Hensel,  J.  f.  Math.   11^  (1894)  p.  303". 
1.  S.  328,  Footnote   (41).     In    the    reterence    to   Krouecker's   papers   in  the 

Berlin  Academy  Berichte,  delete  the  date   IHIH. 
L  S.  329,   Footnote  (42);    for    „Hermite,    J.    f.    Math.    H»    (1877V    read 

,3ermite,  J.  f.  Math.  78  (1874)". 
L  S.  329,  Footnote  (43);  for  „Cayley,  PhiL  Mag.  M,  (I8ö3)"  read  „Cayley, 

Phil.  Mag.  (4)  6,  (1853)". 
L  S.  329,  Footuote  (49).    The   reforonce   to   Briosehi,   Anuali   di    Mat  1, 

seems  erroneous;    tbere  is   a  paper  by  tbis  author  Giornale  di  Mat.  1 

(1866)  p.  26. 
L  8,  331,  Footnote  (56).    Knesers  work  is  really  covered  by  Weierstrass's 

1858   paper;    for   Kneser   find«    an  orthogotiai   Substitution    to    reduce   a 

qtiadratic  form,  and  tbis  is  of|uivaleni  io  reducing  a  family  of  quadratic 

forms  of  which  one  is  definik,  u&  Uone  by  Weierstrass. 
I.  S.  333,  Footnote  (68),  for  „Frobenius,  J.  f.  Math.  86"  read  „Frobenius, 

J.  f.  Math.  84'-. 
Cambridge  (England).  T.  J.  Ia.  BaoicwiCB. 
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Zu  I  B  3a:  Separation  und  Approximation  der  Warzelo. 

I.  Zu  Nr.  4,  Es  wäre  wftnscbenswert,  wenn  hier  die  Litteratiir  Ober  dii 
Beweise  von  Descartes'  Zeichenregel  zusammengestellt  wäre.  Fenur 
sollte  der  Satz  von  Rolle  angeführt  sein.  Bei  Nr.  10  ist  die  Arbeit 
zu  Newtons  Methode  von  S.  Spitzer,  Wien  1851,  unerwähnt  gebUeb«ii. 
Bei  Nr.  14,  wo  die  Gräffesehe  Methode  auseinandergesetzt  wird,  dürfte 
sich  ein  Hinweis  auf  die  in  der  bekannten  „Sammlung  von  Beispielen 
zur  Arithmetik  und  Algebra"  von  E.  Heis  (50.  Aufl.  S.  359 — 364)  mit 
dieser  Methode  vollständig  durchgerechneten  Beispiele  als  nützlich  er- 
weisen. Ferner  ist  das  von  demselben  Heis  herstammende  Ver&hren 
der  Gleichungsauflösung  mittelst  „Teilbnichreihen"  nicht  erwähnt  (ebend* 
S.  358 — 59),  Zu  Anmerk.  41  auf  S.  446,  woselbst  die  Auflösung  dff 
trinomischen  Gleichungen  erwähnt  wii*d,  ist  noch  zu  bemerken:  Stern, 
Theorie  der  Kettenbrüche,  Berlin  18345  S.  Günther,  Bericht  über  die 
34,  Versammlung  deutscher  Philologen  und  Schulmänner  zu  Trier  18Ä<) 
S.  190;  K.  E.  Hoffmann,  Archiv  der  Math.  u.  Pk  66,  1881,  a  33; 
Netto,  Mathem.  Annalen  29,  1887,  S.  141  und  148  und  Isenkrahe, 
ebenda  :J1,  1888,  S.  309. 
München.  A.  v.  BRAmmvaL. 

Zu  I  D  3:  Interpolation. 
L  B.  817,  Note  27.     Statt  Bord.  Mem.  11   Ues  Prag  Archiv  1. 

Zürich.  H.   BURKHARDT. 

Zu  I  D  3:  Interpolation  und  I  E:  Differenzenrechoung. 

L  S.  800  und  S.  918.     Die  Litteratur  ist  zu  ergänzen  durch: 

Herbert  L.  Rice,  the  theory  and  practiee  of  interpolation ,  inclnding 
mechanioal  quadrature  and  other  important  problenis  concemed  with  the 
tabular  values  of  functions.     Lynn,  Mass.,  1899. 

Zürich.  H.  BlTRKHAROT. 

Zu  n  A  3:   Bestimmte  Integrale. 

n.  S.  158.     In    der    semikonvergenten    Entwicklung    von    ^(o)    mub 
Faktor  vor  der  Klammer  €~*"  statt  log«  heifsen. 
Innsbruck.  W.  WiBTixonL 


Aus  Anlafs  eines  Nekrologes  auf  Schlömileh,  der  sich  im  letztes 
Bande  der  Berichte  der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaft««  tn 
Leipzig  befindet,  bin  ich  zu  einigen  Bemerkungen  in  Bezug  auf  das  Referat 
von  Hen-n  Brunei  über  bestimmte  Integrale  gekommen,  von  denen  ifk 
mir  erlaube,  die  folgenden  auf  die  Schlörailchschen  Arbeiten  bezüglichca 
hier  mitzuteilen. 

(1)  Bei  Aufzählung  der  allgeraeineu  Lehrbücher  pag.  134  fehlt  dwr 
zweite  Band  des  Kompendiums  der  höheren  Analysis,  auf  welchen  in  dei 
einzelnen   Noten  mehriach   hingewiesen   wird,  so  Seite   158,  167  eic     B^ 
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den  Hinwoisen  fehlt  die  Angabe  der  Ausgabe.  Es  dürfte  als  wünschens- 
wert erscheinen,  dafs  hierbei  eine  Ühereinstinimung  mit  Herrn  Vofs  herbei- 
geführt wird.  Letzterer  zitiert  die  vierte  Auflage,  Herr  Brunei  thatsfich- 
lith  eine  andere. 

(2)  Bei  der  Aufzählung  der  Monogi*aphien  pag.  136  fehlt  die  Mono- 
graphie von  Schlömilch:  Analytische  Studien.  Erste  AbteUung.  Leipzig 
1848,  auf  welche  in  dem  Refierat  mehrfach  ohne  Angabe  des  genauen  Titels 
hingewiesen  wird»  so  pag.  163,   164  etc. 

(3)  Die  Bemerkung  pag.  158:  „0.  Schlömilch  nennt  P{a)  'unvoll- 
ständige Gammafunktion'  und  giebt  lur  sie  eine  für  kleine  Werte  von  ta 
brauchbare  Entwickelung"  ist  in  ihrem  letzten  Teile  inkorrekt.  Schlö- 
milch giebt  zwar  zimäehst  mit  ganz  kurzen  Worten  eine  derartige  Ent- 
wickehmg  —  dieselbe  ^  die  sich  kurz  vor  dem  zitierten  Satze  in  dem 
Brunei  sehen  Referat  findet  und  schon  vor  Schlömilch  bekannt  war,  — 
bemerkt  dann  aber,  dafs  diese  Formel  flir  einigermafsen  grofse  x  unbequem 
wird  und  leitet  in  ausführlicher  Weise  eine  andere  Reihe  ah»  die  lur  grofse 
Werte  von  x  gilt.  Hocevar  bemerkt  diesen  Umstand  in  der  von  Herrn 
Brunei  zitierten  Arbeit  ganz  ausdrücklich. 

(4)  In  der  Note  58,  pag.  163  mufs  es  heifsen  Studien  1  §  6  statt 
Studien  1  p.  6. 

(5)  In  der  Note  61,  pag.  164  mufs  es  heifsen  Stu.dien  1  p.  49  statt 
Studien   1  p.  4. 

(6)  Die  Note  66,  pag,  65  giebt  zu  zwei  Bemerkungen  Anlafs.  Die 
ziüerte  Arbeit  von  Schlömilch  stammt  aus  dem  Jahre  1848»  aus  dem^ 
selben  Jahre,  in  welches  nach  Herrn  Brunei  die  Arbeit  von  Newman 
fällt  Unter  solchen  UmaiÄnden  dtlrfte  der  Ausdruck  „wiederfinden'*,  der 
bei  Schlömilch  gebraucht  wird,  besser  durch  einen  anderen  zu  er- 
setzen sein. 

Die  Bemerkung  „die  von  Schlömilch  von  der  Gaufsschen  Definition 
aus  wiedergefunden  wurde"  ist  unverständlich,  da  nicht  angegeben  wird, 
was  unter  einer  solchen  Definition  verstanden  wird.  Thatsächlich  geht 
Schlömilch  von  einer  Integraldarsteilung  des  Differentialquotienten  des 
Logarithmus  der  Gammafunktion   aus,   die  Gaufs   nicht  als  Verfasser  hat 

(7)  pag.  174»  Nr.  14.  Hier  dürfte  es  sich  empfehlen,  den  von  Schlö- 
milch eingeführten  Integralsinus  und  Integralcosinus  zu  erwähnen,  zwei 
Integrale,  die  eine  ähnliche  Struktur  wie  der  Integrallogarithmus  besitzen 
und  sich  auch  von  Bedeutung  gezeigt  haben. 

(8)  pag.  180,  Nr.  17.  Von  den  Arbeiten  von  Schlömilch  über  die 
Beziehungen  zwischen  den  bestimmten  Integralen  und  der  Reihenlehre  wird 
aufser  dem  Kompendium  nur  eine  kurze  Notiz  im  dritten  Bande  der  Zeit- 
schrift für  Mathematik  zitiert,  die  lediglich  eine  Ergänzung  einer  früheren 
sehr  ausführlichen  Arbeit  im  zwölften  Bande  des  Archivs  der  Mathematik 
und  Physik  enthält.  Diese  Arbeit  fehlt,  obgleich  das  in  Betracht  kommende 
Resultat  in  ihr  schon  vorkommt.  Ebenso  fehlen  weitere  auBfühi'iichere 
Arbeiten  im  ei*sten  und  vierten  Bande  der  Schlömilchschen  Zeitschrift,  sowie 
im  vierten  Bande  des  Archivs. 

(9)  pag.  184,  Note  163.  Die  independente  Darstellung  der  Bernoulli- 
schen  Zahlen  wird  in  expliziter  Weise  nicht  betrachtet,  vielmehr  werden 
nur    einige    Arbeiten    zitiert.,   in  denen  dieselbe  thatsächlich  behandelt  wird. 

AtcMt  der  Mathematik  und  Phyaik.    HL  Boihö-    II,  24 
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Dieser  Umstand  ist  schon  von  Herrn  Saalschütz  hervorgehoben  wordeiL 
Unter  den  zitierten  Arbeiten  fehlt  die  Arbeit  von  Schlömilch  im  16.  Rande 
des  Äi'chivs,  die  in  dem  zitierten  Werke  von  Heim  Saal  schütz  ebenso 
ausfülirlich  besprochen  wird,  wie  die  Arbeiten  von  Laplaee,  Eytelweiu  etc^ 
die  Hen*  Brunei  zitiert,  und  die  auch  dieselbe  Bedeutung  für  die  Eni  Wicke- 
lung der  Theorie  besitzen  dürfte, 

DresdexL  M.  Krause. 


Zu  n  A  4a:  Gewöhnliche  Differentialgleichungen. 

n.  S.  212,  Z.  1 — 11.  Bei  der  Zusammenstellung  der  verschiedeneu  Fälle, 
die  eintreten  können,  wenn  längs  der  Diskriminantenkurve  G  *=  0  nni 
zwei  Werte  von  «/'  zusainnieüfallen,  ist  noch  ein  Fall  hinzuzufügen.  Ist 
nämlich  für  p  =  ff,  y'  =  h 


und  aufserdem  noch 


(  c'F  \'  _irF^    £l£  =  ci 
\dydyy        By*  'dy"~^' 


aber  y  " g{x)  keine  Lösung,  so  ist  diese  Kurve  entweder  der  Ort 
Punkte^  in  denen  In tegial kurven  einander  von  höherer  als  1.  Ordn 
berühren  oder  der  Ort  von  Spitzen  mit  Anfsentangenten  (Spitzen  2.  Art, 
Schnäbel). 
H.  S.  214»  Fufsnote  90.  Es  rouTs  dort  heifsen  statt  „M.  Schmidt,  Diss. 
Giefsen  1885"  „Carl  Schmidt,  Diss.  Giefsen  1884".  Diese  Dissertation 
behandelt  auch  nicht  nur,  wie  in  Fufsnote  90  angegeben  ist,  speziell« 
Gleichungen  1.  Ordnung,  sondeni  enthält  allgemeine  Untersuchungen 
über  singulare  Lösungen,  insbesondere  zimi  ersten  Male  die  voll* 
ständige  analytische  Behandlung  des  allgemeinen  Falles,  wo  längs  der 
Diskriminantenlrurve    G  =  0    k    Werte    von    f/'    zusammenfallen,    aber 


dF  ,  .  BF  |_  ,^  .  , 
K—  y  -f  ^—  E  =  0  ist 
dy  ^  ^   dx    I 

Mainz. 


Carl  Schmidt. 


Zu  TV.  Bd.,  2.  Teil:  Geometrische  Grundbegriffe. 

IV.  S.  13,  Zeile  13/14  v.  o.      Es  heifst  da:  Diesen  (Vektor)   nennt  Max- 
well*') „rotation",  später  ^'*)  „curl*'  des  Vektors. 

Die  mit  23  a)  bezeichnete  Abhandlung  aus  dem  Jahre  1871  ist  woU 
früher  als  der  mit  23)  bezeichnete  Treatise.  An  beiden  Ortai 
wendet  aber  Maxwell  den  Ausdruck  „curl  or  version*'  an,  und  lehnt 
rotation  in  dem  Aufsatz  23a)  ausdrücklich  ab  mit  den  Worten:  „I  havf 
sought  for  a  word,  which  ghall  neither  Uke  Rotation,  ^Vlli^l  or  Twirl 
connote  motion  etc.". 
Freiburg  i/B.  J.  Lcbots. 
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Sitzuagsberichte  der  BerMner  Mathematischen  Gesellschaft. 

Herausgeg^eben  vom  Vorstände  der  Gesellschaft. 

1.  Sitzung  am  31.  Oktober  1901. 

Anwesend  sind  die  Herren  Adler,  Börsch»  Budde^  Caratheodory^ 
Cwojdziriski,  Dziobek,  Färber,  R.  Fuchs,  Ftirle,  Hamburger, 
Haenlein,  Haentzschel,  Hensel,  Hessenberg,  Heun,  Jahnke, 
Jolles,  Kiehl,  Kneser,  Knoblauch,  Koppe,  Krohs,  Landau,  Lewent, 
Michaelis^  F.  Müller,  R.  Müller,  Opitz,  Peters,  Reichel,  Roths, 
Schafheitlin,  J.  Schur,  Skutsch,  Steinitz,  Vogler,  Wallenberg, 
Weingarten. 

Durch  Zumf  gewählt  werden  zum  Vorsitzenden  Herr  Weingarten, 
zum  Sebriftfübrer  Herr  Kneser  (Berlin  W,  Schaperstr.  30),  zuni  Stellver- 
treter des  Schriftführers  Herr  Jahnke, 

Wissenschaftliche  Mitteilungen: 

Hen*  Weingarten:  Über  einen  neuen  Beweis  des  Lagrangesfibeu 
Satzes  in  der  Theorie  der  Wirbelbewegungen  (s.  u.). 

Herr  Kneser:  Über  die  Begründung  der  Proportions-  und  Ähnlich- 
keitslehre  in  der  Elementargeometrie  unabhängig  vom  Archimedischen 
Axiom  und  dem   Begriff  des  Inkommensurabeln  (s,  u.). 

An  der  Diskussion  beteiligen  sich  die  Herren  Dziobek,  FSrher, 
Hessenberg,  Kneser,  Weingarten, 

2.  Sitzung  am  27.  November  1901. 
Vorsitz:  Herr  Weingarten. 

Die  Anzahl  der  Mitglieder  der  Gesellschaft  beträgt  56;  anwesend 
öl  Herren. 

Wissenschaftliehe  Mitteilungen: 

Herr  Lampe:     Über  eine  Frage  aus  der  Theorie  der  geometrischen 

Mittelwerte  (s.  u.). 

Herr  Jahnke:  Über  Lemoines  Bestimmung  der  Achsenrichtungen  eines 
Kegelschnitts  (Bull,  de  la  See.  Math,  de  France  29,  217;  Nouv.  Ann,  de 
Math.  (4)   1,  septembre  1901), 

Herr  Landau:    Über  den  casus  irreducibilis  bei  kubischen  Gleichungen. 

Herr  Bor  seh  legt  das  neuhorausgegebeue  wissenschaftliche  Tagebuch 
vtJD  Gauss  vor. 

An  der  Diskussion  beteiligen  sieh  die  Herron  Hensel,  Heun,  Hessen- 
berg,  Jahnke,  F.  Kötter,  Lampe,  Landau,  Steinitz 

Sluangibericbbe  d.  Berl   Matb.  Öm.  1 


Sitztin^bencbte  der  Berliner  Mathematifichen  Gesellschaft 

3.  Sitzang  am  18.  Dezember  i90L 

Vorsitz:    Herr  Weingarten. 

Anwesend  40  Herren. 

Wissenschaftliche  Mitteilungen: 

Herr  F.  K  Ott  er:  Elementarer  Beweis  des  Jaco  bischen  Kreisel- 
theoreiDS  (a.  u,). 

Herr  Heun:     Über  die  Hertz  sehe  Mechanik  (s.  u.)- 

Herr  Hermes:     Zur  Herstellung  der  Vielflache. 

An  der  Diskussion  beteiligen  sich  die  Herren  Heun,  Kneser,  Knob- 
lauch, F.  Kötter,  Reissner. 


Über  einen  Satz  der  HydrodynamÜL 

Von  J.  Weingarten. 

Der  Helmholtzscbe  Satz^  dafs  ein  Teilchen  einer  reibungslo 
Flüssigkeit,  die  unter  dem  Einfluls  von  Potentialkräften  in  Bewegung  ist, 
zu  keiner  Zeit  eine  Rotation  erlangt,  wenn  es  zu  irgend  einer  Zeit  eine 
solche  nicht  besafs,  ist  von  Helmholtz  nicht  einwandfrei  abgeleitet  worden 
Spätere  Autoren  wie  Kirchhoff^  H.  Weber  haben  für  seine  Ableitung 
anstatt  der  von  Heimholtz  zum  Ausgang  gewählten  Eul ersehen  Glei- 
chungen die  Lagrang  eschen  Gleichungen  der  Hydrodynamik  zum  Ausgangs- 
punkte gewählt.  Der  Satz  selbst  ist  aber  einfach  auch  aus  den  Eolerschen 
Gleichungen  zu  gewinnen. 

Bezeichnen  tf,  /',  ic  die  Geschwindigkeitskomponenten  des  bewegten 
Teilchens,  aufgefafst  als  Funktionen  der  rechtwinkligen  Koordinaten  t,  jf,  £ 
desselben  und  der  von  einem  beliebigen  Anfangspunkte  gezählten  Zeit  l, 
und  bildet  man  das  Differential  dtp  einer  willküi-lichen  Funktion  <p  der 
Variablen  x^  p,  r,  t  in  Beziehung  auf  das  bewegte  Teilchen  während  eines 
Zeitelements  dt^  so  erhält  man  die  Bestimmung 

Sind  femer  p^  q,  r  die  doppelten  Botationskomponent«n  desselben  Teilcheio, 
nämlich 

so  ergeben  die  Eul  ersehen  Grundgleichungen  zufolge  der  HelmboltxschtB 
Entwickelung  die  Gleichungen: 


I 


(1) 


dp       du  .    du  .    du 

dq  dv    , 


dr  dw    .      dw    ,      dw 


Sii7.UDgab«ricbte  der  Berliner  Mathematiflchen  Gesellachaft. 


Führt  man  noch  die  abkürzende  Bezeichnung  ein: 


dtp  .      dfp   ,      dtp 


'dx 


de' 


so  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  durch  Differentiation  id  Beziehung  auf  das 
bewegte  Teilchen: 

j^y       ^?v       ^?9 

d9tp  _dp  dtp       dq^dtp   .dr  dvp^  dx   .         dy   .         dt 

'df  ~didx'^dtdi'^didi'^^  dt  '^  ^  dt  '^  *"  dt 

und  durch  Benutzung  der  Gleichungen  (l)  nach  einfacher  Umformung: 

..  dstp       dtp 

^^^  -df-^Tt' 

Aus  dieser  Gleichung,  die  auch  als  eine  einfache  Folgerung  einer  bekannten 
Jacobischen  Untersuchung  angesehen  werden  kaun^),  zieht  man  sofort  den 
folgenden  Schlufs: 

Ist  <p  eine  FmtJUion  der  vier  Variablen  x,  y,  g»  t,  weldke  der  Gleichung 

idmtU$dt  genügt,  d.  h.  bleibt  tp  in  Beziehung  auf  das  hewcgic  Tedcheti  mit 
der  Zeit  konstant,  so  bleibt  tmcfi  die  Ftmkiiün  Stp  derseihen  vier  Variablen 
ßr  das  bewegte  Teilcken  mit  der  Zeit  l-onstant. 

Drei  unter  einander  unabhängige  Funktionen,  welche  mit  der  Zeit  für 
das  betreffende  Teilchen  ihren  Wert  beibehalten,  sind  sicher  die  drei  An- 
fangskoordinaten ö,  b,  c  dieses  Teilchens  zu  dem  als  Anfangszeit  gewühlten 
beliebigen  Zeitpunkt  Null. 

£s  stellen  daher  die  drei  Funktionea 


I 


j  (fa    .      da    .      da 

■^ dx^  ^dy  *      dx 


^PöT 


.,  db    ,      db    ,      db 

.  de    .      de    .       de 

drei  mit  der  Zeit  unveränderliche  Gröfsen  ftir  das  betreffende  Teilchen  dar. 
Sind  diese  Gröfsen,  die  offenbar  die  doppelten  Komponenten  der  Anfangs- 
rotation darstellen,  zur  Anfangszeit  Null,  so  bleiben  die  Rotationskomponenten 
Null,  da  die  Funktionaldeterminant«  der  Funktionen  ü,  6,  c  nicht  ver- 
schwinden kann.     Dies  ist  der  Helmho  Hz  sehe  Satz. 

Verschwinden  für  einen  gewissen  Raum  in  allen  Punkten  diese  Kom- 
ponenten im  Anfange,  so  verschwinden  in  dem  korrespondierenden  Raum 
die  Rotationskomponenten  zu  jeder  Zeit,  d.  h.  die  Geschwindigkeitskompo- 
nenten können  aus  einem  Geschwindigkeitspotential  abgeleitet  werden.  Dies 
ist  der  Lagrangesche  Satz. 

1)  Jacobi  Werke,  Bd.  6,  p.  «9—48. 


1* 
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Nene  Begrimdimg  der  Froportions-  and  Älmlichkeitslelire  unabhingig 
vom  ArcMmedisclien  Axiom  und  dem  Begriff  des  Inkommensnrabeln. 

Von  A.  Eneser. 

I.  Die  elementare  Ihnlichkeitslelire. 

1.  Wir  sagen,  zwischen  vier  Strecken  a,  h^  c,  d  besteht  die  Proportion 

(1)  a:b  =  c:d, 

wenn  das  mit  den  Katheten  a  und  h  gebildete  rechtwinklige  Dreieck  die- 
selben spitzen  Winkel  hat,  wie  das  mit  den  Katheten  c  und  d  gebildete, 
und  zwar  so,  dais  den  Katheten  a  und  c  gleiche  Winkel  gegenüber  liegen. 
Aus  dieser  Definition  folgt  unmittelbar,  dals  die  aufgestellte  Proportion  (l) 
mit  den  folgenden  gleichbedeutend  ist: 

c:  d  =  a:b,     b  :  a  =  d  :  c^     d:  c  =  b:  a. 

Femer  ist  klar,  daüs  aus  den  Proportionen 

a:b  =  c:  dy     Oj  :  Jj  =  c  :  d 
die  weitere 

a  :  6  =  Oj :  bj 
folgt. 

Ebenso  leicht  sieht  man,  dafs  durch  drei  Glieder  einer  Proportion  das 
vierte  unzweideutig  bestimmt  ist;  denn  z.  B.  aus  den  Proportionen 

a:b  =>  c:dy     a;b^  cidi 
vTtkrde  folgen 

c  :  d  =  c  :  dj; 

also  wären  die  rechtwinkligen  Dreiecke  mit  den  Kathetenpaaren  c,  d  und 
c,  dl  gleichwinklig,  was  nach  dem  zweiten  Kongruenzsatze  d  =  d^  ergiebt 
Endlich  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dafs  zu  drei  willkürlich  gegebenen 
unter  den  Strecken  a,  Z>,  c,  d  eine  vierte  so  gefunden  werden  kann,  dafs 
die  Proportion  (l)  besteht. 

2.  Es  gelte  die  Proportion  (l)  und  sei  OAB  ein  mit  den  Katheten 
a,  b  gebildetes  rechtwinkliges  Dreieck,  sodafs 

a=  OA,     b=  OB. 
Man  trage  auf  der  Verlängerung  von  OA  über  0  hinaus  die  Strecke 

OD^d 
ab  und  ebenso  auf  der  Verlängerung  von  OB  über  0  hinaus   die   Strecke 

00=  c\ 
dann  ist  der  Voraussetzung  (1)  zufolge 

^OBA  =  ^ODC', 
da  man  nun  setzen  kann 

^OBA  =  ^CBA,     ^ODC  =  ^ADC, 

so  folgt 

'^CBA=^ADC. 
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Die  Strecke  AC  erscheint  also  von  den  Punkten  B  nnd  D  ans,  welche  auf 
derselben  Seite  der  Geraden  Ä  C  liegen,  unter  gleichem  Winkel,  nnd  die  vier 
Punkte  Ä,  B,  C,  D  liegen  nach  einem  aus  den  Eongruenzsätzen  folgenden 
Theorem  auf  einem  Kreise.     Daraus  folgt  dann  weiter 

'^DAC  =  ^CBD; 

mithin  sind  auch  die  Dreiecke  DOB  und  ÄOC  in  der  Weise  gleichwinklig, 
dafe  den  Katheten  OC  und  OD  dieselben  Winkel  gegenüber  liegen.  Das 
bedeutet  nach  Nr.  1  aber,  dafs  die  Proportion 

OBiOB=-OG:OA,     d:h=-c:a 

besteht,  oder  auch,  was  nach  Nr.  1  dasselbe  ist, 

a:c='b  id. 

In  der  Proportion  (1)  darf  man  also  die  inneren  Glieder  vertauschen. 
Schreibt  man  dieselbe  in  der  Form 

h  :  a  =  d  :  Cj 

so  sieht  man  unmittelbar,  dafs  auch  die  äuTseren  Glieder  vertauscht  werden 
dürfen. 

3.  Sind  0,  ^,  C  irgend  drei  Punkte  einer  Geraden  und  liegt  A 
zwischen  0  und  (7,  so  nennen  wir  die  Strecke  OC  die  Summe  der  Strecken 
OA  und  AC  und  setzen  demgemäfs 

(2)  OC==OA-hAa 
Speziell  sei 

OA=^a,     OB  =  b,  AC=c,    ^^05  =  90<», 

und  werde  die  Strecke 

AD^d 

an  die  Gerade  OAC  unter  einem  rechten  Winkel  nach  derselben  Seite 
angetragen,  auf  welcher  OB  liegt.     Wenn  dann  wieder  die  Proportion 

(3)  a:l>  =  c:d 

vorausgesetzt  wird,  so  sind  die  Geraden  AB  und  CD  parallel,  und  der 
Schnittpunkt  der  letzteren  mit  OB^  welcher  E  sei,  liegt  aufserhalb  der 
Strecke  OB,  sodafs 

0E=  OB  +  BE 

gesetzt  werden  kann.     Nun  ist  offenbar 

BE==AD  =  d, 
also 

OE  =  b-\-d, 

und  der  Gleichung  (2)  zufolge 

OC^a  +  c. 

Die  Dreiecke  OCE,  OAB  sind  femer  winkelgleich,  und  den  Seiten  0C7, 
OA  liegen  gleiche  Winkel  gegenüber,  somit  folgt 

OC:OE=^OA:OB 

oder 

(4)  a-\-c:h-\-d^a:b, 
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eine  Proportion,  die  somit  als  Folge  der  Proportion  (3)  erwiesen  ist.    Um- 
gekehrt folgt  diese,  wie  die  Figur  unmittelbar  lehrt,  aus  der  Voraussetzung  (4). 

4.  Jetzt  seien  zwei  beliebige  gleichwinklige  Breiecke  gegeben;  zwei 
Winkel  in  einem  von  ihnen  mögen  halbiert  werden  und  die  Halbierungs- 
linien sich  in  einem  Punkte  Q  schneiden,  der  yon  allen  drei  Seiten  den 
Abstand  r  hat  Eine  Seite  dieses  Breiecks  sei  a;  sie  werde  durch  das 
vom  Punkte  Q  gefällte  Lot  in  die  Abschnitte  o^  und  o,  zerlegt  Die 
analoge  Konstruktion  am  zweiten  Breieck  ergebe  den  Punkt  Q\  der  von  den 
Seiten  den  Abstand  r'  hat;  die  Seite  a'  liege  dem  gleichen  Winkel  wie  a 
gegenüber  und  werde  in  die  Abschnitte  a\  und  a'^  zerlegt,  von  denen  a\ 
im  Scheitel  eines  gleichen  Breieckswinkels  wie  a^  endige.  Bann  hat  das 
rechtwinklige  Breieck  mit  den  Katheten  r  und  a^  denselben  der  Strecke  r 
gegenüberliegenden  Winkel  wie  das  mit  den  Katheten  r'  und  a\  gebildete 
gegenüber  der  Strecke  r';  also  folgt  nach  Nr.  1 

r  :  Ol  =  r' :  a'i 
oder  nach  Nr.  2 

r :  r'  —  flj :  a\. 
Ebenso  ergiebt  sich 

rir'^a^:  a\, 
also 

Oj  :  o'i  =-  0,  :  a\ 
und  nach  Nr.  3 

Oj  -f  Oj :  a'i  -f  a'j  =  Oj :  a'i  =-  r  :  r' 

oder,  da  offenbar  die  Gleichungen 

a  =  ai  -f  o,,     a'  =  a\  -f  a\ 
gelten, 

a:  a  '^  r  :r  . 

Sind  die  übrigen  Paare   gleichen   Winkeln  gegenüberliegender  Seiten  5,  h' 
und  c,  c\  so  ergiebt  sich  ebenso 


und  hieraus  folgt 


X         l'                               '  '                               / 

0  :o  =  r  :r  f  c:  c  '^  r  :  r  ^ 

a:a  =h:h\  a:  a  —  c:  c'\ 

a  :  &  =  a' :  6',  a:  c  =  a' :  c'. 


In  winkelgleichen  Breiecken  sind  also  irgend  zwei  Seiten  des  einen  Breiecks 
denjenigen  Seiten  des  andern,  welche  den  gleichen  Winkeln  gegenüberliegen, 
proportional. 

5.  Speziell  folgt  aus  dem  erhaltenen  Resultat,  dafs  auf  den  Schenkehi 
eines  Winkels  durch  Parallele  proportionale  Strecken  abgeschnitten  werden. 
Trägt  man  umgekehrt  bei  der  Voraussetzung 

a:b  =  c: d 

auf  dem  einen  Schenkel  eines  Winkels  die  Strecken 

a  =  OÄ,     c  =-  OC, 
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nach  einer  und  derselben  Seite  ab,  ebenso  auf  dem  anderen  Schenkel  nach 
einer  Seite  die  Strecken 

und  zieht  durch  C  eine  Parallele  zu  AB,  welche  den  Schenkel  OB  in  D^ 
schneide,  so  liegt  dieser  von  0  ans  in  der  Richtung  OBy  und  es  ergiebt 
sich  nach  Nr.  4 

also 

c\d---C'.  Ol/*, 
woraus  nach  Nr.  1  folgt 

OD'-d^  0B^\ 

da  nun  die  Punkte  D  und  Ifi  von  0  ans  nach  derselben  Seite  hin  liegen, 
so  müssen  sie  zusammenfallen;  die  Geraden  AB  und  CD  sind  somit  parallel. 
Hiermit  sind  die  Grundlagen  gegeben,  auf  denen  die  gesamte  Lehre 
von  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  und  Vielecke  in  der  gewöhnlichen  Weise 
entvrickelt  werden  kann,  ohne  dafs  der  Zahlbegriff,  das  Inkommensurable  oder 
das  Archimedische  Axiom  benutzt  würden. 

n«  Die  Streekenreehniuig. 

6.    Eine  beliebige  Strecke  werde  durch   1   bezeichnet;  gilt  dann  die 
Proportion 

(5)  a  :  1  »  a; :  &, 

so  nennen  wir  die  Strecke  x  das  Produkt  aus  a  und  h  und  setzen 

x^  ah. 
Nach  Nr.  2  folgt  nun  aus  der  angesetzten  Proportion 

a:  £<=  1  :  6, 
und  hieraus  nach  Nr.  1 

&  :  1  "-  a; :  a; 
man  hat  also  die  Gleichungen 

und  die  definierte  Multiplikation  zweier  Strecken  ist  kommutativ. 
Es  sei  femer 

y  »  a;c  »  {ah)  c,    «  —  6c,     i*  —  aif  =  «(^c)» 
dann  gelten  die  Proportionen 

(6)  6  :  1  -=  xr :  c,     rc  :  1  =-  y  :  c,     a :  1  =-  u  :  5, 

oder  nach  Nr.  2 

&:if— l:c,     a;:y»=»l:c, 

also  nach  Nr.  1  und  2 

h'.fX'.y,    hix^ziy 
oder  endlich 

as :  &  —  y  :  *. 
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Kombiniert  man  hiermit  die  Proportion  (5),  so  folgt 

«:1  =y:;K, 
also  zufolge  der  dritten  Proportion  (6) 

und  dies  ergiebt  nach  Nr.  1  das  gewünschte  Resultat 

y  =  u^    (ah) e^  a (ftc). 

Die  Multiplikation  der  Strecken  ist  also  auch  assoziativ. 

Endlich  folgen  nach  Nr.  2  und  3  aus  den  Proportionen 

Oj :  1  =  a?! :  b,     a^i  1  ^^  x^:b 
die  Resultate 

Oj  :  ifj  =  flj  :  iCj,     «^  :  a?j  =  1  :  t, 

a^  +  Oi  :  x^  +  x^  =  Ol :  x^,     a^  +  a^i  1  ==  x^  +  x^:h; 
da  nun 

x^^Oih,     «,  =  «26, 

so  zeigt  die  letzterhaltene  Proportion 

6(aiH-ag)  =  ai&-f  0,6, 

und  die  Multiplikation  ist  als  zur  Addition  distributiv  erwiesen.  Ffir  beide 
Operationen  gelten  also  bei  den  festgesetzten  Definitionen  dieselben  formalen 
Rechnungsregeln  wie  in  der  Arithmetik. 

7.     Es  ist   nach  den  bisherigen   Entwicklungen  noch  nicht  selbstver- 
ständlich, aber  leicht  zu  zeigen,  dafs  aus  der  Proportion 

(7)  a  :  6  ==  c  :  el 
die  Gleichung 

ad  =  bc 
folgt.     Setzt  man  nämlich 

X  =adf    y  =  6c, 
sodafs  die  Proportionen 

(8)  a  :  1  ^  X  :  d,     b  :  1  =  y:  c 
bestehen,  so  kann  eine  Strecke  m  durch  die  Proportion 

(9)  b:l  =  m:d 
definiert  werden;  dann  ist 

6  :  m  =  1  :  rf, 

und  da  der  ersten  Proportion  (8)  zufolge 

a:  X  =  1  :  d, 
so  folgt 

(10)  a  :  X  =  b  :  m,     a:b  =  x:m. 

Andrerseits  ergiebt  die  Definition  von  m  kombiniert  mit  der  zweiten 
Proportion  (8) 

y  :c  =  m:d, 
also  auch 

(11)  y:m  =  e:d 
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oder  der  Voraussetzimg  (7)  sufolge 

p  :  m  =^  a  :  h; 
also  nach  der  zweiten  Proportion  (10) 

tf  :  m  —  X  :  m^ 
woraus  nach  Nr.  1   folgt 
(12)  J  =  ♦/,     ad  =  hc. 

Geht  man  umgekehrt  von  dieser  Gleichrnng  ans  und  deiiniert  m  wie 
hisher  durch  die  Proportion  (9),  so  ergehen  sich  wie  oben  die  Resultate  (10), 
(11)  und  aus  ihnen  die  Proportion  (7),  welche  somit  als  Folge  der  Voraus- 
setzung (12)  erscheint. 

Hiermit  sind  genügende  Hilfsmittel  gegeben,  um  alle  in  der  alge- 
braischen Geometrie  vorkommenden  Rechnungen  mit  Strecken  unabhängig 
vom  Archimedischen  Axiom  sowie  von  den  Begriffen  der  ZahJ,  des  In- 
komme nsurabe  In  und  des  Flächeninhalts  voUstündig  durchzuführen. 

Literatur:  Grassmann^  Ausdebnungslchre  von  1844,  Rein  geomotriache 
Darstellung  der  Proportionen  ia  der  Geometrie,  §§  75 — 79. 

Hoppe,  Rein  geometrische  Proportionslehre.  Archiv  der  Math.  u. 
Phjs.  (1)  m,  S.   153—164.     1878. 

Kupffer,  Die  Darstellung  einiger  Kapitel  der  Elementarmathematik, 
Sitzungsberichte  der  Naturforschergesellschaft  zu  Dorpat,  10,  Heft  II, 
S.   359—385.     1893. 

Hilbert,  Grundlagen  der  Geometrie  (FeBtscbrift),  §§  14—17.     1899. 


Über  eine  Frage  ans  der  Theorie  der  geometrificlieii  Mittelwerte. 

Von  E.  Lampe. 

Aufyahe.  —  Den  Mittelwert  der  Krümmungsradien  aller  Normalsehnitt« 
in  einem  Paukte  B  einer  positiv  gekrümmten  Oberfläche  zu  finden. 

Lösung.  —  Man  beschreibe  in  der  Tangentialebene  der  Oberfläche  für 
den  betrachteten  Punkt  B  um  den  Berührongspunkt  B  als  Mittelpunkt  den 
Kreis  mit  dem  Radius  a  (von  belif*bigcr  Länge),  errichte  in  jedem  Punkte 
P  der  Peripherie  dieses  Kreises  das  Lot  auf  der  Tangentialebene  und  gebe 
dem  Lote  die  LUnge  r  desjenigen  Krümmungsradius,  welcher  dem  durch 
BP  gehenden  Normalschnitte  der  OherflUchc  angehört.  Die  Gesamtheit  der 
so  errichteten  Lot«*  gehört,  df*m  Mantel  des  Kreiscylinders  an,  der  den  Kreis 
vom  Radius  a  als  senkTechtcn  Querschnitt  besitzt.  Das  von  den  Sirecken  r 
beschriebene  Stück  des  Mantels  des  Cylinders  werde  längs  des  einen  Haupt- 
knimmungsradius  r^  aufgeschnitten  und  in  eine  Ebene  ausgebreitet,  so  er- 
hält man  ein  ebenes  Flächenstück  von  der  Basis  2aflc  und  dem  Inhalte 


F  '^  I  r  '  ad<p. 
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Nun  ist  bekanntlich  r  =  r^r^J(r^  cos* 9  +  r^  8in*qp),  wenn  r,  und  r^  die  beiden 

Hauptkrünunungsradien  sind.     Mithin  ist 


in 


oder  F—  2a7tyr\r^.    Hieraus  ergiebt  sich  die  mittlere  Höhe  dieser  FlSchs 

nach  Division  durch  die  Basis  2  an  als  »"« =  V**! '*«•  Setzt  man  die 
Krümmung  der  Oberfläche  in  B  gleich  dem  reziproken  Werte  des  mittlereii 
Krümmungsradius,  so  wird  die  auf  diese  Weise  definierte  KrOrnnuing  gleid> 
der  Quadratwurzel  aus  dem  G  aufs  sehen  Krfl  m  mungsmafe. 

VerfiLhrt  man  in  gleicher  Weise  mit  der  Krümmung  1/r  jedes  Normal" 
Schnittes,  triigt  man  also  im  Punkte  P  senkrecht  zur  Tangentialebene  1/r 
als  lineare  Gröfse  nach  einem  beliebig  gewählten  Mafse  auf,  so  erhält  man 
nach  Abwickelung  des  auf  solche  Weise  entstandenen  Mant^lstückee  F,  fßr 
die  Gröfse  desselben  den  Ausdruck: 

'•■=/%  =  »/<T'  +  "^)-'"(^  +  ^)- 

Bezeichnet  man  den  Mittelwert  der  Krümmung  aller  Noxm&lschnitte  durch 
l/r^,  80  erhält  man  also 

die  Hälfte  der  sogenannten  mittleren  Krümmung,  in  Übereinstimmung  mit 
den  Ansichten  von  Sophie  Germain. 

Wie  alle  Fragen  aus  der  Theorie  der  geometrischen  Mittelwerte,  so 
hat  auch  die  unsrige  je  nach  der  Annahme  der  unabhängigen  Variable  (in 
unserem  Falle  cp)  unendlich  viele  andere  Lösungen.  Beschreibt  man  in  der 
Tangentialebene  eine  beliebige  geschlossene  Kurve,  welche  B  einschlieüst,  so 
kann  man  diese  Kurve  als  Basis  eines  Cylinders  benutzen  und  auf  dessen  tat 
Tangentialebene  senkrechten  Erzeugenden  die  Werte  von  r  nach  derselben 
Weise  wie  oben  beim  Kreiscylinder  auftragen.  Jede  solche  Kurve  er- 
giebt im  allgemeinen  einen  anderen  Mittelwert  AuJser  dem  oben  be- 
nutzten Kreise  um  B  als  Zentrum  empfiehlt  sich  die  Dnpinsche  Indikatrii. 
die  auf  elliptische  Integrale  führt.  Als  Kuriosum,  das  auch  ohne  Durch- 
führung der  Rechnung  leicht  verständlich  ist,  möge  folgender  Fall  erwähnt 
werden.  In  der  Tangentialebene  von  B  zeichne  man  beiderseitig  von  B 
den  Radius  r^  in  dem  Schnitte  der  zugehörigen  Normalebene,  also 
BR^  =  BB/—  fj  und  ziehe  durch  B^  und  B^'  Senkrechte  zu  BHy  und 
BB^'.  Diese  beiden  Parallelen  können  als  geschlossene  Kurve  um  J9  be- 
trachtet werden.     Für  sie  folgt  als  Mittelwert  aller  Radien  r  der  Wert  r. 

Eine  von  der  vorigen  Lösung  verschiedene  erhält  man,  wenn  man 
in  der  Tangentialebene  jeden  Wert  von  r  längs  des  Schnittes  der  zu- 
gehörigen Normalebene  aufträgt.  Die  ;Endpimkte  der  Radien  büden  eine 
Kurve  mit  der  Polai'gleichung 


I 


r,  cos'qp  -|-  r,  »in'9> 
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Der  Inhalt  di««r  Knrre  ist 


F-SrfrJ 


>/(r,eo.'9  +  r,  na',)" 


oder  wie  man  Uicbt  findet 

Setzt  man  diesen  FlScheninhalt  gleich  dem  eines  Kreises  Tom  Radius  ^  so 
kann  man  ^  ab  Mittelwert  aller  Radien  r  deünieren.     Da  nun 

ist,  so  ergiebt  äch  hier  ^  als  geometnsches  Mittel  zwischen  dem  geo- 
metrischen und  dem  arithmetischen  Mittel  ans  den  beiden  Hanpikrümmnngs» 
radien. 


Eil  Beweis  des  Jacobischen  TlLeorems  von  der  Zusammensetzbarkeit 
eloer  Kreiselbewe^ng  auB  den  iBversioiieii  zweier  Poiusotbewegungen. 

Von  Fritz  Kötter. 

Das  bekannte  Theorem  von  Jacobi»  dafs  sich  jede  Kreiselbewegrung 

ans  den  Umkehningen  zweier  konjugierten  Poinsotbewegungen  zusammen- 
setzen lasse,  steht  zwar  nicht  in  der  ersten  Reihe  der  zahlreichen  Ent- 
deckungen dieses  Forschers,  wenn  es  sich  um  die  Fmehtbarkeit  und  den 
Folgereichtura  handelt;  es  rückt  aber  sofort  an  diesen  Platz,  wenn  es  sich 
um  die  Eleganz  nnd  die  überraschende  Einfachheit  des  Znsammenhangs 
scheinbar  weit  von  einander  entfernt  liegender  Dinge  handelt. 

Für  dieses  Theorem  hat  man  verschiedene  Beweise  gegeben.  Einige 
dieser  Beweise,  welche  die  Übereinstimmung  der  formelmäraigen  Darstellung 
der  beiden  zu  vergleichenden  Bewegungen  als  Hauptstück  enthalten,  führen 
zwar  die  Richtigkeit  des  Tbeorems  unmittelbar  vor  Augen»  bleiben  aber 
dennoch  unbetriedigend,  weil  sie  die  inneren  Ursachen  der  Übereinstinmiung 
nicht  berühren. 

Ohne  die  endgültige  Darstellung  durch  elliptische  Funktionen  zu  be- 
nutzen, haben  Darboui  und  Routh  das  Theorem  bewiesen,  indem  sie 
zeigten,  dafs  die  Geschwindigkeitsgröfson  bei  den  beiden  verglichenen  Be- 
wegungen in  derselben  Weise  von  der  gegenseitigen  Lage  abhängen. 
Wahrend  aber  bei  Routh  mehr  die  formelraäfsige  Übereinatiramung  betont 
wird,  hebt  Darboux  hervor,  dafs  der  Ausdruck  für  das  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit bei  der  zusammengesetzten  Bewegung  unmittelbar  die  Über- 
einstimmung mit  dem  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  bei  der  Bewegung 
des  Kugelkreisels  erkennen  lasse,  und  so  in  Verbindung  mit  dem  Umstände, 
dafs  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  nach  den  Hauptachsen  der  beiden 
gegen  einander  bewegten  Räume  konstant  sind,  das  Theorem  zur  Evidenz 
bringe. 

Von  allen  Beweisen,  welche  bisher  für  das  Theorem  gegeben  wurden, 
erscheint   mir   daher    derjenige    von    Darboux    als  der  natürlichste      Mnn 
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kann  jedorh  noch  einen  Schritt  weiter  gehen.  Der  Beweis  von  Darbonx 
fordert  für  die  Erkenntnis  seiner  Richtigkeit  noch  immer  die  Bildung  der 
ersten  Integrale  des  Kreiselproblems,  Und  wenn  jene  Integrale  auch  sämt- 
lich eine  weitgehende,  allgemein  giltige  Bedeutung  haben,  müfst«  ein  Beweis 
als  einfacher  gelten,  bei  welchem  unmittelbar  gezeigt  wtlrde,  dafe  die  m- 
sarmn engesetzte  Bewegung  die  Eigenschaft  hat,  welche  in  dem  Ansatz  für  di« 
Differentialgleichungen  der  Bewegimg  des  Kugelkreisels  zum  Aasdmck  kommt 
Ein  solcher  Beweis  wurde  in  dem  Vortrage  mitgeteilt. 


Über  die  Hertzsche  Mechanik. 

Von  Karl  Heun. 


In  Räcksiclit  auf  die  zunehmende  Bedeutung  der  Mechanik  gebundener 
Systeme  sollen  hier  einige  Eutwicklungen  aus  den  Hertz  sehen  „Principien^" 
wiedergegeben  werden,  welche  hiermit  in  der  engsten  Beziehung  stehen. 

Wir  knüpfen  an  Abschnitt  7  des  ersten  Buches  an,  in  welchem  die 
kinematischen  Grundbegriffe  in  Bezug  auf  ein  System  definiert  sind,  llerli 
bezeichnet  hier  die  einfachen  kinematischen  Vektoren,  insofern  sie  dorch 
Strecken  im  Euklidischen  Räume  dargestellt  sind  und  ihren  Ausgang  von 
bestimmten  Massenpunkten  des  Systems  nehmen,  als  Elctnentarv^orm. 
Solch©  sind  z.  B.  das  Moment  der  Geschwindigkeit  sowie  der  Beschleonigang 
eines  Punktes  mit  der  Masse  m.  Bezeichnen  wir  die  Komponenten  der 
Elementargeschwindigkeii  mit  x,,  i-j,  j-^  und  diejenigen  der  Beschleunigung 
mit  JTj,  ir^,  .f^j,  dann  kann  man  zunächst  die  skalaren  auf  das  ganze  System 
bezogenen  Gröfsen 

bilden  und  als  Viriale  der  Momente  der  Geschwindigkeiten  und  der  Bt- 
Bchleunigungen  bezeichnen.  Von  einer  bestimmten  Lage  und  Konhguratioo 
und  dem  entsprechenden  Zeitmomente  ausgehend,  werden  sich  diese  System- 
gröfsen  in  doppelter  Weise  ändern:  einmal  indem  jeder  Massenpunkt  m  sein» 
Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  wechselt,  dann  aber  auch  indem  sein« 
Lage  im  Räume  eine  andere  wird.  Die  Entwicklung  der  Reduktionsmetbo<ien 
für  die  kinematischen  Elementa-rvektoren  ist  nun  imter  den  Händen  von 
Johann  Bernoulli  und  Lagrange  thatsächlich  so  vor  sich  gegangen, 
dafs  man  die  erstgenannten  Änderungen  gänzlich  ausgeschlossen  and  das 
zweite  System  der  Änderungen  insofern  als  willkürlich  angenommen  hat, 
als  es  die  Beschränkung  auf  unendlich  kleine  mit  dem  geometrischer  Zu- 
sammenhange des  materiellen  Systems  verträgliche  Verschiebungen  gestattet 
Das  System  der  kinematischen  Elementarvelctoren  wird  also  infolge  der 
ersten  Festsetzung  zu  einem  siationärcn  in  dem  Sinne,  in  welchem  di« 
Astatik  bei  ihren  Betrachtungen  die  Kräftesystemc  für  —  beliebige  —  Ver- 
schiebungen auffafst.  Die  entsprechenden  Viriallindenmgen  des  Geadiwin- 
digkeits-  und  Beschleunigimgasystems  sind: 

rf,SS,  - £m (xiAx^  +  /^Sx^  +  i^Sx^),     SJ8^  -  £m  (\6x^  -f  r,(lx,  4- i,d.^) 
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Die  Einführung  der  Lag  ran  gesehen  Systemkoordinaten  r/j,  g^,  •  •  •,  q^ 
an   Stelle  der  Cartesischen  Koordinaten   ergiebt  Ausdrücke   von   der  Form: 


worin 


-f  yj<Jnr    ä.^.  =  ^^1  S<h  +  ^V,6q,  -h  -  - .  +  WJq„, 


V  =^—     w  =  -—  —  ^ 

"        d'qv^        *        dtd'qv        dq* 

bedeutet.  Die  kinetische  Energie  des  Systems  ist  definiert  durch  die 
Gleichung 

Hertz  nennt  die  Grofseu  1*^1^  Fj,  •  ■  «,  \\  die  Komponenten  des  Mo- 
mentes der  (leschwindigkeit  in  Bezug  auf  das  ganze  materielle  System  und 
bezeichnet  den  entsprechenden  Vektor  —  im  Gegensatz  zu  den  Elomentar- 
vektoren  —  als  einen  Lagr  an  gesehen '^)  Vektor.  Diese  Bezeichnung  überträgt 
sieh  ohne  weiteres  auf  Besehleunigungou   und  Kräfte. 

Wii'kt  also  auf  die  Masse  m  eine  Elementarkraft  mit  den  Komponenten 
^1  ^'^j  ^*»>  welche  eine  Elementari'eaktiou  mit  den  Komponenten  t\y  r^^  r^ 
hervorruft,  so  ist  für  jeden  Massenpunkt 

und  man  hat  nach  dem  d'Ä  lern  her  tschen  Prinzip  die  Bewegungsgleiehungen 
in  der  Form 

»,  =  Z(riXi  +  r,x,-f  r,x,) 

das  Virial  der  Elementarreaktionen  in  Bezug  auf  das  ganze  System  be- 
deutet. Setzt  man  nach  Einführung  der  Lagrang  eschen  Koordinaten 
$n  ^8»  '  •  'y  %  noch 

6,%  =  K,Sq^  -f  K^Üq^  +      •  +  KJq„, 

so  kann  man  die  Bewegungsgleicimngen  des  Systems  auch  schreiben: 

Pttr  ein  nngekoppeltes  System  wäre  nach  der  Auffassung  von  Hertz 
n&türUch 

jr,_jt, jr,_o. 

Da  diese  besondere  Voraussetzung  für  die  Anwendungen  der  Mechanik 
—  wenigstens  vorläufig  —  unbequem  erscheinen  könnte,  so  behalten  wir 
im  folgenden  die  äufseren  Kräfte  bei,  indem  wir  den  Hertzschen  Begriff 
der  Koppelung  der  einzelnen  Teilsysteme  ohne  weiteres  auf  dynamisch  be- 
einfluXste  materielle  Systeme  ausdehnen.  Genau  genomjuen  ist  dieae  ganze 
Unterscheidung  gerade  iu  der  technischen  Mechanik  biiufig  belanglos.    Dean 


1}  Eigentlich  führt  Hertz  diese  Beneimung  erat  in  Nr.  476  bei  Erörterung 
I  der  dynamischen  VerhältniBse  ein.    Es  liegt  jedoch  kein  Grund  vor»  iu  der  Eine- 
saatik  eiue  andere  Terminologie  zu  benutzen. 
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aehmen  wir  etwa  den  Kurbelmeehanismus  (Fig.  1)  der  Dampfmascliine,  80 
sehen  wir,  daXs  die  Welle  A  mit  der  Ärbeitsmaschiue,  der  Ereuzkopf  D  aiii 
dem  System  der  Damptmoleküle  und  dafs  der  ganze  MecUanismos  mit  d«r 
Unterlage  gekoppelt  ist.  Diesen  Verbindungen  entsprechen  der  Wider- 
stand der  Ärbeitsmaschine,  die  treibende  Kraft  des  Eesseldampfes  und  di« 
Schwerkraft. 

Wir  betrachten  jetzt  einen  beliebigen   Mechanismus   von  w  Graden  der 
Freiheit  und  trennen  denselben  durch  einen  oder  mehrere  Schnitte    in  zwei 

Teile.')  Die  freien  Koordin&tea 
des  erstem  Teilsystems  seien  qu 
5x,  •  •  •i.,3»S  diejenigen  de« 
gweiten  gl\  ji',  -  ■  •,  qn'  und 
nennen  die  zugehörigen  kine» 
tischen  Energien  E'  und  E". 
Bei    analoger    Bezeichnung    der 

übrigen    korrespondierenden 
Gröfsen   beifsen    die  Bewegungs- 
gleichuugen  der  beiden  Teilsysteme 


I 


0^A 


'7/?zm 


f^/^ 


Flg.  1. 


Alle  ElementarkrtLffce  haften  bei  dieser  Auffassung  an  ihren  ursprönglid 
Angriffspunkten  und  dürfen  deshalb  vor  Ausführung  des  Trennschnittf» 
keineswegs  nach  den  Regeln  der  Statik  reduziert  werden.  Die  hier  zu- 
lässigen Reduktionen  werden  ohnedies  durch  Bildung  der  Lagrangeschen 
Komponenten  K'i^  •  ■  -,  j5l^',  iT'j',  •  • -,  K'^-  ausgeführt. 

Koppeln  wir  nun  beide  Teilsysteme  durch  die  Gleichungen  der  Kaschiae 
(Hertz  Nr.  531): 

(1)  i^i(f;n==0,     F,(g',O  =  0,  --.,  Fjg',g")  =  0, 

dann   können    die   obigen   n   -\-  n"   Bewegongsgleichungen    nicht    mehr   be- 
stehen.    Es  ist  vielmehr  jetzt  nach  dem  d'AIembert sehen  Prinzip 

(2)  <J^«;  +  d^^;  -  0,   (cf.  Hertz  Nr.  535) 
worin 

zu  setzen  ist.    Die  Lagrangeschen  Gleichungen  nehmen  also  die  Form  an: 


(3) 


Sie  eignen  sich  nicht  zur  Bestimmung  der  Bewegung   des   ganzen  System 
Sind    die    freien    Koordinaten    desselben  q^y  g^,   •  •  •,  q^^    dann   bestdit  di» 

Beziehung 

^___ »'  -f  «"  —  »I  =  «, 

1)  Im  obigen  Beispiele  niOge  der  Schnitt  etwa  bei  C  durch  die  Lenkllaifl 
geführt  aein,    Ea  ist  dann  «  =1,  n'  =  2,  n"  =  2,  m  =  3, 
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gen€ 
(5) 


tmd  die  Bewegungsgleichusgen  haben  die  Fonn: 

(4)  W,  =  K,,  TT,  =  Ä,,  .  ■ .,   W^^  K^. 

Die  Oleichungen  (3)   dienen  lediglich  zur  Bestimmung  der  beiden  La- 
grangeschen Vektoren  (Jfi,  i?ä,  •  •  •,  iJ»«)  und  (i?l',  E'i,  •  *  •,  i?i,'<). 
Setzt  man  nun  in  der  Gleichung  (2)  oder 

Biiqi  -f  ■  •  •  +  Kdqn  +  üUq'i  +  •    •  +  i?-"d?;'..  =  0 

nach  den  Gleichungen  (1)  die  Werte  der  Variationen  der  Koordinaten  als 
Funktionen  der  Gröfsen  ^Qi,  Sq^^  ■  •  -y  dq^  ein^  so  mufs  nach  dem  d'Alem- 
b er t sehen  Primdp  für  das  gekoppelte  System 

sein.     Die  resultierende  Gleichung  zerfällt  also  in  ein  System  von  n  hooio* 

genen  linearen  Gleichungen: 


iln-Rl  4- h  ^m'B-R«'  -|-  A-iM-ßl  +  •  •  •  +  X»"„J?n  " 


0. 


B- 


Dies  sind  die  Oleichungen  „zwischen  den  Komponenten  der  auf  eine 
Maschine  wirkenden  Kräfte  nach  ihren  Koordinaten'*,  auf  welche  Hertz  in 
Nr.  533  seiner  Prinzipien  hinweist.  Sie  sind  von  grofser  Bedeutung  für 
die  technische  Kinetostatik ,  indem  sie  die  Abhängigkeit  der  Komponenten 
der  Srhnittnaktionen  von  einander  ausdrücken.  Führt  man  den  Schnitt 
durch  ein  Lager,  so  ergehen  sich  in  derselben  Weise  die  Komponenten  der 
ZapfftiTeaUmnen  für  den  betreffenden  Mechanismus. 

Das  fcinetostatische  Problem  der  Aufimjerreaki'umetiy  welches  eigentlich 
eine  Variante  der  vorstehend   behandelten   Autgabe   ist,   wollen  wir  nur  für 
den  einfachen  Kurbelmechanismus  betrachten   und   uns   hierbei  auf  die  not- 
wendigsten    Andeutungen     be- 
schränken. 

Um  den  Mechanismus 
(Fig.  2)  in  den  erforderlichen 
Freiheitszustand  zu  versetzen, 
verschieben  wir  die  Wellen- 
mitte A  nach  A'  entsprechend 
den  Koordinaten  jr^j,  i/^j,  ferner 
den  Ki-euzkopfzapfen  von  J> 
nach  D '  entsprechend  den  Koor- 
dinaten Xj,  if^  und  drehen  die 
Kolbenstange  in  die  Lage  D'E\ 
so  dafs  sie  mit  der  Horizon- 
talen den  Winkel  ip  bildet. 

Das  in  dieser  Weise  frei  gemachte  8jlt«m  ist  bestimmt  durch  die 
sechs  Koordinaten  Xq^  %^  Ö»  j,,  t^^,  ^('.  Seine  Bewegung  würde  also  durch 
die  Becbs  Lag  ran  gesehen  Gleichungen 

(6)  y^\-R.  (v-1,2,  ...,  6) 


^j^/7^^/^ 


% 


^^^Ci/l/l/a/j^^ 


4^ 


Flg.  f. 
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insofern  bestimmt  sein,  als  dies  ohne  Angabe  der  Anfangslage  und  der 
Anfangsgeschwindigkeiten  möglich  ist 

Koppeln  wir  aber  das  Kurbelsjstem  mit  dem  gesamten  Auflagargerüst, 
so  kann  dies  im  vorliegenden  Falle  nur  durch  f&nf  Gleichungen: 

^1  =  0,  F,  =  o,   ..,  j;  =  o 

zwischen  den  Koordinaten  geschehen ,  und  an  stelle  der  Gleichungen  (6) 
treten  die  folgenden: 

(7)  W,  =  K^  +  M,.  (.-1.V-.« 

Hierdurch  sind  die  beiden  Beaktionsyektoren  (Äj  =  B^^  B^  =  i?^)  und 
B^  =  B^^j  B^  =  i2yi,  l?g  =  By))  bestimmt.  Die  Hertz  sehen  Gleichungen  (5) 
reduzieren  sich  auf  eine  einzige. 

Es  erscheint  kaum  nötig  hervorzuheben,  dafs  der  hier  entwickelte 
Bechnungsgang  auch  ohne  weiteres  aus  den  allgemeinen  Ansätzen  von 
Lagrange  folgt,  wie  er  sie  in  der  MScanique  analytique  entwickelt  hat. 
Hier  kam  es  nur  darauf  an,  zu  zeigen,  dafs  Hertz  den  kinetostatischen 
Betrachtungen  eine  wesentlich  gröfsere  Aufinerksamkeit  geschenkt  hat,  als 
es  in  den  meisten  systematischen  Darstellungen  der  theoretischen  Mechanik 
zu  geschehen  pflegt,  indem  diese  —  namentlich  nach  dem  Vorgänge  Ton 
Jacobi  —  den  Schwerpunkt  allzu  einseitig  in  die  Bewegungsgleichungen 
legen. 


\  ^1 


>,.'V.. 


♦r'^-.    I 


■:.•->-  m^' 


